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AVERTISSEMENT. 


Cet  ouvrage  a  clé  conçu  à  l'occasion  d'une  question  proposée  par  l'Aca- 
démie de  Bruxelles.  Il  se  réduisait  alors  aux  deux  iMémoires  qui  le  termi- 
nent, adressés  à  l'Académie  en  décembre  1829,  et  précédés  d'une  simple 
introduction  très-restreinte.  Lorsque  l'Académie  eut  ordonné  l'impression 
de  ce  travail,  je  me  proposai  d'en  étendre  l'introduction,  et  d'y  joindre 
même,  sous  le  litre  de  Notes,  quelques  résultats  de  recherches  qui  ren- 
traient dans  le  sujet.  iMais  je  ditTérai  d'abord  de  donner  suite  à  ce  projet  : 
puis  les  recherches  historiques  proprement  dites,  où  se  présentaient  cer- 
taines questions  obscures  que  je  n'avais  pas  prévues,  retardèrent  l'envoi  du 
manuscrit,  que  l'Académie,  et  l'insistance  amicale  de  son  illustre  et  bien 
regretté  Secrétaire  perpétuel,  M.  Ad.  Quetelet,  me  faisaient  un  devoir  de 
terminer.  L'impression  commença  en  1835,  d'abord  sans  entraves,  et  assez 
rapidement,  mais  fut  bientôt  ralentie,  particulièrement  par  l'étude  des 
ouvrages  indous  de  Brahmegupta,  dont  on  n'avait  pas  encore  signalé  le 
sujet  réel  et  Timportance  spéciale  pour  la  partie  géométrique.  Enfin  le  volume 
parut  en  1837. 

L'Académie,  dans  ces  derniers  temps,  a  eu  la  pensée  de  le  reproduire. 
Ma  santé  et  divers  travaux  arriérés,  dont  je  reliens  même  les  épreuves 


II  AVERTISSEMENT. 

depuis  des  années  y  ne  me  permettaient  pas  de  prendre  part  à  celte  réim- 
pression. Mais  mon  ami,  M.  Catalan,  professeur  à  FUniversité  de  Liège, 
a  eu  la  bonté  de  me  suppléer  dans  la  révision  des  épreuves.  Je  le  prie  d'en 
agréer  ici  mes  bien  affectueux  remerciments. 

Une  autre  objection  pouvait  se  présenter.  Depuis  1837,  la  Géométrie  a 
fait  des  progrès  considérables,  qui  ont  été  le  sujet  d'un  des  Rapports 
entrepris  sous  le  ministère  et  sur  la  demande  de  Fhonorable  M.  Duruy. 
Cette  circonstance  pouvait  rendre  fort  douteuse  l'opportunité  d'un  travail 
déjà  ancien  de  près  d'une  quarantaine  d'années.  Cependant  M.  Hayez,  im- 
primeur de  l'Académie  de  Belgique,  et  M.  Gauthier-Villars,  qu'il  a  désiré 
s'associer,  ont  bien  voulu  accomplir  la  pensée  de  l'Académie.  Qu'ils  veuillent 
bien  aussi  en  agréer  mes  remerciments. 

Paris,  20  mai  1875. 


APERÇU  HISTORIQUE 


SUR  L'ORIGINE  ET  LE  DÉVELOPPEMENT 


DES  MÉTHODES  EN  GÉOMÉTRIE , 


PARTICULIÈREMENT  DE  CELLES  QUI  SE  RAPPORTENT 


A  LA  GÉOMÉTRIE  MODERNE. 


Nous  nous  proposons^  dans  cet  Aperçu,  de  présenter  une  analyse  rapide 
des  principales  découvertes  qui  ont  porté  la  Géométrie  pure  au  degré  d'ex- 
tension où  elle  est  parvenue  de  nos  jours ^  et  particulièrement  de  celles  qui 
ont  préparé  les  méthodes  récentes. 

Nous  indiquerons  ensuite^  parmi  ces  méthodes^  celles  auxquelles  nous 
paraissent  pouvoir  se  rattacher  la  plupart  des  innombrables  théorèmes 
nouveaux  dont  s'est  enrichie  la  science  dans  ces  derniers  temps. 

EnOn  nous  exposerons  la  nature  et  le  caractère  philosophique  des 
deux  principes  généraux  de  retendue^  qui  font  Tobjet  principal  de  ce 
Mémoire. 

Nous  avons  distingué^  dans  Thistoire  de  la  Géométrie^  cinq  Époques 
principales.  On  jugera ,  après  la  lecture ,  si  les  caractères  particuliers  que 
nous  avons  reconnus  à  chacune  de  ces  cinq  Époques  peuvent  justifier  cette 
division. 
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2  HISTOIRE  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 

Plusieurs  Notes  sont  jointes  à  cet  Aperçu.  Les  unes  sont  destinées  au 
développement  de  certains  passages  que  nous  avons  dû  traiter  brièvement 
dans  le  discours;  d'autres  présentent  quelques  détails  historiques  dont 
rétendue  ne  nous  permettait  pas  de  les  donner  comme  annotations  mar- 
ginales, parce  qu'elles  auraient  entravé  la  lecture.  Plusieurs  autres  enfin 
seront  le  fruit  de  nos  propres  recherches  sur  différentes  parties  des  théories 
géométriques  dont  nous  aurons  eu  à  parler,  et  présenteront  peut-être  quel- 
ques résultats  nouveaux. 

Celles-ci  ne  paraîtraient  pas  indispensables,  si  Ton  n'envisageait  que  le 
but  historique  de  notre  travail.  Mais  nous  avons  eu  en  vue  surtout,  en 
retraçant  la  marche  de  la  Géométrie,  et  en  présentant  l'état  de  ses  décou- 
vertes et  de  ses  doctrines  récentes,  de  montrer,  par  quelques  exemples, 
que  le  caractère  de  ces  doctrines  est  d'apporter,  dans  toutes  les  parties 
de  la  science  de  l'étendue,  une  facilité  nouvelle  et  les  moyens  d'arriver 
à  une  généralisation,  jusqu'ici  inconnue,  de  toutes  les  vérités  géométri- 
ques; ce  qui  avait  été  aussi  le  caractère  propre  de  l'Analyse,  lors  de  son 
application  à  la  Géométrie.  Aussi  conclurons-nous,  de  notre  Aperçu,  que  les 
ressources  puissantes  que  la  Géométrie  a  acquises  depuis  une  trentaine 
d'années  sont  comparables,  sous  plusieurs  rapports,  aux  méthodes  analy- 
tiques, avec  lesquelles  cette  science  peut  rivaliser  désormais,  sans  désa- 
vantage, dans  un  ordre  Irès-étendu  de  questions. 

Cette  idée  se  trouvera  reproduite,  puissions -nous  dire  justifiée!  dans 
plusieurs  endroits  de  cet  écrit,  parce  qu'elle  en  est  Torigine  et  qu'elle 
n'a  point  cessé  de  présider  aux  longues  recherches  qu'ont  nécessitées  la 
partie  historique,  les  Notes,  et  les  deux  Mémoires  qui  composent  cet  ouvrage. 

Hàtons-nous  de  dire,  cependant,  pour  éviter  toute  interprétation  inexacte 
de  notre  but  et  de  notre  sentiment  sur  les  deux  méthodes  qui  se  partagent 
le  domaine  des  sciences  mathématiques ,  que  notre  admiration  pour  l'instru- 
ment analytique,  si  puissant  de  nos  jours,  est  sans  bornes,  et  que  nous 
n'entendons  pas  lui  mettre  en  parallèle,  sur  tous  les  points,  la  méthode 
géométrique.  Mais,  convaincu  qu'on  ne  saurait  avoir  trop  de  moyens  d'in- 
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vestigation  dans  la  recherche  des  vérités  mathématiques^  qui  toutes  peuvent 
devenir  également  faciles  et  intuitives  quand  on  a  trouvé  et  suivi  la  voie 
étroite  qui  leur  est  propre  et  naturelle^  nous  avons  pensé  qu'il  ne  pouvait 
qu'être  utile  de  montrer,  autant  que  nos  faibles  moyens  nous  le  permet- 
taient, que  les  doctrines  de  la  pure  Géométrie  otTrent  souvent,  et  dans  une 
foule  de  questions,  cette  voie  simple  et  naturelle  qui,  pénétrant  jusqu'à 
Torigine  des  vérités,  met  à  nu  la  chaîne  mystérieuse  qui  les  unit  entre  elles, 
et  les  fait  connaître  individuellement,  de  la  manière  la  plus  lumineuse  et  la 
plus  complète. 
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CHAPITRE  PREMIER 


PIŒmiÈllE  ÉPOQUE. 


§  1 .  La  Géométrie  prit  naissance  chez  les  Ghaldéens  et  les  Égyptiens. 
THALÈs,  Thaïes  qui,  né  en  Phénicie,  alla  s'instruire  en  Egypte,  et  vint  ensuite 

"•"^'.v'InTrc.*'"' s'établir  à  Milet,  y  fonda  Técole  ionienne,  d'où  sont  sorties  les  sectes  des 

philosophes  de  la  Grèce,  et  où  commencèrent  les  premiers  progrès  de  la 
Géométrie. 
PYTHAcoRE,  Py thagorc ,  né  à  Samos,  disciple  de  Thaïes,  qui,  comme  lui,  avait  voyagé 

De  irers 580  avant  .-  .  ^^  Égyptc ,  puIs  daus  Ics  ludcs,  vlut  sc  rctlrcr  en  Italie,  et  y  fonda  son 

école,  beaucoup  plus  célèbre  que  celle  d'où  elle  dérivait.  Ce  fut  principale- 
ment à  Pythagore,  qui  incorpora  la  Géométrie  dans  sa  philosophie,  et  à  ses 
disciples ,  que  cette  science  dut  ses  premières  découvertes.  Les  principales 
furent  la  théorie  de  Y  incommensurabilité  Aq  certaines  lignes,  comme  la  diago- 
nale du  carré  comparée  au  côtéj  et  la  théorie  des  corps  réguliers.  Ces  pre- 
miers pas  dans  la  science  de  l'étendue  n'offrirent ,  du  reste ,  que  quelques 
propositions  élémentaires,  relatives  à  la  ligne  droite  et  au  cercle.  Les  plus 
remarquables  sont  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle, dont  la  découverte  coûta,  dit  l'histoire,  ou  la  fable,  une  hécatombe 
à  Pythagore  j  et  la  propriété  qu'ont  le  cercle  et  la  sphère  d'être  des  maxima 
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parmi  les  figures  de  même  périmètre  ou  de  même  surface  :  propositions  qui 
offrent  le  premier  germe  de  la  doctrine  des  isopériniètres. 

§  2.  La  Géométrie  fut  ainsi  restreinte  jusqu^à  la  fondation  de  Técole  pla- 
tonicienne^ époque  de  ses  grands  progrès. 

Platon,  comme  les  sages  de  la  Grèce  qui  Tavaient  précédé ,  alla  s^instruire        pi^to». 
dans  les  mathématiques  chez  les  prêtres  égyptiens;  puis  en  Italie  auprès  des 
pythagoriciens. 

De  retour  à  Athènes ,  ce  chef  du  Lycée  introduisit  dans  la  Géométrie  la 
méthode  analytique  *,  les  sections  coniques,  et  la  doctrine  des  lieux  géomé- 
triques. Découvertes  mémorables,  qui  firent  de  la  Géométrie,  pour  ainsi  dire, 
une  science  nouvelle,  d^un  ordre  plus  élevé  que  la  Géométrie  élémentaire 
cultivée  jusque-là,  et  que  les  disciples  de  Platon  appelèrent  Géotnétrie  trans- 
cendante. 

La  doctrine  des  lieux  géométriques  ^  fut  appliquée,  dès  ce  temps,  d^une 
manière  très-savante,  aux  fameux  problèmes  de  la  duplication  du  cube,  des 
deux  moyennes  proportionnelles,  et  de  la  trisection  de  l'angle. 

Le  premier  de  ces  problèmes,  célèbre  par  sa  difficulté  et  par  son  origine  hippocratedechio, 


irer8i50airaDtJ..C. 


1  La  définilion  suivante  de  Vanalyse  et  de  la  synthèse,  rapportée  par  Viète,  au  commen- 
cement de  son  Isagoge  in  artem  analyticem,  caractérise  parfaitement  les  deux  méthodes  des 
Anciens  :  «  11  est  en  mathématiques  une  méthode  pour  la  recherche  de  la  vérité,  que  Platon 
»  passe  pour  avoir  inventée,  que  Théon  a  nommée  analyse  et  qu'il  a  déûnie  ainsi  :  Regarder 

>  la  chose  cherchée  comme  si  elle  était  donnée,  et  marcher,  de  conséquences  en  conséquences, 

>  jusqu'à  ce  que  l'on  reconnaisse  comme  vraie  la  chose  cherchée.  Au  contraire ,  la  synthèse  se 
1  déûnit  :  Partir  d'une  chose  donnée,  pour  arriver,  de  conséquences  en  conséquences,  à  trouver 
1  une  chose  cherchée,  i 

^  On  appelle  lieu,  en  Géométrie,  une  suite  de  points  dont  chacun  résout  une  question  pro- 
posée, ou  jouit  d*unc  certaine  propriété  dont  ne  jouit  aucun  autre  point  pris  au  dehors  de 
ce  lieu.  Les  Anciens  distinguèrent  les  lieux  géométriques  en  diverses  classes.  Ils  nommèrent 
lieux  plans  la  ligne  droite  et  la  ligne  circulaire,  dont  la  génération  a  lieu  sur  un  plan;  lieux 
solides  les  sections  coniques ,  parce  que  Ton  concevait  leur  génération  dans  le  solide  ;  enfin  lieux 
linéaires  toutes  les  courbes  d'un  ordre  supérieur,  telles  que  les  conchoides,  les  cissoïdes,  les 
spirales  et  les  quadratrices. 

On  a  appelé  théorème  local  un  théorème  où  il  s'agit  de  démontrer  qu*une  suite  de  points 
d'une  ligne,  droite  ou  courbe,  satisfait  aux  conditions  d'une  question  proposée,  et  problème 
local  celui  où  il  s*agit  de  trouver  une  suite  de  points  dont  chacun  satisfasse  à  une  question 
proposée. 
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fabuleuse^  avait  déjà  occupé  les  géomètres.  Hippocrate  de  Chîo,  si  connu  par 
la  quadrature  de  ses  lunules^  l'avait  réduit  à  la  recherche  de  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  le  côté  du  cube  donné  et  le  double  de  ce  côté;  ce  qui 
probablement  a  donné  lieu  au  problème  général  des  deux  moyennes  propor- 
tionnelles. 

Celui-ci  a  été  résolu  de  différentes  manières  ^  qui  toutes  font  honneur  aux 
géomètres  de  l'antiquité.  La  première  solution  est  due  à  Platon^  qui  employa 
un  instrunient  composé  d'une  équerre  sur  l'un  des  côtés  de  laquelle  glisse 
une  droite  qui  lui  est  perpendiculaire^  et  reste  conséquemment  parallèle  au 
second  côté;  premier  exemple^  sans  doute ^  de  la  solution  mécanique  d'un 
problème  de  Géométrie. 

Menechme^  disciple  de  Platon,  se  servit  des  lieux  géométriques,  qui  furent 
deux  paraboles,  ayant  même  sommet  et  leurs  axes  rectangulaires;  ou  bien 
une  parabole  et  une  hyperbole  entre  ses  asymptotes. 

Eudoxe,  autre  disciple  et  ami  de  Platon,  se  servait  de  certaines  courbes 
qu'il  avait  inventées  pour  cet  objet;  malheureusement  sa  solution  ne  nous 
est  point  parvenue,  et  nous  ne  savons  quelles  étaient  ces  courbes. 

La  solution  d'Archilas,  célèbre  pythagoricien  dont  Platon  avait  suivi  les 
leçons  en  Italie,  était  purement  spéculative;  mais  elle  a  cela  de  remarquable 
qu'elle  faisait  usage  d'une  courbe  à  double  courbure,  qui  parait  être  la  pre- 
mière qui  ait  été  considérée  par  les  géomètres  ;  du  moins  elle  est  la  plus 
ancienne  de  celles  qui  nous  sont  parvenues  ^ 


'  Voici  la  description  de  cette  courbe  :  <  Que,  sur  le  diamètre  de  la  base  d'un  cylindre 
»  droit  circulaire,  on  conçoive  un  demi-cercle  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  h  celui  de  la 
»  base  du  cylindre;  que  le  diamètre  tourne  autour  d'une  de  ses  extrémités  et  emporte,  dans 
»  ce  mouvement  circulaire ,  le  demi-cercle ,  toujours  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
»  celui  de  la  base  du  cylindre; ce  demi-cercle  rencontrera,  dans  chacune  de  ses  positions,  la 
»  surface  cylindrique  en  un  point  :  la  suite  de  tous  ces  points  formera  la  courbe  à  double 
j»  courbure  en  question.  » 

Pour  résoudre  le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles,  Ârchitas  coupait  cette 
courbe  par  un  cône  de  révolution  autour  de  Taréte  du  cylindre,  menée  par  l'extrémité  fixe  du 
diamètre  du  demi-cercle  mobile;  le  point  d'intersection  donnait  la  solution  cherchée. 
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Les  quatre  solutions  du  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles  ^ 
que  nous  venons  de  citer^  sont^  comme  on  le  voil^  essentiellement  différentes. 
Ce  problème  continua^  pendant  un  grand  nombre  de  siècles^  d'occuper  les 
géomètres  9  qui  en  multiplièrent  les  solutions.  Eutocius^  mathématicien  du 
VP  siècle,  rapporte,  dans  son  Commentaire  sur  le  second  livre  de  la  sphère 
et  du  cylindre  d'Archimède,  celles  d'Ératosthène,  d'Apollonius,  de  Nicomède, 
de  Héron,  de  Philon  de  Byzance,  de  Pappus ,  de  Dioclès  et  de  Sporus.  Nous 
citons  ces  mathématiciens  suivant  Tordre  chronologique. 

§  3.  Les  savantes  méthodes  ébauchées  par  Platon  et  ses  disciples  furent 
cultivées  avec  ardeur  par  leurs  successeurs,  et  fournirent  la  matière  à  plu- 
sieurs ouvrages  assez  considérables,  où  sont  développées  les  principales 
propriétés  de  ces  célèbres  courbes,  les  sectiom  coniques  qui,  deux  mille  ans 
après,  ont  joué  un  si  grand  rôle  dans  le  mécanisme  de  Tunivers,  lorsque 
Kepler  les  reconnut  pour  les  vraies  orbites  parcourues  par  les  planètes  et 
leurs  satellites,  et  que  Newton  découvrit  dans  leurs  foyers  les  points  mêmes 
où  résident  les  forces  qui  animent  tous  les  corps  du  système  du  monde. 

Le  principal  de  ces  ouvrages  était  d'Aristée;  il  contenait  cinq  livres  sur       abistée, 

,  ^.  .  1  A        •  I       .  1  j^  M  •       vers  350  avant  J.. G. 

les  sections  coniques;  les  Anciens  en  parlent  avec  beaucoup  déloges;  mais 
malheureusement  ils  ne  nous  sont  point  parvenus,  non  plus  que  cinq  livres 
sur  les  lieux  solides,  du  même  géomètre  ^  . 

§  4.  C'est  à  peu  près  à  cette  époque  que  remonte  la  découverte  de  la      ddiostrate. 
quadratrice  de  Dinostrate.  Cette  courbe ,  dont  la  principale  propriété  la  rend 
propre  à  la  division  d'un  angle  en  un  nombre  quelconque  de  parties  propor- 
tionnelles à  des  lignes  données,  parait  avoir  été  inventée  pour  résoudre  le 
problème  de  la  trisection  de  Fangle,  agité  dans  Técole  de  Platon.  Elle  résou- 

*  Ces  cinq  livres  sur  les  lieux  solides,  dont  parle  Pappus  dans  le  7*  livre  de  ses  Collections 
mathématiques  y  ont  étë  rétablis,  sur  cette  indication,  par  Viviani,  dans  le  style  pur  de  la  Géomé- 
trie ancienne,  sous  ce  titre  :  De  locis  solidis  secunda  divinalio  geometrica  in  quinque  libros 
injurié  temporum  amissos  Aristei  senioris  geometrœ  auctore  Vincenlio  Viviani,  etc.  (In-fol. 
Florence,  i70i).  Viviani  avait  déjà  rétabli  (en  4659)  le  y  livre  des  coniques  d'Apollonius, 
dont  on  n'avait  alors  que  les  quatre  premiers,  et  qui  a  été  retrouvé,  avec  le  6*  et  le  7%  par  Bo- 
relli,  pendant  que  Viviani  terminait  son  travail. 


8  HISTOIRE  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 

drait  aussi  le  problème  de  la  quadrature  du  cercle,  si  Ton  savait  la  con- 
struire géométriquement;  et  c'est  cette  propriété  qui  lui  a  fait  donner,  chez 
les  Anciens,  le  nom  de  quadratrice.  II  parait,  d'après  Pappus,  que  cette 
propriété  a  été  découverte  par  Dinostrate,  frère  de  Menechme.  De  là,  les 
Modernes  ont  appelé  celte  courbe  la  quadratrice  de  Dinostrate.  Cependant  il 
semble  résulter,  de  deux  passages  de  Proclus  *,  que  Hippias,  géomètre  et  phi- 
losophe contemporain  de  Platon,  en  est  le  véritable  inventeur,  el  en  avait 
démontré  les  propriétés  2. 
PERSEus.  §  5.  C'est  dans  ces  premiers  temps  de  la  Géométrie  que  nous  parait 

devoir  être  placé  Perseus,  qui  mérite  quelque  célébrité  pour  l'invention  de 
ses  lignes  spiriques.  Ce  géomètre  formait  ces  courbes  en  coupant,  par  un 
plan,  la  surface  annulaire,  ou  tore,  que  produit  la  révolution  d'un  cercle 
autour  d'un  axe  fixe,  mené  dans  son  plan. 

Il  ne  nous  reste  d'autres  renseignements  sur  ce  sujet  qu'un  passage  de 
Proclus,  dans  son  commentaire  sur  le  !«''  livre  d'Euclide  ^,  où  il  décrit  dis- 
tinctement la  génération  de  ces  courbes  dans  la  surface  annulaire,  et  en 
attribue  l'invention  à  Perseus. 

Quelques  lignes  plus  bas,  Proclus  ajoute  que  Geminus  avait  écrit  sur  ces 
lignes  spiriques.  Ce  document  est  précieux,  parce  qu'il  prouve  l'antériorité 
de  Perseus  sur  Geminus,  qu'on  5ait  avoir  vécu  vers  le  temps  d'Hipparque, 
dans  les  deux  premiers  siècles  avant  l'ère  chrétienne. 

*  Voy,  la  proposition  9  du  livre  3 ,  et  le  commencement  du  4'  livre  du  Commentaire  de  Pro- 
clus sur  le  4'  livre  d'Euclide, 

^  Le  P.  Léotaud,  géomètre  du  XVIP  siècle,  très-versé  dans  la  Géométrie  ancienne,  a  écrit 
sur  cette  courbe  un  traité,  où  il  lui  découvre  une  inGnité  de  propriétés  curieuses,  qui  répon- 
dent au  titre  du  livre  :  Liber  in  quo  mirabiles  quadratricis  f'acullates  varias  exponuntur.  L'au- 
teur la  compare  à  la  spirale  d'Archimède  et  à  la  parabole;  la  fait  servir  à  la  détermination  des 
centres  de  gravité;  lui  reconnaît  des  branches  inGnies,  etc.  Jean  Bernoulli  a  aussi  découvert 
quelques  propriétés  de  cette  courbe.  {Voy.  tom.  I",  pag.  447  de  ses  OEuvres,  et  tom.  II, 
pag.  176  et  479  du  Commerce  épistolaire  avec  Leibniz.) 

'  Sur  la  déGnition  quatrième  d'Euclide. 

Proclus  parle  aussi  des  spiriques  dans  son  Commentaire  de  la  déGnition  septième ,  et  au 
commencement  de  son  4' livre,  où  il  dit  encore  les  spiriques  de  Perseus. 


▼.  185  avtnt  J.-C. 
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II  est  à  regretter  que  les  écrits  de  Perseus  et  ceux  de  Geminus  ne  nous 
soient  point  parvenus;  il  serait  intéressant  de  voir  leur  théorie  géométrique  de 
ces  spirites^  qui  sont  des  courbes  du  quatrième  degré ^  dont  Tétude  semble 
exiger  aujourd'hui  des  équations  de  surfaces^  et  un  calcul  analytique  assez 
profond  (voyez  la  Note  I). 

§  6.  Euclide^  le  célèbre  auteur  des  Éléments  de  Géométrie,  établit  le  lien        eucude, 
entre  Técole  de  Platon,  où  il  avait  étudié,  et  celle  d'Alexandrie,  qui  prenait 
naissance. 

Beaucoup  de  géomètres,  chez  les  Grecs,  avaient  écrit,  avant  Euclide,  sur 
les  éléments  de  Géométrie;  Proclus  nous  transmet  leur  noms,  et  y  dis- 
tingue Hippocrate  de  Ghio;  Léon,  dont  Touvrage  était  plus  plein,  plus  utile 
que  celui  de  son  prédécesseur;  Theudius  de  Magnésie,  recommandable 
pour  Tordre  qu'il  avait  mis  dans  sa  rédaction;  Hermotime  de  Golophon, 
qui,  perfectionnant  les  découvertes  d'Eudoxe  et  de  Thœtète,  mit  aussi  beau- 
coup du  sien  dans  les  éléments.  Peu  de  temps  après  vint  Euclide,  <x  qui, 
»  ajoute  Proclus,  rassembla  les  éléments,  mit  en  ordre  beaucoup  de  choses 
»  trouvées  par  Eudoxe,  perfectionna  ce  qui  avait  été  commencé  par  Thœtète, 
i>  et  démontra  plus  rigoureusement  ce  qui  n'avait  encore  été  que  trop  mol- 
»   lement  démontré  avant  lui  ^  » 

Euclide  introduisit,  dans  les  Eléments  de  Géométrie,  la  méthode  appelée 
Réduction  à  l'absurde ,  qui  consiste  à  prouver  que  toute  supposition  con- 
traire à  une  proposition  énoncée  conduit  à  quelque  contradiction;  méthode 
utile  surtout  dans  les  questions  où  l'infini  se  présentait  sous  la  forme  des 
irrationnelles,  dont  Archimède,  dans  plusieurs  de  ses  ouvrages,  et  Apollonius, 
dans  son  4®  livre  des  coniques,  ont  fait  un  usage  heureux,  et  dont  les 
géomètres,  de  nos  jours  encore,  ont  tiré  un  grand  parti,  dans  des  ques- 
tions où  la  science  n'était  pas  encore  assez  avancée  pour  procurer  des 
démonstrations  directes,  les  seules  qui  mettent  une  vérité  dans  toute  son 
évidence,  et  qui  éclairent  et  satisfassent  pleinement  l'esprit. 

I  Proclus  ,  livre  2 ,  chap.  IV,  de  son  Commentaire  sur  le  1^  livre  dTuclidc. 
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Les  Eléments  d^Euclide  sont  en  treize  livres.  On  y  joint  ordinairement 
deux  autres  livres  sur  les  cinq  corps  réguliers,  attribués  à  Hypsicle,  géo- 
mètre d^Alexandrie,  postérieur  à  Euclide  de  150  ans. 

«  Pour  se  former  une  idée  de  l'ouvrage  entier,  on  pourrait  le  considérer 
comme  composé  de  quatre  parties.  La  première  comprendrait  les  6  pre- 
miers livres,  et  se  diviserait  en  trois  sections  ,  savoir  :  la  démonstra- 
tion des  propriétés  des  figures  planes,  traitée  d'une  manière  absolue,  et 
comprise  dans  les  livres  1,2,  3  et  4  ;  la  théorie  des  proportions  des 
grandeurs  en  général,  objet  du  5®  livre;  et  l'application  de  cette  théorie 
aux  figures  planes.  La  seconde  partie  renfermerait  les  7«,  8®  et  9®  livres, 
qu'on  désigne  par  l'épithète  à' arithmétiques ,  parce  qu'ils  traitent  des 
propriétés  générales  des  nombres.  La  troisième  partie  serait  formée  du 
10«  livre  seulement,  où  l'auteur  considère  en  détail  les  grandeurs  incom- 
mensurables. La  quatrième  partie,  enfin,  se  composerait  des  â  derniers 
livres,  qui  traitent  des  plans  et  des  solides.  De  tout  ce  grand  corps  de 
doctrine,  on  n'a  fait  passer  dans  l'enseignement  que  les  6  premiers  livres, 
le  11»  et  le  12«  ^  » 

§  7.  C'est  surtout  à  ses  Eléments  qu'Euclide  doit  la  célébrité  de  son 
nom.  Mais  ce  n'était  pas  le  seul  de  ses  ouvrages  qui  méritât  l'admiration.  Ce 
grand  géomètre  avait  reculé  les  bornes  de  la  science  par  divers  autres 
écrits,  qui  ne  lui  feraient  pas  moins  d'honneur,  s'ils  nous  étaient  parvenus. 
L'un  d'eux  seulement,  mais  le  moins  important,  intitulé  les  Données  y 
nous  est  connu.  C'est  une  continuation  des  Eléments,  destinée  à  en  faciliter 
les  usages  et  les  applications  à  toutes  les  questions  qui  sont  du  ressort  de 
la  Géométrie. 

Euclide  appelle  donnée,  ce  qui  résulte  immédiatement,  en  vertu  des 
propositions  comprises  dans  ses  Éléments,  des  conditions  d'une  question. 

Par  exemple  :  «  Si ,  d'un  point  donné  on  mène  une  droite  qui  touche  un 

*  Nous  empruntons  cette  analyse  des  Éléments  d'Euclide  de  Texcellente  Notice  de  M.  Lacroix, 
publiée  dans  la  Biographie  universelle. 
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cercle  donné  de  position^  la  droite  menée  est  donnée  de  position  et  de  gran- 
deur. »  (Proposition  91  des  Donnéf^^  d^EucIide. ) 

Les  propositions  des  Données  étaient  toujours  citées  comme  celles  des 
Eléments^  par  les  géomètres  anciens  et  par  ceux  du  moyen  âge ,  dans  toutes 
leurs  recherches  géométriques;  Newton  même  en  fait  usage  dans  ses  Prin- 
cipes, ainsi  que  des  coniques  d'Apollonius  :  mais  depuis  y  ces  traces  de 
l'antiquité  ont  disparu  des  écrits  des  géomètres,  et  le  livre  des  Données 
n'est  plus  guère  connu  que  de  ceux  qui  étudient  l'histoire  de  la  science  ^ 

On  peut  déduire  aisément  de  quelques  propositions  du  livre  des  Données, 
la  résolution  des  équations  du  second  degré,  qu'on  ne  trouve,  chez  les 
Anciens,  que  dans  Diophante,  postérieur  de  plus  de  600  ans  à  Euclide.  Telle 
est,  par  exemple,  cette  proposition  :  «  Si  deux  droites  comprennent  un 
espace  donné,  dans  un  angle  donné ,  et  si  leur  somme  est  donnée,  chacune 
d'elles  sera  donnée.  »  (Proposition  85  ^) 

Le  IS**  livre  des  Eléments,  qui  traite  de  l'inscription  au  cercle  et  à  la 
sphère  des  polygones  et  des  polyèdres  réguliers,  contient,  à  la  suite  de  la 
^^  proposition,  la  définition  suivante  de  l'analyse  et  de  la  synthèse  :  «  Ce 
»  que  c'est  que  l'analyse ,  et  ce  que  c'est  que  la  synthèse. 


'  Euclide  fait  usage,  dans  ses  Données,  d'une  expression  embarrassante  dans  le  raisonne- 
ment, et  dont  le  sens  même  est  difficile  à  comprendre  dans  la  dëGnition  qu'il  en  donne.  Comme 
elle  se  trouve  dans  Appollonius  et  dans  Pappus,  et  qu'elle  était  encore  employée  dans  des  ou- 
vrages du  dernier  siècle,  nous  croyons  utile  de  faire  mention  ici  de  cette  expression.  Euclide 
dit  que  :  <  Une  grandeur  est  plus  grande  h  Tégard  d'une  autre  d'une  donnée  qu'en  raison,  quand 
la  grandeur  donnée  étant  retranchée, le  reste  a,  avec  l'autre,  une  raison  donnée. >  (DëGnition  il* 

des  Données.)  Ainsi,  soit  A  plus  grand  que  B  d*une  donnée  qu'en  raison;  soit  c  cette  donnée, 

A— c 
et  fi  la  raison  :  on  aura  — —  =  fi. 

Euclide  a  voulu,  comme  on  le  voit,  énoncer  sous  forme  d'une  égalité  à  deux  termes  une 
équation  à  trois  termes. 

^  Cette  question  renferme  la  résolution  des  deux  équations  xy  =  a\x-^y=by  qui  donnent 
immédiatement  l'équation  du  second  degré  x*  —  &x-4-a*=o.  Ainsi  la  solution  de  la  question 
d'Euclide  donne  les  racines  de  cette  équation  du  second  degré. 

Une  autre  proposition  (la  87«)  résout  les  deux  équations  xy  ==  a\  x*  —  iiy*  =  6',  dont  les 
racines  s'obtiennent  par  une  équation  du  quatrième  degré,  réductible  au  second. 


42  HISTOIRE  DE  LA  GEOMETRIE. 

»  Dans  Tanalysc ,  on  prend  comme  accordé  ce  qui  est  demandé^  parce 
»  qu'on  arrive,  de  là,  à  quelque  vérité  qui  est  accordée. 

»  Dans  la  synthèse,  on  prend  ce  qui  est  accordé ,  parce  qu'on  arrive,  de 
»  là,  à  la  conclusion,  ou  à  Tinteiligence  de  ce  qui  est  demandé.  » 

Plusieurs  propositions,  à  la  suite  de  cette  définition,  sont  traitées  par 
l'analyse  et  par  la  synthèse. 

§  8.  Parmi  les  ouvrages  d'EucIide  qui  ne  nous  sont  point  parvenus, 
les  géomètres  regrettent  principalement  quatre  livres  sur  les  sections  coni- 
ques, dont  il  avait  considérablement  augmenté  la  théorie;  deux  livres  sur 
les  lieux  à  la  surface  *  ;  et  enfin ,  trois  livres  sur  les  porismes. 

D'après  la  préface  du  7«  livre  des  Colleclions  mathématiques  de  Pappus, 
il  parait  que  ce  traité  des  porismes  brillait  d'un  génie  pénétrant  et  profond, 
et  qu'il  était  éminemment  utile  pour  la  résolution  des  problèmes  les  plus 
compliqués.  (  Collectio  artificiosissima  multarum  rerum,  quœ  spectant  ad 
analysin  difficiliofuiîn  et  gêner alium  problematum.)  Trente-huit  lemmes, 
que  ce  savant  commentateur  nous  a  laissés  pour  l'intelligence  de  ces  porismes, 
nous  prouvent  qu'ils  formaient  un  ensemble  de  propriétés  de  la  ligne  droite 
et  du  cercle,  de  la  nature  de  celles  que  nous  fournit,  dans  la  Géométrie 
récente,  la  théorie  des  transversales. 

Pappus  et  Proclus  sont  les  seuls  géomètres  de  l'antiquité  qui  aient  fait 
mention  des  porismes;  mais  déjà,  au  temps  du  premier,  la  signification  de 
ce  mot  s'était  altérée,  et  les  définitions  qu'il  nous  en  donne  sont  obscures. 
Celle  de  Proclus  n'est  pas  propre  à  éclaircir  les  premières.  Aussi ,  c'a  été  une 
grande  question,  parmi  les  Modernes,  de  savoir  la  nuance  précise  que  les 
Anciens  avaient  établie  entre  les  théorèmes  et  les  problèmes  d'une  part ,  et 
ce  troisième  genre  de  propositions,  appelées /?omm^^ ,  qui  participaient,  à 
ce  qu'il  parait,  des  uns  et  des  autres;  et  de  savoir  particulièrement  ce  qu'étaient 
les  porismes  d'EucIide. 


*  Nous  formerons,  dans  la  Note  11,  quelques  conjectures  sur  cet  ouvrage  d'Euclide,  qu'on 
n'a  point  encore  cherche  à  rétablir. 
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Pappus^  il  est  vrai^  nous  a  transmis  les  énoncés  de  trente  propositions 
appartenant  à  ces  porismes;  mais  ces  énoncés  sont  si  succincis  et  sont  de- 
venus si  défectueux  par  des  lacunes  et  Tabsence  des  figures  qui  s^y  rappor- 
taient^ que  le  célèbre  Halley^  si  profondément  versé  dans  la  Géométrie 
ancienne^  a  confessé  n'y  rien  comprendre  *,  et  que,  jusque  vers  le  milieu  du 
siècle  dernier,  bien  que  des  géomètres  d'un  grand  mérite  (  roye?^  la  Note  III) 
aient  fait  de  cette  matière  l'objet  de  leurs  méditations,  aucun  énoncé  n'avait 
encore  été  rétabli. 

Ce  fut  R.  Simson  qui  eut  la  gloire  de  découvrir  la  signification  de  plusieurs 
de  ces  énigmes ,  ainsi  que  la  forme  des  énoncés  qui  était  propre  à  ce  genre 
de  propositions. 

Voici  le  sens  de  la  définition  que  ce  géomètre  a  donnée  des  porismes  : 

Le  porisme  est  une  proposition  dans  laquelle  on  annonce  pouvoir  déter- 
miner^ et  où  ton  détermine  effectivement  certaines  choses  ayant  une  rela-- 
tion  indiquée  avec  des  choses  fixes  et  connues,  et  avec  d'autres  choses 
variables  à  Hinfini:  celles-ci  étant  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs  rela- 
tions connues ,  qui  établissent  la  loi  de  variation  à  laquelle  elles  sont  sou- 
mises. 

Exemple  :  Étant  donnés  deux  axes  fixes,  si  de  chaque  point  d'une  droite 
on  abaisse  des  perpendiculaires  p,  q  sur  ces  deux  axes,  on  pourra  trouver 
une  longueur  de  ligne  a,  et  une  raison  a,  telles  que  l'on  ait  entre  ces  deux 
perpendiculaires  la  relation  constante  ^^^  =  «. 

(Ou,  suivant  le  style  ancien,  la  première  perpendiculaire  sera  plus  grande, 
à  l'égard  de  la  seconde,  d'une  donnée  qu'en  raison.) 

Ici^  les  choses  fixes  données  sont  les  deux  axes;  les  choses  variables  sont 
les  perpendiculaires/?^  q;  la  loi  commune,  à  laquelle  ces  deux  choses  varia- 
bles sont  assujetties,  est  que  le  point  variable,  d'où  ces  perpendiculaires  sont 
abaissées ,  appartient  à  une  droite  donnée  ;  enfin ,  les  choses  à  trouver  sont 

*  Note  de  Halley,  à  la  suite  du  texte  de  Pappus  sur  les  porismes,  reproduit,  avec  la  préface 
du  7*  livre  des  Collections  mathématiques,  au  commencement  du  traité  d'Apollonius,  de  sec» 
tione  rationis,  in-4%  4706. 
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la  ligne  a,  et  la  raison  a,  qui  établiront,  entre  les  choses  fixes  et  les  choses 
variables  de  la  question,  la  relation  prescrite. 

Cet  exemple  suffît  pour  faire  comprendre  la  nature  des  porismes,  comme 
Ta  conçue  R.  Simson ,  dont  Topinion  a  été  généralement  adoptée  depuis. 

Cependant  nous  devons  ajouter  que  tous  les  géomètres  n'ont  pas  reconnu, 
dans  Touvrage  de  Simson,  la  vraie  divination  de  celui  d'Euclide.  Pour  nous, 
en  adoptant  le  sentiment  du  célèbre  professeur  de  Glasgow,  nous  dirons 
pourtant  que  nous  ne  trouvons  pas  dans  son  travail  la  divination  complète 
de  la  grande  énigme  des  porismes.  Cette  question,  en  effet,  était  complexe, 
et  ses  différentes  parties  exigeaient  toutes  une  solution  que  Ton  cherche  en 
vain  dans  le  traité  de  Simson. 

Ainsi  Ton  devait  se  demander  : 

l""  Quelle  était  la  forme  des  énoncés  des  porismes; 

2""  Quelles  étaient  les  propositions  qui  entraient  dans  Fouvrage  d'Euclide  ; 
notamment  celles  dont  Tindication,  très-imparfaite,  nous  est  laissée  par 
Pappus; 

3""  Quels^ont  été  Tintention  et  le  but  philosophique  d'Euclide,  en  com- 
posant cet  ouvrage  dans  une  forme  inusitée; 

4®  Sous  quels  rapports  il  méritait  Téminente  distinction  qu'en  fait  Pappus, 
parmi  les  autres  ouvrages  de  Tantiquité;  car  la  forme  seule  de  Ténoncé 
d'un  théorème  n'en  constitue  pas  le  mérite  et  l'utilité; 

S""  Quelles  sont  les  méthodes,  ou  les  opérations  actuelles,  qui  se  rappro- 
chent le  plus,  sous  une  autre  forme,  des  porismes  d'Euclide,  et  qui  les 
suppléent  dans  la  résolution  des  problèmes  ;  car  on  ne  peut  croire  qu'une 
doctrine  aussi  belle  et  aussi  féconde  ait  disparu  complètement  de  la  science 
des  géomètres  ; 

6^  Et  enfin,  il  y  aurait  à  donner  une  interprétation  satisfaisante  de  diffé- 
rents passages  de  Pappus  sur  ces  porismes;  par  exemple,  de  celui  où  il 
dit  que  les  Modernes,  ne  pouvant  tout  trouver  par  eux-mêmes,  ou,  en  quelque 
sorte,  pommer  complètement,  ont  changé  la  signification  du  mot;  car  si 
le  porisme  n'avait  consisté  que  dans  la  forme  de  son  énoncé,  conmie  il 
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semble  résulter  du  traité  de  R.  Simson^  il  aurait  toujours  été  facile  de 
porismer  toutes  les  propositions  qui  en  auraient  été  susceptibles;  et  Ton  ne 
voit  pas  pourquoi  les  Modernes  y  auraient  trouvé  des  difficultés  qui  leur 
auraient  fait  changer  la  signification  du  mot. 

Nous  sortirions  du  cadre  de  cet  écrit  en  poussant  plus  loin  ces  réflexions 
sur  la  doctrine  des  porismes;  mais  ce  sujet  nous  paraissant  offrir  beaucoup 
d'intérêt^  à  raison  surtout  de  ses  rapports  avec  les  théories  qui  font  le 
domaine  de  la  Géométrie  moderne^  nous  donnerons  suite  à  ce  paragraphe 
dans  la  Note  III  ^  où  nous  essayerons  même  de  présenter  quelques  idées 
nouvelles  sur  cette  grande  question  des  porismes. 

§  9.  Peu  de  temps  après  Euclide^  deux  hommes  d'une  force  d'esprit      archimède, 
prodigieuse^  Àrchimède  et  Apollonius^  marquèrent  la  plus  grande  époque 
de  la  Géométrie  chez  les  Anciens^  par  de  nombreuses  découvertes  qui  ont 
fondé  plusieurs  théories^  des  plus  importantes  aujourd'hui^  dans  toutes  les 
parties  des  sciences  mathématiques. 

La  quadrature  de  la  parabole^  donnée  de  deux  manières  différentes  par 
Archimède  ^  fut  le  premier  exemple  de  la  quadrature  rigoureuse  d'un  espace 
compris  entre  une  courbe  et  des  lignes  droites. 

Chacun  sait  que  les  spirales,  la  proportion  de  leur  aire  avec  celle  du 
cercle,  et  la  manière  d'en  mener  les  tangentes;  que  le  centre  de  gravité  d'un 
secteur  parabolique  quelconque;  l'expression  des  volumes  des  segments  des 
sphéroïdes  et  des  conoïdes  paraboliques  ou  hyperboliques  ^;  la  proportion 
de  la  sphère  et  du  cylindre  circonscrit;  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  etc.,  sont  d'autres  découvertes  d'Archimède,  découvertes  à  jamais 
mémorables,  par  la  nouveauté  et  la  difficulté  qu'elles  présentaient  alors, 
et  parce  qu'elles  sont  le  germe  d'une  grande  partie  de  celles  qui  ont  été  faites 
depuis,  principalement  dans  toutes  les  branches  de  la  Géométrie  qui  ont 
pour  objet  la  mesure  des  dimensions  des  lignes  et  des  surfaces  courbes,  et 
qui  exigent  la  considération  de  l'infini. 

*  Archimède  appelle  sphéroïdes  les  solides  engendrés  par  la  révolution  d'une  ellipse  tour- 
nant sur  son  grand  ou  son  petit  axe;  et  eofundes  les  solides  engendrés  par  la  révolution  d'une 
parabole  ou  d'une  hyperbole  tournant  sur  son  axe. 
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La  question  du  rapport  de  la  circonféreDce  au  diamètre  était  le  premier 
exemple  d'un  problème  résolu  par  approximation;  exemple  si  utile  et  si 
souvent  mis  à  profit  dans  le  calcul  algébrique^  comme  dans  les  constructions 
géométriques. 

§  10.  Les  procédés  d'Archîmède,  pour  démontrer  des  vérités  si  nouvelles 
et  si  difficiles^  constituent  la  méthode  ôl  exhaustion ,  qui  consistait  à  regarder 
la  grandeur  cherchée,  Faire  d'une  courbe,  par  exemple^  comme  la  limite  dont 
s'approchaient  de  plus  en  plus  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  dont  on 
multipliait,  par  la  bissection,  le  nombre  des  côtés,  de  manière  que  la 
différence  devint  plus  petite  qu'aucune  quantité  donnée.  On  épuisait  ainsi, 
en  quelque  sorte,  celte  différence;  d'où  est  venu  le  nom  de  méthode 
d'exhaustion.  Ce  rapprochement  continuel  entre  les  polygones  et  la  courbe 
donnait,  de  celle-ci,  une  idée  de  plus  en  plus  précise;  et,  la  loi  de  continuité 
servant  de  guide,  on  parvenait  à  la  connaissance  de  la  propriété  cherchée. 
Ensuite  on  démontrait,  en  toute  rigueur,  le  résultat  ainsi  obtenu,  par  le 
raisonnement  ad  absurdmn. 

On  a  dit  souvent  que  les  Anciens  avaient  regardé  les  courbes  comme  des 
polygones  d'une  infinité  de  côtés.  Mais  ce  principe  n'a  jamais  paru  dans 
leurs  écrits;  il  n'aurait  pu  convenir  à  la  rigueur  de  leurs  démonstrations;  et 
ce  sont  les  Modernes  qui  l'ont  introduit  dans  la  Géométrie ,  et  ont  simplifié 
par  là  les  anciennes  démonstrations.  Cette  idée  heureuse  fut  le  passage  de  la 
méthode  d'exhaustion  aux  méthodes  infinitésimales. 

On  a  dit  aussi  que  la  méthode  d'Archimède  était  embarrassée  et  difficile  à 
concevoir;  et  l'on  s'appuie  du  témoignage  de  Boulliaud,  géomètre  assez 
habile  du XYIl^ siècle,  qui  dit  n'avoir  pu  bien  comprendre  les  démonstrations 
du  livre  des  spirales.  Mais  cette  opinion  est  contraire  aux  sentiments  des 
Anciens,  que  l'ordre  et  la  clarté  admirables  qu'Euclide  avait  introduits  dans 
la  Géométrie,  rendaient  si  bons  juges  dans  cette  question.  Pour  la  repousser 
avec  la  propre  opinion  des  Modernes,  il  nous  suffit  de  dire  qu'elle  est 
contraire  aussi  au  sentiment  de  Galilée  et  de  Mac-Laurin,  qui  avaient  profon- 
dément médité  sur  les  ouvrage  d'Archimède.  <«  Il  est  vrai,  ajoute  Mac-Laurin, 
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qu^il  a  cru  devoir  établir  plusieurs  propositions  pour  préparer  à  la  démon- 
stration des  principaux  théorèmes^  et  c'est  ce  qui  a  fait  regarder  sa  méthode 
comme  ennuyeuse.  Mais  le  nombre  de  pas  n'est  pas  le  plus  grand  défaut 
qu'une  démonstration  puisse  avoir  :  on  doit  seulement  examiner  s'ils  sont 
nécessaires  pour  rendre  la  démonstration  parfaite  et  concluante.  »  {Traité 
des  Fluxions,  introduction.) 

M.  Peyrard^  qui  parait  être  de  nos  jours  le  savant  qui  a  le  plus  appro- 
fondi^ dans  toutes  leurs  parties,  les  ouvrages  des  quatre  grands  géomètres 
de  l'Antiquité  :  Euclide^  Archimède^  Apollonius  et  Pappus^  qu'il  a  traduits  et 
commentés^  dit  formellement  :  «  Archimède  n'est  véritablement  difficile  que 
»  pour  ceux  à  qui  les  méthodes  des  Anciens  ne  sont  pas  familières;  il  est 
»  clair  et  facile  à  suivre  pour  ceux  qui  les  ont  étudiées  ^  » 

§  11.  Apollonius  fit^  sur  les  sections  coniques^  un  traité  en  huit  livres.  Les      Apollonius, 
quatre  premiers  renfermaient  tout  ce  qu'on  avait  écrit  avant  lui  sur  cette 
matière^  où  il  avait  seulement  étendu  et  généralisé  certaines  parties;  c'est  ce 
qu'on  appelait  alors  les  Eléments  des  coniques;  les  quatre  autres  comprenaient 
les  inventions  propres  de  ce  grand  géomètre. 

Ce  fut  Apollonius  qui  considéra^  le  premier^  les  coniques  dans  un  cône 
oblique  quelconque  à  base  circulaire;  jusque-là^  on  ne  les  avait  conçues  que 
dans  le  cône  droite  ou  de  révolution  ;  et  encore  avait-on  toujours  supposé 
le  plan  coupant  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes  du  cône;  ce  qui  obligeait 
à  prendre  trois  cônes,  d'ouverture  différente,  pour  former  les  trois  sections 
coniques.  On  désignait  ces  courbes  par  les  mots  :  section  du  cône  acutangle^ 
section  du  cône  obtusangle,  et  section  du  cône  rectangle;  elles  ne  prirent 
les  noms  ^ellipse,  d'hyperbole  et  de  parabole  que  dans  l'ouvrage  d'Apol- 
lonius \ 


*  Préface  de  la  traduction  des  OEuvres  d'Archimède. 

'  Cependant  les  deux  mots  ellipse  et  parabole  étaient  connus  d'Arcliiroède.  Le  premier  se 
trouve  dans  le  litre  de  Tun  de  ses  traites  (de  la  quadrature  de  la  parabole)^  quoiqu'il  ne  s*y 
rencontre  jamais  dans  le  texte;  et  le  second  commence  à  être  employé  dans  la  proposition  9* 
du  livre  des  conoïdes  et  des  sphéroïdes. 
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Tout  ce  savant  trailé  repose  à  peu  près  sur  une  propriété  unique  des 
sections  coniques^  qui  dérive  directement  de  la  nature  du  cône  où  ces 
courbes  sont  formées.  Cette  propriété^  que  laissent  ignorer  la  plupart  des 
traités  modernes^  mérite  que  nous  la  fassions  connaître  ici^  comme  étant  la 
clef  de  toute  la  doctrine  des  Anciens^  et  comme  étant  absolument  nécessaire 
pour  Tintelligence  de  leurs  ouvrages. 

Concevons  un  cône  oblique  à  base  circulaire  :  la  droite  menée  de  son  som- 
met, au  centre  du  cercle  qui  lui  sert  de  base,  est  appelée  Vaxe  du  cône.  Le 
plan  mené  par  Taxe,  perpendiculairement  au  plan  de  la  base,  coupe  le  cône 
suivant  deux  arêtes,  et  détermine  dans  le  cercle  un  diamètre  :  le  triangle  qui  a 
pour  base  ce  diamètre,  et  pour  côtés  les  deux  arêtes,  s'appelle  le  triangle  par 
l'axe.  Apollonius  suppose,  pour  former  ses  sections  coniques,  le  plan  cou- 
pant perpendiculaire  au  plan  du  triangle  par  l'axe.  Les  points  où  ce  plan 
rencontre  les  deux  côtés  de  ce  triangle  sont  les  sommets  de  la  courbe;  et  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points  en  est  un  diamètre.  Apollonius  appelle  ce 
diamètre  latus  transversum. 

Que,  par  Tun  des  deux  sommets  de  la  courbe,  on  élève  une  perpendiculaire 
au  plan  du  triangle  par  Taxe;  qu'on  lui  donne  une  certaine  longueur,  déter- 
minée comme  nous  le  dirons  ci-après;  et  que,  de  l'extrémité  de  cette  perpen- 
diculaire, on  mène  une  droite  à  l'autre  sommet  de  la  courbe.  Maintenant 
que,  par  un  point  quelconque  du  diamètre  de  la  courbe,  on  élève  perpen- 
diculairement une  ordonnée  :  le  carré  de  cette  ordonnée ,  comprise  entre 
le  diamètre  et  la  courbe,  sera  égal  au  rectangle  construit  sur  la  partie 
de  l'ordonnée  comprise  entre  le  diamètre  et  la  droite,  et  sur  la  partie  du 
diamètre  comprise  entre  le  premier  sommet  et  le  pied  de  l'ordonnée.  Telle 
est  la  propriété  originaire  et  caractéristique  qu'Apollonius  reconnaît  à  ses 
sections  coniques,  et  dont  il  se  sert  pour  en  conclure,  par  des  transformations 
et  des  déductions  très-habiles,  presque  toutes  les  autres.  Elle  joue,  comme 
on  le  voit,  dans  ses  mains,  à  peu  près  le  même  rôle  que  l'équation  du  second 
degré  à  deux  variables,  dans  le  système  de  Géométrie  analytique  de  Descaries. 

On  voit  par  là  que  le  diamètre  de  la  courbe,  et  la  perpendiculaire  élevée 
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à  Tune  de  ses  extrémités  suffisent  pour  construire  cette  courbe.  Ce  sont  là 
les  deux  éléments  dont  se  sont  servis  les  Anciens  pour  établir  leur  théorie 
des  coniques.  La  perpendiculaire  en  question  fut  appelée  ^  par  eux  y  latus 
erectum  :  les  Modernes  ont  d'abord  changé  ce  nom  en  celui  de  latus  rectum, 
qui  a  été  longtemps  employé;  et  ensuite  Font  remplacé  par  celui  de  para- 
mètre  y  qui  est  resté.  Apollonius^  et  les  géomètres  qui  écrivirent  après  lui, 
donnèrent  différentes  expressions  géométriques,  prises  dans  le  cône,  de  la 
longueur  de  ce  latus  rectum  pour  chaque  section  :  mais  aucune  ne  nous  a 
paru  aussi  simple  et  aussi  élégante  que  celle  de  Jacques  Bernoulli.  La  voici  : 
«  Que  Ton  mène  un  plan  parallèle  à  la  base  du  cône,  et  situé  à  la  même 
distance  de  son  sommet  que  le  plan  de  la  section  conique  proposée  :  ce  plan 
coupera  le  cône  suivant  un  cercle,  dont  le  diamètre  sera  le  latus  rectum  de 
la  conique  ^  » 

De  là  on  conclut  aisément  la  manière  de  placer  une  conique  donnée  sur 
un  cône  aussi  donné. 

§  12.  Les  plus  belles  propriétés  des  sections  coniques  se  trouvent  dans  le 
traité  d'Apollonius.  Nous  citerons  celles  des  asymptotes,  qui  font  la  partie  la 
plus  considérable  du  livre  2;  le  rapport  constant  des  produits  des  segments 
faits,  par  une  conique,  sur  deux  transversales  parallèles  à  deux  axes  fixes,  et 
menées  par  un  point  quelconque  (propositions  16  à  23  du  livre  3);  les 
propriétés  principales  des  foyers  de  Tellipse  et  de  Thyperbole,  qu'Apollonius 
appelle  points  d'application  (môme  livre,  propositions  43  à  32)  2;  les  deux 
beaux  théorèmes  sur  les  diamètres  conjugués  (7«  livre,  propositions  42  et 
22;  30  et  34). 

Nous  devons  citer  encore  le  théorème  suivant,  qui  est  devenu  d'une  si 
haute  importance  dans  la  Géométrie  récente,  comme  étant  la  base  de  la 
théorie  des  polaires  réciproques,  et  dont  La  Hire,  auparavant,  avait  déjà 
fait  le  fondement  de  sa  théorie  des  coniques  : 

«  Si,  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  une  section  conique, 

*  Novum  theorema  pro  doctrina  secUonum  conicarum  (Âcta  Erud.  ann.  1689,  pag.  586.) 
«  Voy.  la  Note  IV. 
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»  on  lire  une  transversale  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points,  et  la 
»  corde  qui  joint  les  points  de  contact  des  deux  tangentes  en  un  troisième 
»  point,  ce  troisième  point,  et  le  point  de  concours  des  deux  tangentes  seront 
»  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  premiers.  »  (Livre  3,  pro- 
position 37,) 

Les  23  premières  propositions  du  livre  4  sont  relatives  à  la  division  har- 
monique des  lignes  droites  tirées  dans  le  plan  d'une  conique.  Ce  sont,  pour 
la  plupart,  divers  cas  du  théorème  général  que  nous  venons  d'énoncer.  Dans 
les  propositions  suivantes,  Apollonius  considère  le  système  de  deux  coniques, 
et  démontre  que  ces  deux  courbes  ne  peuvent  se  couper  qu'en  quatre  points. 
Il  examine  ce  qui  arrive  quand  elles  se  touchent  en  un  point  ou  en  deux 
points,  et  traite  de  divers  autres  cas  des  positions  respectives  qu'elles  peuvent 
présenter. 

Le  cinquième  livre  est  le  monument  le  plus  précieux  du  génie  d'Apollo- 
nius. C'est  là  qu'ont  paru  pour  la  première  fois  les  questions  de  maxima  et 
de  minima.  On  y  retrouve  tout  ce  que  les  méthodes  analytiques  d'aujour- 
d'hui nous  apprennent  sur  ce  sujet;  et  l'on  y  reconnaît  le  germe  de  la  belle 
théorie  des  développées.  En  effet,  Apollonius  prouve  qu'il  existe,  de  chaque 
côté  de  l'axe  d'une  conique ,  une  suite  de  points  d'où  l'on  ne  peut  mener,  à 
la  partie  opposée  de  la  courbe,  qu'une  normale;  il  donne  la  construction  de 
ces  points,  et  observe  que  leur  continuité  sépare  deux  espaces  qui  présentent 
cette  différence  remarquable,  savoir  :  de  chaque  point  de  l'un  on  peut  mener 
deux  normales  à  la  courbe  ;  et,  de  chaque  point  de  l'autre,  on  n'en  peut 
mener  aucune.  Voilà  donc  les  centres  d'osculation,  et  la  développée  d'une 
conique  parfaitement  déterminée. 

Apollonius  fait  usage  d  une  hyperbole  auxiliaire,  dont  il  détermine  les 
éléments,  pour  construire  les  pieds  des  normales  abaissées,  d'un  point 
donné,  sur  la  conique  proposée.  Toutes  ces  recherches  sont  traitées  avec  une 
sagacité  admirable. 

Ce  grand  ouvrage  avait  fait  donner  à  Apollonius  le  surnom  de  gémnètre 
par  excellence,  ainsi  que  le  rapporte  Geminus. 
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Les  sept  premiers  livres  seuls  nous  sont  parvenus;  les  quatre  premiers 
dans  leur  langue  originale^  et  les  trois  suivants  en  arabe.  Halley  a  rétabli  le 
huitième  dans  sa  magnifique  édition  des  Coniques  (T Apollonius ,  la  seule  qui 
soit  complète  ^ 

§  13.  Apollonius  avait  laissé  d'autres  écrits  nombreux^  qui  avaient  la 
^\\ii^n^omohîexV  Analyse  géométrique.  Mais  un  seul,  le  traité  De  sectione 
ralionis,  nous  est  parvenu;  d'autres,  qui  avaient  pour  titres:  De  sectione 
spatii  ;  De  sectione  dete7*minatâ  ;  De  tactionibus  ;  De  inclinationibus  ;  De 
Lacis  planis,  ont  été  rétablis  par  divers  géomètres,  dans  les  deux  siècles 
derniers,  d'après  les  indications  de  Pappus. 

Apollonius  a  la  gloire  aussi  d'avoir  appliqué  la  Géométrie  à  l'astronomie. 
On  lui  attribue  la  théorie  des  épicycles,  qui  servaient  à  expliquer  les  phéno- 
mènes des  stations  et  des  rétrogradations  des  planètes.  Ptolémée  le  cite,  à  ce 
sujet,  dans  son  Almageste. 

§  14.  Parmi  les  contemporains  d'Archimède  et  d'Apollonius,  on  distingue  ératosthive, 
Ératosthène,  qui  naquit  276  ans  avant  l'ère  chrétienne  (11  ans  après 
Archimède  et  31  ans  avant  Apollonius).  Ce  philosophe,  profond  dans  tous 
les  genres  de  savoir,  et  qui  fut,  sous  le  troisième  Ptolémée,  directeur  de  la 
Bibliothèque  d'Alexandrie,  avait  mérité  d'être  placé  au  même  rang  que  les 
trois  célèbres  géomètres  de  l'antiquité,  Aristée,  Euclide  et  Apollonius,  qui 
avaient  travaillé  sur  l'Analyse  géométrique.  Pappus  cite  de  lui  un  ouvrage  en 
deux  livres,  qui  se  rapporte  à  cette  méthode,  mais  qui  ne  nous  est  point 
parvenu.  Il  avait  pour  titre  :  De  Locis  ad  Medietates:  nous  né  savons  ce 
qu'étaient  ces  lieux. 

Ératosthène  avait  inventé,  pour  la  solution  des  deux  moyennes  proportion- 

'  Appollonii  Pergœi  conicorum  libri  octo;  in-foL,  Oxoniœ;  i7i0. 

M.  Peyrard,  dans  les  préfaces  de  sa  traduction  d'Archimède  et  de  sa  traduction  dTuclide 
en  trois  langues,  avait  annonce  une  traduction  française  des  Coniques  d* Apollonius,  Plusieurs 
feuilles  étaient  déjà  imprimées  quand  la  mort  est  venue  enlever  c«  savant  laborieux.  Il  serait 
ii  rq^tter  que  le  fruit  de  ses  travaux  fût  perdu  pour  la  France.  Les  fonds  destinés  à  Tencou. 
ragement  des  sciences  ne  sauraient  avoir  une  application  plus  utile  que  la  publication  de  cet 
ouvrage. 


né  976  avant  J.-C. 
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uelles^  un  instrument  appelé  mésolabe,  qu'il  décrit  lui-même  dans  une  lettre 
adressée  au  roi  Ptolémée^  et  où  il  fait  Fhistoire  du  problème  de  la  duplication 
du  cube.  Cette  lettre  nous  a  été  conservée  par  Eutocius,  dans  son  Commen- 
taire sur  ta  sphère  et  le  cylindre,  d'Ârchimède.  Pappus  donne  aussi,  dans  ses 
Collections  mathématiques,  la  construction  du  mésolabe  d'Ératosthène. 

§  15.  Les  travaux  d'Ârchimède  et  d'Apollonius  ont  marqué  Tépoque  la 
plus  brillante  de  la  Géométrie  ancienne. 

Depuis,  on  a  pu  les  regarder  comme  Torigine  et  le  fondement  de  deux 
grandes  questions  qui  ont  occupé  les  géomètres  à  toutes  les  époques,  et 
auxquelles  se  rattachent  la  plupart  de  leurs  travaux,  qu'elles  divisent  en 
deux  classes;  de  telle  sorte  qu'elles  semblent  se  partager  le  domaine  de  la 
Géométrie. 

La  première  de  ces  deux  grandes  questions  est  la  quadrature  des  figures 
curvilignes,  qui  a  donné  naissance  au  calcul  de  l'infini^  imaginé  et  perfec- 
tionné successivement  par  Kepler,  Cavalieri,  Fermât,  Leibniz  et  Newton. 

La  seconde  est  la  théorie  des  sections  coniques,  pour  laquelle  ont  été 
inventées  d'abord  l'Analyse  géométrique  des  Anciens,  puis  les  méthodes  de 
la  perspective  et  des  transversales;  qui  était  le  prélude  de  la  théorie  des 
courbes  géométriques  de  tous  les  degrés,  et  de  cette  partie  considérable 
de  la  Géométrie,  qui  ne  considère,  dans  les  propriétés  générales  de  l'étendue, 
que  les  formes  et  les  situations  des  figures;  et  se  sert  seulement  d'intersec- 
tions de  lignes  ou  de  surfaces,  et  de  rapports  de  distances  rectilignes. 

Ces  deux  grandes  divisions  de  la  Géométrie,  qui  ont  leur  caractère 
particulier,  pourraient  être  désignées  par  les  dénominations  de  Géométrie 
des  mesures  et  Géométrie  des  formes  et  des  situations,  ou  Géométrie  d'Archi- 
mède  et  Géométrie  d'Apollonius. 

Ces  deux  divisions,  du  reste,  sont  celles  de  toutes  les  sciences  mathéma- 
tiques, qui  ont  pour  but,  suivant  l'expression  de  Descartes,  la  recherche 
ARisTOTE,       de  Vordre  et  de  la  mesure  ^  Aristote  avait  déjà  émis  la  même  pensée  en  ces 


384Stt. 


*   «  Tous  les  rapports  qui  peuvent  exister  entre  les  êtres  d*un  même  genre  se  réduisent  à 
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termes:  «  De  quoi  s'occupent  les  mathématiciens^  si  ce  n'est  de  Yordre  et  de 
»  la  proportion?  *  » 

Cette  définition  des  sciences  mathématiques^  et  les  deux  grandes  divisions 
qu'elle  y  marque^  s'appliquent  surtout  à  la  Géométrie.  On  a  donc  lieu  de 
s'étonner  que  celle-ci  soit  appelée  communément^  même  dans  les  meilleurs 
traités^  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesure  de  l'étendue.  Cette  définition, 
évidemment  incomplète,  donne  une  idée  fausse  du  but  et  de  l'objet  de  la 
Géométrie.  Cette  observation  n'est  peut-être  pas  dépourvue  de  toute  espèce 
d'intérêt,  et  nous  lui  donnerons  suite  dans  la  Note  V. 

§  16.  Après  Archimède  et  Apollonius,  et  pendant  trois  à  quatre  siè- 
cles, quelques  géomètres  renommés  à  juste  titre,  sans  égaler  ces  deux 
grands  hommes,  continuèrent  à  enrichir  la  Géométrie  de  découvertes  et  de 
théories  utiles;  ensuite  vinrent,  pendant  deux  à  trois  siècles  encore,  les 
commentateurs  qui  nous  ont  transmis  les  ouvrages  et  les.  noms  des  géomè- 
tres de  l'antiquité;  puis  enfin  les  siècles  d'ignorance,  où  la  Géométrie  a 
sommeillé  chez  les  Arabes  et  chez  les  Persans,  jusqu'à  la  renaissance  des 
lettres  en  Europe. 

Nous  allons  énoncer  rapidement  les  principaux  travaux  des  écrivains  les 
plus  célèbres  qui  fleurirent  dans  les  deux  premières  périodes  de  cet  inler- 
valle  de  dix-sept  siècles. 

Mais  nous  devons  dire  d'abord  que  l'époque  où  nous  entrons  est  celle  des 
grands  progrès  de  l'astronomie.  C'est  à  cette  science  principalement  que  se 
rapportent  les  travaux  des  géomètres  que  nous  allons  avoir  à  citer,  et  que 
ces  géomètres,  à  l'exception  de  Nicomède,  doivent  en  grande  partie  leur 
célébrité. 

Ce  changement  de  direction  dans  les  esprits  était  une  suite  nécessaire 


deux ,  Vordre  et  la  mesure.  >  {Règles  pour  la  direction  de  l'esprit  ;  ouvrage  posthume  de 
Descartes,  14*  règle.) 

Prëecdemnient  Dcscarlcs  avait  déjà  dit  :  t  Toutes  les  sciences  qui  ont  pour  but  la  recherche 
de  Vordre  et  de  la  mesure  se  rapportent  aux  mathématiques.  »  (Jbid.,  4'  règle.) 

'  3*  chapitre  du  il*  livre  de  la  Métaphysique  d'Aristote. 
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des  grandes  découvertes  d'Archimède  et  d^Apollonius^  qui  demandaient  des 

siècles  d'études  et  de  méditations^  avant  qu'on  pût  aller  au  delà^  dans  les 

matières  qu'avaient  traitées  ces  deux  grands  génies. 

NicoMÈDE,  §  17,  Les  ouvrages  de  Nicomède  ne  nous  sont  point  parvenus.  Ce  géo- 

T.  150  av.nl  j.-c.  j^^jj.^  ^^  jj^^g  ^j  conuu  quo  comme  inventeur  de  la  conchoïde,  dont  il 

fit  un  usage  ingénieux  pour  résoudre^  par  un  procédé  mécanique^  le  pro- 
blème des  deux  moyennes  proportionnelles^  et  celui  de  la  trisection  de 
l'angle. 

La  conchoïde,  déjà  célèbre  par  cette  circonstance  qu'elle  résolvait  les 
deux  plus  fameux  problèmes  de  l'Antiquité,  acquit  une  importance  nouvelle, 
par  la  remarque  que  fit  Viète,  que  tous  les  problèmes  dont  la  solution  dépend 
d'une  équation  du  troisième  degré  peuvent  se  ramener  à  ces  deux-là;  et 
surtout  par  l'emploi  que  Newton  fit  de  cette  courbe,  dans  son  Arithmétique 
universelle,  pour  construire  toutes  les  équations  du  troisième  degré. 
HippARQUE,  §  18.  Hipparque,  le  plus  grand  astronome  de  l'antiquité,  le  véritable 

fondateur  de  l'astronomie  mathématique,  avait  composé  un  ouvrage  en  douze 
livres,  où  se  trouvait  la  construction  des  cordes  des  arcs  de  cercle  *. 

Ses  calculs  et  ses  opérations  astronomiques  exigeaient  la  trigonométrie 
rcctiligne  et  la  trigonométrie  sphérique ,  dont  il  avait  donné  les  principes 
géométriques  dans  son  traité  Des  levers  et  couchers  des  étoiles ,  et  dont  il 
paraît  certain  qu'il  fut  le  premier  inventeur  2. 

C'est  à  Hipparque  aussi  que  paraît  remonter  la  découverte  des  projec- 
tions stéréographiques,  et  celle  de  deux  théorèmes  célèbres  de  Géométrie 

'  Thëon  cite  ce  traité  (Commentaire  sur  l'Atmagesle,  liv.  4,  ch.  IX). 

^  D*une  part,  Hipparque  dit,  dans  son  Commentaire  du  poème  d'Aratus,  qu'il  a  dé- 
montré la  solution  des  triangles  sphériques  qui  servent  à  trouver  le  point  orient  de  Véclip- 
tique;  ensuite  on  ne  trouve,  avant  lui,  aucune  trace  de  trigonométrie  sphérique,  ni  même  de 
trigonométrie  rectiligne.  Archimède,  ainsi  que  le  remarque  M.  Delambre^  dans  son  Histoire  de 
l'astronomie  ancienne  (tom.  I*',  png.  104),  pour  mesurer  le  diamètre  du  soleil,  superpose 
un  angle  au  sommet  d*un  triangle  isoscèle,  dont  les  côtés  et  la  base  sont  donnés  :on  n'avait 
pas  encore  eu  l'idée  de  calculer  les  cordes  des  angles.  Ainsi  la  trigonométrie  rectiligne  était 
ignorée. 
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plane  et  de  Géométrie  sphérique^  que  nous  citerons  en  parlant  de  Ménélaûs  et 
de  Ptolémée. 

§  19.  On  attribue  à  Geminus^  qu'on  suppose  avoir  vécu  un  peu  après 
Nicomède  et  Hipparque^  un  ouvrage  sur  diverses  courbes^  entre  autres 
rhélice  décrite  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit  circulaire ,  dont  il  démon- 
trait cette  propriété,  commune  avec  la  ligne  droite  et  le  cercle  seulement, 
d'être  partout  semblable  à  elle-même  ^  Un  autre  ouvrage  de  Geminus,  inti- 
tulé Enarrationes  geometricœ,  souvent  cité  par  Proclus,  devait  être  une 
sorte  de  développement  philosophique  des  découvertes  géométriques.  Ces 
deux  ouvrages  ne  nous  sont  point  parvenus  :  on  prétend  que  le  premier  se 
trouve,  manuscrit,  dans  la  bibliothèque  du  Vatican. 

§  20.  Théodose  réunit,  sous  le  titre  de  Sphériques  ( SPHiERicoRUM  libri 
très),  diverses  propriétés  des  grands  cercles  tracés  sur  la  sphère,  néces- 
saires pour  établir  solidement  les  fondements  de  l'astronomie  et  le  calcul 
des  triangles  sphériques.  Ce  calcul  n'en  fait  pas  partie ,  le  mot  triangle  n'y  est 
pas  même  prononcé.  Mais,  quelque  élémentaire  que  soit  cet  ouvrage,  il  a  été 
très-estimé,  comme  étant  méthodique  et  profond.  Aussi  a-t-il  été  commenté 
par  Pappus,  puis  traduit  par  plusieurs  géomètres  modernes  d'un  grand  mérite. 

On  a  de  Théodose  deux  autres  traités,  intitulés  De  Habitationibus ,  et 
De  Diebus  et  Noctibus ,  ayant  pour  objet  la  démonstration  des  phénomènes 
que  doivent  apercevoir  les  habitants  de  la  Terre,  suivant  leur  position  sur  le 
globe ,  et  celle  du  Soleil  dans  l'écliptique. 

§  24.  Ménélaûs,  géomètre  et  astronome,  avait  écrit,  comme  Théodose, 
sur  la  Géométrie  de  la  sphère,  un  traité  en  trois  livres,  intitulé  Sphériques, 
qui  ne  nous  est  parvenu  que  traduit  en  arabe  et  en  hébreu  :  le  texte  grec 
a  été  perdu.  Cet  ouvrage  va  au  delà  de  cehii  de  Théodose,  car  il  traite 
spécialement  des  propriétés  des  triangles  sphériques,  mais  non  point  encore 
de  leur  calcul,  c'est-à-dire,  de  la  trigonométrie  sphérique  qui,  peut-être, 
avait  fait  partie  d'un  autre  écrit  de  Ménélaûs,  en  six  livres,  sur  le  calcul 
des  cordes,  dont  parle  Théon ,  et  qui  a  été  perdu. 


GEMINCS, 
100  «Tanl  J.-C. 


Y. 


THÉODOSE, 
100  avant  J.-C. 


MÉNÉLAllS, 
80  après  J.-C. 


Proclus,  Commentotre  «tir  le  4*^  livre  d'Euctide,  4*  définition  et  proposition  5'. 
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La  plus  importante  proposition  des  Sphériqties  de  Ménélaûs  est  la  pre- 
mière du  3®  livre,  qui  fut  la  base  de  toute  la  trigonométrie  sphérique  des 
Grecs.  C'est  une  propriété  des  six  segments  faits,  sur  les  trois  côtés  d'un 
triangle  sphérique,  par  un  arc  de  grand  cercle  quelconque.  Ce  théorème 
fut  aussi  en  grande  considération  chez  les  Arabes,  qui  le  commentèrent  dans 
plusieurs  écrits,  et  l'appelèrent  Règle  d'intersection.  Son  analogue  dans  la 
Géométrie  plane,  que  donne  aussi  Ménélaûs,  comme  lemme  pour  la  dé- 
monstration du  premier,  et  dont  nous  allons  parler  ci-dessous  à  l'article  de 
Ptoléméc  (parce  que  c'est  dans  l'Almageste  que  généralement  on  l'a  remar- 
qué), a  acquis  une  nouvelle  et  haute  importance  dans  la  Géométrie  récente, 
où  l'illustre  Carnot  l'a  introduit,  en  en  faisant  la  base  de  sa  théorie  des 
transversales. 

Nous  citerons  encore,  des  Sphériques  de  Ménélaûs,  les  deux  théorèmes 
suivants,  qui  paraissent  être  dus  à  ce  géomètre  :  1°  l'arc  de  grand  cercle, 
qui  divise  en  deux  également  un  angle  d'un  triangle  sphérique,  fait  sur  le 
côté  opposé  deux  segments  dont  les  cordes  sont  entre  elles  comme  celles 
des  côtés  adjacents;  et,  2°  les  trois  arcs  qui  divisent  en  deux  également  les 
trois  angles  d'un  triangle,  passent  par  un  même  point. 

Ménélaûs  avait  aussi  écrit  sur  la  théorie  des  lignes  courbes.  Pappus  nous 
apprend  qu'une  telle  ligne,  probablement  à  double  courbure,  car  elle  nais- 
sait de  l'intersection  de  surfaces  courbes,  était  appelée  admirable  par  ce 
géomètre  ^ . 
PTOLÉMÉE,  §  22.  Ptolémée,  astronome  et  géomètre  d'un  savoir  immense,  nous  a  laissé, 

dans  son  Almageste  ^,  un  Traité  de  trigonométrie  rectiligne  et  de  trigonomé- 
trie sphérique,  le  seul  qui  nous  soit  parvenu  des  Grecs,  les  ouvrages  d'Hip- 
parque,  sur  cette  matière,  ayant  été  détruits.  On  y  trouve  cette  belle  propriété 
du  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  que  «  le  produit  des  deux  diagonales 

^  Collections  mat  II  éma(ique8,\\\.  4,  après  la  proposition  30. 

*  Ptoléméc  avait  donné  à  son  Traité  d'astronomie  le  litre  de  Composition,  ou  Syntaxe  ma- 
thématique. Ses  éditeurs  ont  changé  ce  titre  en  celui  de  Grande  composition  ;  les  traducteurs 
arabes  en  ont  fait  la  Très-grande  (Almagesti);  et  le  nom  d' Almageste  lui  est  resté. 


V.  185  après  J.-C. 
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est  égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés;  »  elle  est  donnée  comme 
lemme^  pour  la  construction  d'une  table  des  valeurs  des  cordes  inscrites 
au  cercle  et  répondant  à  des  arcs  donnés  ^ 

Ptolémée  fonda  sa  trigonométrie  sur  le  théorème  des  six  segments ,  que 
donne  Ménélaûs,  et  se  servit  aussi,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  son 
analogue  sur  le  plan.  Celui-ci  est  une  relation  entre  les  segments  qu'une 
transversale,  menée  arbitrairement  dans  le  plan  d'un  triangle,  fait  sur  les 
trois  côtés,  à  savoir  que  le  produit  de  trois  de  ces  segments  y  qui  n'ont  pas 
d'extrémités  communes,  est  égal  au  produit  des  trois  autres  2,  On  voit  que 
c'est  une  généralisation  de  la  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des 
lignes  proportionnelles,  savoir  que  :  «  une  droite,  menée  parallèlement  à  la 
base  d'un  triangle,  divise  les  côtés  en  parties  proportionnelles.  »  Cette  re- 
marque suffit  pour  faire  entrevoir  toute  l'utilité  dont  ce  théorème  peut  être 
dans  la  Géométrie.  Il  sert  particulièrement  dans  les  questions  où  l'on  doit 
démontrer  que  trois  points  sont  en  ligne  droite  :  on  imagine  un  triangle  dont 
les  côtés  passent  par  ces  trois  points ,  et  l'on  vérifie  si  la  relation  en  question 
a  lieu  entre  les  six  segments  que  ces  trois  points  font  sur  les  trois  côtés  du 
triangle. 

Ce  théorème  semblait  inconnu,  quand  il  reparut,  au  commencement  de  ce 
siècle,  dans  la  Géométrie  de  position,  et  peu  après  dans  la  théorie  des  trans- 
versales, dont  il  est  la  base.  Mais,  à  plusieurs  époques,  il  avait  déjà  porté 
des  fruits,  indépendamment  de  son  utilité  comme  lemme  pour  les  démonstra- 
tions sphériques  des  Grecs.  Il  mérite,  par  son  importance  actuelle,  qu'on  en 
fasse  l'historique.  Nous  consacrerons  à  cet  objet  la  Note  VI. 

La  Géométrie  est  encore  redevable  à  Ptolémée  de  la  doctrine  des  projec- 

'  Livre  i,  chap.  IX.  M.  Carnot  a  montre,  dans  sa  Géométrie  de  position,  comment  on  peut 
déduire  de  ce  théorème  toute  la  trigonométrie  rccliligne;  et,  depuis,  Pergola  a  repris  ce  sujet, 
qu'il  a  traité  complètement  sous  le  litre  :  Dal  teorema  Tolemaico  ritraggonsi  immediatamente 
i  teoremi  dette  sezioni  angolari  di  Vieta  e  diWalliSy  e  le  principale  verità  proposte  nella  Trigo- 
nometria  analitica  da  moderni  (tom.  P'  des  Mémoires  de  l'Acadétnie  des  sciences  de  Naples, 
aon.  4819). 

3  Livre  i,  chapitre  XI^  intitulé  :  Préliminaires  pour  les  démonstrations  sphériques. 
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tiofis,  dont  il  jeta  les  fondements  en  remployant  pour  la  construction  des 
cartes  géographiques  et  la  solution  des  problèmes  de  gnomonique^  dans  deux 
ouvrages  curieux,  intitulés  De  l'Analemme,  et  Du  Planisphère.  Mais  ce  second 
ouvrage,  où  se  trouve  enseignée  et  pratiquée  la  projection  stéréographique, 
parait  à  M.  Delambre  être  d'Hipparque  et  non  de  Ptolémée,  comme  on  Favait 
cru  jusqu'ici. 

Ptolémée  avait  composé  un  traité  Des  trois  dimensions  des  corps,  dans 
lequel  il  parla,  le  premier,  de  ces  trois  axes  rectangulaires  auxquels  la  Géo- 
métrie moderne  rapporte  la  position  d'un  point  quelconque  dans  Tespace  ^ 

EnGn,  parmi  beaucoup  d'autres  ouvrages  sur  des  matières  diverses,  nous 
citerons  V Optique  de  Ptolémée,  où  se  trouvait  résolu  ce  problème  de  pure 
Géométrie,  qui  a  occupé,  depuis,  plusieurs  géomètres  du  premier  rang  : 
«  trouver  sur  un  miroir  sphérique  le  point  brillant,  pour  une  position 
»  donnée  de  Tœil  et  du  point  lumineux.  » 

§  23.  Ici  se  termine  la  première  des  trois  périodes  dans  lesquelles  nous 
avons  divisé  Tintervalle  de  dix-sept  cents  ans,  qui  sépare  Ârchimède  et  Apol- 
lonius de  la  renaissance  des  lettres  en  Europe. 

Les  grands  progrès  que  l'Antiquité  devait  faire  faire  aux  sciences  mathéma- 
tiques sont  accomplis.  Nous  n'allons  plus  trouver  d'auteurs  originaux;  mais 
seulement  de  savants  et  célèbres  commentateurs  des  ouvrages  de  l'école 
grecque  établie  à  Alexandrie. 

Cependant  Pappus,  qui  se  présente  à  leur  tète,  mérite  d'être  placé  dans 
un  rang  plus  élevé,  parce  que  ses  ouvrages  tiennent  encore  du  génie  et  de 
la  force  productrice  des  siècles  antérieurs. 
PAPPUS.  §  24.  Ce  géomètre,  sur  la  fin  du  IV®  siècle  de  l'ère  chrétienne,  rassembla, 

dans  ses  Collections  mathématiques  2,  diverses  découvertes  éparses  des  mathé- 
maticiens les  plus  célèbres,  et  une  multitude  de  propositions  curieuses  et  de 
lemmes,  destinés  à  faciliter  la  lecture  de  leurs  ouvrages.  Ces  Collections, 

^  DclambrCy  slvL  Ptolémée  de  la  Biographie  universelle. 

^  Pappi  Alexandrini  Mathematicœ  collectiones,  a  Frederico  Commandino  in  latinum  con-- 
versas,  et  commentariis  illustratœ,  PisBDU  1588,  in-fol.;  item  Bononiœ  iGGO,  in-fol. 
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monument  précieux  des  mathématiques  anciennes^  dont  elles  nous  repré- 
sentent à  peu  près  Tétat,  contiennent  aussi  diverses  inventions  de  Pappus 
lui-même ,  que  Descartes  estimait  comme  l'un  des  plus  excellents  géomètres 
de  Tantiquité  ^ 

On  y  trouve  la  description^  sur  la  sphère,  d'une  ligne  à  double  courbure 
remarquable.  Cest  une  spirale  que  Pappus  décrivait,  à  l'imitation  de  celle 
d'Archimède,  en  faisant  mouvoir  uniformément  un  point  sur  un  arc  de  grand 
cercle  de  la  sphère,  qui  tourne  lui-même  autour  de  son  diamètre  (livre  i, 
proposition  30),  Pappus  trouva  l'expression  de  la  surface  sphérique,  com- 
prise entre  cetle  courbe  et  sa  base;  premier  exemple  de  la  quadrature  cTune 
surface  courbe. 

Le  fameux  théorème  de  Guldin,  qui  fait  usage  du  centre  de  gravité  pour 
la  dimension  des  figures ,  se  trouve  dans  les  Collections  mathématiques,  et 
parait  avoir  été  imaginé  par  Pappus  lui-même  ^. 

§  25.  A  la  suite  de  la  proposition  30  du  livre  i,  un  passage,  qui  sert 
d'introduction  au  problème  de  la  trisection  de  l'angle,  nous  apprend  que  la 
science  des  surfaces  courbes,  et  des  lignes  à  double  courbure  tracées  sur  ces 
surfaces,  ou  produites  par  des  mouvements  composés  (comme  la  spirale  sphé- 
rique dont  nous  venons  de  faire  mention),  avait  été  cultivée  par  les  Anciens. 
Pappus  y  parle  des  lieux  à  la  surface,  et  cite  à  ce  sujet  les  ouvrages  de 
Démétrius  d'Alexandrie,  et  de  Philon  de  Tyane.  Le  premier  avait  pour  titre  : 
Recherches  linéaires;  c'est  la  seule  indication  qui  nous  en  reste.  Le  second 
traitait  des  courbes  qui  naissent  de  l'intersection  de  certaines  surfaces  nom- 
mées plectoïdes. 

<  a  Je  me  pei*suade  que  certains  germes  primitifs  de«{  vérités  que  la  nature  a  déposés  dans 
rintelligenee  humaine,  et  que  nous  étouffons  en  nous  à  force  de  lire  et  d'entendre  tant 
d'erreurs  diverses ,  avaient,  dans  cette  simple  et  naïve  antiquité,  tant  de  vigueur  et  de 
force,  que  les  hommes  éclairés  de  cette  lumière  de  raison  qui  leur  faisait  préférer  la  vertu 
aux  plaisirs,  l'honnête  à  Tutiie,  encore  qu'ils  ne  sussent  pas  la  raison  de  cette  préférence, 
s'étaient  fait  des  idées  vraies  et  de  la  philosophie  et  des  mathématiques,  quoiqu'ils  ne  pussent 
pas  encore  pousser  ces  sciences  jusqu'à  la  perfection.  Or,  je  crois  rencontrer  quelques  traces 

de  ces  mathématiques  véritables  dans  Pappus  et  Diophante •  (Descartes,  Règles  pour  la 

direetion  de  l'esprit,  4*  règle.) 
*  Voyez  la  fin  de  la  Préface  du  7*  livre  des  Collections  mathématiques. 
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Montucla  observe  avec  raison  qu'il  n'est  pas  facile  de  deviner,  sur  une 
aussi  légère  indication,  quelles  étaient  ces  surfaces  et  quelles  étaient  ces 
courbes.  Mais  un  autre  passage  de  Pappus  (livre  4,  proposition  29),  dont  il 
semble  que  ce  savant  historien  n'ait  pas  eu  connaissance,  nous  apprend  que 
la  surface  de  la  vis  à  filet  carré  est  une  surface  plectoïde;  ce  qui  nous  fait 
supposer  que  ce  mot  désignait  d'une  manière  générale  les  surfaces  réglées, 
auxquelles  il  nous  parait  convenir  à  raison  de  Y  entrelacement  des  lignes 
droites  que  présentent  ces  surfaces,  ou  bien  qu'il  désignait  les  surfaces  appe- 
lées maintenant  conoïdes,  engendrées  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur 
une  droite  fixe  et  sur  une  courbe,  en  restant  toujours  parallèle  à  un  même 
plan;  ou  bien  encore  qu'il  désignait  particulièrement  les  surfaces  héliçoïdes, 
ou  seulement  la  surface  héliçoïde  rampante,  c'est-à-dire  celle  de  la  vis  à 
filet  carré. 

Un  savant  géomètre  napolitain,  M.  Flauti,  dans  un  ouvrage  récent,  affecte, 
d'une  manière  générale ,  le  nom  de  surfaces  plectoïdes  à  toutes  les  surfaces 
engendrées  par  une  ligne  droite  K 

Gommandin,  dans  son  Commentaire  de  Pappus,  avait  pensé  que  le  mot 
plectoïde  pouvait  provenir  d'une  erreur  de  copiste,  et  qu'il  devait  être  rem- 
placé par  celui  de  cylindrique.  Mais  cette  supposition  est  évidemment  erronée; 
car  le  mot  plectoïde,  dans  le  passage  de  Pappus  qui  donne  lieu  à  l'observa- 
tion de  Gommandin  ^,  s'applique  incontestablement  à  la  surface  de  la  vis  à 
filet  carré,  et  non  à  une  surface  cylindrique. 

§  26.  Pappus,  à  l'occasion  de  la  quadratrice  de  Dinostrate,  fait  connaître 
deux  propriétés  de  la  surface  héliçoïde  rampante,  qui  méritent  d'être  remar- 
quées, comme  renfermant  deux  modes  de  construction  de  la  quadratrice,  et 
surtout  comme  offrant  une  des  belles  spéculations  des  Anciens  sur  les  sur- 
faces courbes  et  les  lignes  à  double  courbure. 

Après  avoir  donné  la  génération,  qu'il  appelle  mécanique,  de  la  quadra- 
trice, par  l'intersection  d'un  rayon  du  cercle  qui  tourne  autour  du  centre, 

*  Geometriçk  di  silo  sut  piano  e  nello  spazio  ;  Naples  i821. 
^  Livre  4,  proposition  29,  note  F,  pag.  9!2  de  Tëdition  de  i660. 
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et  d'un  diamètre  qui  se  meut  parallèlement  à  lui-même  (livre  4^  proposi- 
tion 25),  Pappus  dit  que  cette  courbe  peut  se  former  par  les  lieux  à  la  sur- 
face, ou  bien  par  la  spirale  d'Ârchimède.  Voici  quels  sont  ces  deux  modes 
de  construction  : 

Premier  moyen,  proposition  28.  «  Soit  une  hélice  décrite  sur  un  cylindre 
droit  circulaire;  de  ses  points  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  Taxe  du 
cylindre  :  ces  droites  forment  la  surface  héliçoïde  rampante; 

»  Par  Tune  de  ces  droites  on  mène  un  plan ,  convenablement  incliné  sur 
le  plan  de  la  base  du  cylindre  ;  ce  plan  coupe  la  surface  héliçoïde  suivant 
une  courbe  dont  la  projection  orthogonale  sur  la  base  du  cylindre  est  la 
quadratrice.  » 

Second  moyen ,  proposition  29.  «  Qu'une  spirale  d'Ârchimède  soit  prise 
pour  la  base  d'un  cylindre  droit;  que  Ton  conçoive  un  cône  de  révolution 
ayant  pour  axe  Farête  du  cylindre  menée  par  l'origine  de  la  spirale;  ce  cône 
coupera  la  surface  cylindrique  suivant  une  courbe  à  double  courbure  ^  ; 

«  Les  perpendiculaires  abaissées,  des  différents  points  de  cette  courbe,  sur 
l'arête  en  question  du  cylindre,  formeront  la  surface  héliçoïde  rampante 
(que  Pappus  appelle  en  cet  endroit  surface /?fectoirf(?); 

»  Un  plan  mené  par  une  arête  de  cette  surface ,  et  convenablement  in- 
cliné, la  coupera  suivant  une  courbe  dont  la  projection  orthogonale  sur  le 
plan  de  la  spirale  sera  la  quadratrice  demandée.  » 

Ces  deux  constructions  consistent,  l'une  et  l'autre,  à  couper  la  surface 
héliçoïde  rampante  par  un  plan  mené  par  une  arête ,  et  à  projeter  la  section 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  vis. 

*  Cette  courbe  est  Vhélice  conique  :  elle  est  Tune  des  lignes  k  double  courbure  que  les 
Anciens  ont  connues.  Proclus  en  parle  dans  son  Commentaire  sur  la  4*  définition  du  i*'  livre 
d'Euclide.  Dans  les  temps  modernes  cette  courbe  a  occupé  plusieurs  géomètres,  parmi  lesquels 
on  dislingue  Pascal  (De  la  dimension  d'un  solide  formé  par  le  moyen  d'une  spirale  autour  d'un 
cône;  OEuvres  de  Pascal,  tom.  V,  pag.  422);  et  Guido-Grandi  {Epistola  ad  Th.  Cevam;  OEuvres 
posthumes  d'Uuygens,  tom.  II). 

M.  Garbinski,  professeur  à  TUniversitc  de  Varsovie,  a  donne,  il  y  a  quelques  années,  une 
construction  graphique  des  tangentes  à  cette  hélice  conique  (voyez  Annales  de  mathématiques  y 
tom.  XVI,  pag.  i67  et  376). 
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Dans  la  première  solution^  on  détermine  la  surface  de  la  vis  au  moyen 
d'une  hélice,  par  laquelle  on  fait  passer  les  génératrices  de  cette  surface; 
dans  la  seconde,  Ton  détermine  ces  génératrices  par  le  moyen  d'une  courbe 
à  double  courbure  :  Tintersection  d'un  cylindre  droit  qui  a  pour  base  une 
spirale,  par  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  Taréte  du  cylindre 
menée  par  l'origine  de  la  spirale. 

§  27.  Nous  remarquerons  que  ces  deux  constructions  reposent  sur  les 
propriétés  suivantes  de  la  surface  héliçoïde  rampante,  que  Pappus  n'énonce 
pas  expressément ,  mais  qui  se  trouvent  démontrées  dans  ses  deux  proposi- 
tions 28  et  29  : 

l""  Si  l'on  coupe  la  surface  héliçoïde  rampante  par  un  plan  mené  par 
une  de  ses  génératrices,  la  section  se  projette  orthogonalement,  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface,  suivant  une  quadratrice  de 
Dinostrate  *  ; 

2**  Un  cône  de  révolution ,  qui  a  pour  axe  celui  d'une  surface  héliçoïde 
rampante,  coupe  cette  surface  suivant  une  courbe  à  double  courbure,  qui 
se  projette  orthogonalement,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  suivant 
une  spirale  d'Archimède. 

Ce  second  théorème  oiïre  une  construction  de  la  spirale  par  les  lieux 
à  la  surface,  analogue  à  celle  que  Pappus  donne  pour  la  quadratrice. 

§  28.  Ces  considérations  de  surfaces  courbes  et  de  lignes  à  double  cour- 
bure, pour  la  construction  d'une  courbe  plane,  qui  rentrent  aujourd'hui 
dans  la  Géométrie  descriptive  et  font  le  caractère  principal  de  l'école  de 
Monge,  méritaient,  ce  me  semble,  d'être  remarquées  dans  l'ouvrage  de 
Pappus.  Elles  auraient  pu  conduire  ce  géomètre  à  une  construction  des 
tangentes  à  la  spirale  et  à  la  quadratrice.  Il  eut  suffi  de  remarquer  que 
ces  tangentes  sont  les  projections  des  tangentes  aux  deux  courbes  tracées 

*  Nous  avons  reconnu  que  si  le  plan  sécant,  au  lieu  de  passer  par  une  génératrice  de  la 
surface  héliçoïde,  est  mené  d'une  manière  arbitraire,  on  obtient  alors,  en  projection,  une 
quadratrice  allongée  ou  accourcie;  ou  en  d'autres  termes,  une  concho'ide  de  la  quadratrice  de 
Dinostrate. 
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sur  la  surface  héliçoïde  ^  et  que  la  tangente  en  un  point  de  rintersection  de 
deux  surfaces  est  rintersection  des  plans  tangents^  en  ce  point ^  aux  deux 
surfaces.  On  parvient  ainsi ,  fort  aisément  y  aux  propriétés  connues  des  tan- 
gentes de  la  spirale  et  de  la  quadratrice  ^  Mais  c'est  là  tout  à  fait  Tesprit 
de  notre  Géométrie  descriptive  moderne;  et  il  n'est  pas  probable  que  les 
Anciens  aient  poussé  aussi  loin  leurs  spéculations  dans  la  science  des  sur- 
faces courbes.  Il  est  douteux  même  que^  du  temps  de  Pappus^  on  eut  une 
idée  bien  nette  du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  héliçoïde. 

§  29.  En  réfléchissant  sur  la  nature  des  deux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  ci-dessus^  on  est  conduit  à  les  regarder  comme  de  simples 
applications  de  deux  modes  généraux  de  transformation  des  courbes  planes^ 
en  d'autres  courbes  diflîérentes^  au  moyen  de  la  surface  héliçoïde  ram- 
pante. Et  de  ces  modes  de  transformation  résultent  des  relations  de  con- 
struction et  de  propriétés  9  entre  des  courbes  qui  ne  paraissaient  avoir  de 
commun  que  la  même  forme  d'équation  entre  des  variables  diflerentes  : 
telles  sont  quelques  spirales  et  les  courbes  qui  portent  le  même  nom  dans 
le  système  de  coordonnées  ordinaires.  Je  développerai  cette  idée  dans  la 
Note  VIII. 

§  30.  On  remarque  9  dans  \q%  Collections  mathématiques,  plusieurs  théo- 
rèmes qui  appartiennent  aujourd'hui  à  la  théorie  des  transversales^  entre 
autres  celui  qui  en  est  le  fondement  :  ils  font  supposer  que  cette  utile 
et  élégante  doctrine  était  employée  par  les  Anciens^  principalement  dans 
leurs  écrits  sur  l'Analyse  géométrique,  auxquels  se  rapportent  ces  théorèmes. 

Parmi  ces  propositions,  qui  appartiennent  à  la  théorie  des  transversales, 
et  dont  plusieurs  sont  relatives  à  la  proportion  harmonique,  nous  citerons 
les  suivantes ,  qui  sont  démontrées,  dans  le  7^  livre,  comme  lemmes  destinés 
à  faciliter  la  lecture  des  porism^s  d'Euclide. 

La  129"^  proposition  fait  voir  que,  quand  quatre  droites  sont  issues  d'un 

*  M.  Th.  Olivier,  habile  professeur  de  Géométrie  descriplive  à  l'École  des  Arts  et  Manufac- 
tures, a  àé}h  fait  usage  de  ce  moyen,  pour  construire  la  tangente  à  la  spirale  d'Archimcde 
{Bulletin  de  la  Société  philomalique  de  Paris,  année  1853,  pag.  â!2). 
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méTne  point,  elles  forment  sur  une  transversale,  menée  arbitrairement  dans 
leur  plan,  quatre  segments  qui  ont  entre  eux  un  certain  rapport  constant, 
quelle  que  soit  la  transversale.  Ainsi  soient  a,  b,  c,  d,  les  points  où  les 
quatre  droites  sont  rencontrées  par  une  transversale  quelconque^  et  ojc,  ad, 
bc,  bd,  les  quatre  segments  :  le  rapport  ^  :  —  sera  existant,  quelle  que  soit  la 
tramversale. 

Cette  proposition  mérite  que  nous  lui  consacrions  tout  ce  paragraphe^  pour 
appeler  sur  elle,  dès  à  présent,  Fatlention  de  nos  lecteurs. 

Les  propositions  136, 137, 140, 142  et  145  sont,  ou  des  cas  particuliers, 
ou  la  réciproque  de  celte  proposition  principale. 

Répétée  sous  tant  de  formes  par  Pappus,  elle  paraît  avoir  été  d'une 
grande  utilité  dans  les  porismes  d'Euclide.  Cependant  elle  est  aujourd'hui 
sans  application. 

En  recherchant  les  usages  que  les  Modernes  en  ont  pu  faire,  nous  trou- 
vons que  Pascal  Fa  mise,  dans  son  Essai  pour  les  coniques,  au  nombre  des 
théorèmes  principaux  dont  il  se  servait  dans  son  Traité  de  ces  courbes;  que 
Desargues  fit,  d'un  de  ces  cas  particuliers  (qui  est  précisément  la  137®  pro- 
position de  Pappus),  la  base  d'une  de  ses  Pratiques  de  la  perspective  (édition 
de  Bosse,  1648,  pag.  336);  et  que  R.  Simson  l'a  démontrée  comme  lemme 
de  Pappus,  et  s'en  est  servi  pour  la  démonstration  d'une  proposition  de  son 
Traité  des  Porismes. 

Dans  ces  derniers  temps,  M.  Brianchon  l'a  énoncée  au  commencement 
de  son  Mémoire  sur  les  ligotes  du  deuxième  ordre,  et  M.  Poncelet  l'a  citée 
dans  son  Traité  des  propriétés  projectives  (pag.  12).  Mais  ces  deux  habiles 
géomètres  en  ont  fait  peu  d'usage,  n'ayant  eu  à  considérer  le  plus  souvent 
que  le  cas  particulier  où  les  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. 

Cette  proposition  nous  parait  donc  avoir  à  peine,  jusqu'ici,  fixé  l'attention 
des  géomètres.  Cependant  nous  la  croyons  susceptible  de  nombreuses  appli- 
cations, et  nous  la  regardons  comme  pouvant  devenir  l'une  des  plus  utiles  et 
des  plus  fécondes  de  la  Géométrie. 
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Cette  proposition  jouera  un  rôle  important  dans  nos  deux  principes  de 
dualisation  et  de  déformation  des  figures  y  comme  étant  la  base  de  la  partie 
qui  concerne  leurs  relations  de  grandeur;  et  nous  aurons  aussi  à  en  faire 
usage  dans  le  cours  de  cette  introduction. 

Par  cette  raison^  nous  éprouvons,  dès  à  présent,  le  besoin  de  donner  un 
nom  au  rapport  des  quatre  segments  qu'on  y  considère.  Ce  rapport  étant  dit 
harmonique  dans  le  cas  particulier  où  il  est  égal  à  Funité,  nous  rappellerons, 
dans  le  cas  général ,  rapport  ou  fonction  anharfnonique. 

Ainsi,  quand  quatre  droites,  issues  d'un  même  point,  seront  rencontrées  par 
une  transversale  en  quatre  points  a,  6,  c,  rf,  le  rapport  ~:  ^sera  dit  fonc- 
tion anhannoniqne  des  quatres  points  a,  6,  e,  d. 

La  proposition  de  Pappus  consiste  en  ce  que  cette  fonction  a  constamment 
la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  transversale,  les  quatre  droites,  issues 
d'un  même  point,  restant  les  mêmes.  C'est  là  une  belle  propriété  de  la 
fonction  anharmonique  de  quatre  points,  qui  la  distingue  de  toute  autre 
fonction  qu'on  pourrait  former  avec  les  segments  compris  entre  les  quatre 
points. 

La  notion  de  la  fonction  anharmonique  nous  parait  de  nature  à  apporter 
une  grande  simplification  dans  plusieurs  théories  géométriques. 

Elle  sera  bien  plus  propre  que  le  théorème  de  Ptolémée  à  servir  de 
fondement  à  la  théorie  des  transversales,  où  elle  procure  des  démonstra- 
tions intuitives  de  toutes  les  propositions  connues  sur  les  systèmes  de  lignes 
droites,  et  donne  lieu  à  beaucoup  d'autres  propositions  nouvelles. 

Elle  sera  utile  surtout  dans  la  théorie  des  coniques,  où  elle  montrera, 
entre  une  infinité  de  propositions  isolées,  une  liaison  et  des  rapports  qui 
les  rattachent  toutes  à  un  petit  nombre  de  principes  généraux. 

Nous  comptons  consacrer  un  écrit  particulier  à  la  théorie  du  rapport 
anharmonique.  Mais  il  nous  faut  en  faire  connaître  dès  à  présent  quelques 
propositions  principales,  particulièrement  une  autre  forme  algébrique  sous 
laquelle  peut  s'exprimer  la  proposition  de  Pappus;  nous  renvoyons,  pour  cet 
objet,  à  la  Note  IX. 
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§  31.  Revenons  à  Pappus. 

La  130^  proposition  est  une  relation  entre  six  segments  formés^  sur  une 
transversale,  par  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
quelconque.  La  127®  et  la  128®  en  sont  des  cas  particuliers. 

Au  lieu  de  regarder  la  figure  du  livre  de  Pappus  comme  représentant  les 
quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  coupé  par  une  trans- 
versale, on  peut  la  considérer  comme  représentant  les  trois  côtés  d'un 
triangle,  et  trois  droites  menées  par  les  sommets  de  ce  triangle  et  concourant 
en  un  même  point.  Ces  six  droites  déterminent  sur  la  transversale  six  seg- 
ments, dont  chacun  est  pris  entre  un  côté  du  triangle  et  une  des  deux  droites 
menées  par  les  sommets  adjacents  à  ce  côté.  La  proposition  de  Pappus  est 
facile  alors  à  énoncer  et  à  retenir;  elle  consiste  en  ce  que  le  produit  de  trois 
segments,  qui  nont  point  d'extrémités  communes,  est  égal  au  produit  des 
trois  autres  :  rapport  semblable  à  celui  qui  constitue  le  théorème  de  Ptolémée. 

Envisagée  ainsi ,  cette  proposition  de  Pappus  pourra  servir  pour  démontrer 
que  trois  droites,  menées  de  certaine  manière  parles  sommets  d'un  triangle, 
concourent  en  un  même  point;  de  même  que  celle  de  Ptolémée  sert  à  dé- 
montrer que  trois  points ,  placés  d'une  certaine  manière  sur  les  côtés  d'un 
triangle,  sont  en  ligne  droite. 

La  131«  proposition  fait  voir  que,  dans  tout  quadrilatère,  une  diagonale 
est  coupée  harmoniquement  par  la  seconde  diagonale  et  par  la  droite  qui 
joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

La  132®  énonce  un  cas  particulier  de  ce  théorème,  qui,  lui-même,  peut 
être  regardé  comme  une  conséquence  du  théorème  général  exprimé  par  la 
proposition  130. 

La  139®,  dont  les  propositions  134,  138,  141  et  143  sont,  ou  la 
réciproque,  ou  des  cas  particuliers,  prouve  que,  quand  un  hexagom  a  ses 
six  sommets  placés,  trois  à  trois,  sur  deux  droites,  les  trois  points  de  con^ 
cours  de  ses  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite.  Théorème  remarquable  par 
lui-même,  et  parce  qu'il  peut  être  considéré  comme  le  germe  du  fameux 
théorème  de  Pascal,  sur  l'hexagone  inscrit  à  une  conique.  Au  système  des 
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deux  droites^  dans  lesquelles  Pappus  inscrivait  son  hexagone^  se  trouve 
substituée^  dans  le  théorème  de  Pascal^  une  conique  quelconque  K 

La  proposition  130^^  que  nous  avons  citée  plus  haut^  a  reçu  une  géné- 
ralisation semblable^  que  nous  ferons  connaître  en  parlant  de  Desargues. 

Pappus  énonce  dans  sa  préface^  comme  généralisation  d\m porisme  d'Eu- 
clide^  un  beau  théorème^  relatif  à  la  déformation  d'un  polygone  dont  tous 
les  côtés  passent  par  des  points  situés  en  ligne  droite^  pendant  que  ses  som- 
mets, moins  un,  parcourent  des  droites  tracées  arbitrairement.  Ce  théorème 
a  acquis  quelque  célébrité  dans  le  siècle  dernier,  par  la  nouvelle  généralisa- 
tion qu'il  a  reçue  entre  les  mains  de  Mac-Laurin  et  de  Braikenridge,  et  par  la 
rivalité  qu'il  a  excitée  entre  ces  deux  illustres  géomètres.  M.  Poncelet  a  de 
nouveau  traité  cette  matière  avec  toute  l'étendue  et  la  facilité  que  comportent 
les  doctrines  de  son  savant  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures. 
(Section  4,  chap.  II  et  III.) 

§  32.  Nous  devons  faire  mention  d'une  question  qui  peut  se  rattacher, 
comme  les  précédentes,  à  la  théorie  des  transversales;  c'est  le  fameux  pro- 
blème ad  très  aut  plures  lineas,  rapporté  par  Pappus  comme  l'écueil  des 
Anciens,  et  auquel  Descartes  a  donné  une  nouvelle  célébrité,  en  en  faisant 
la  première  application  de  sa  Géométrie.  Il  s'agissait,  étmit  données  plusieurs 
droites,  de  trouver  le  lieu  géométrique  d'un  point  tel  que  les  perpendiculaires, 
ou  plus  généralement  les  obliques  abaissées  de  ce  point  sur  ces  droites,  sotis 

*  La  proposition  139  de  Pappus,  que  nous  présentons  ici  comme  exprimant  une  propriété 
de  rbexagone  inscrit  à  deux  droites ,  peut  être  considérée  sous  un  autre  point  de  vue,  et  donne 
lieu  alors  h  cet  autre  théorème  remarquable,  que  Simson  a  énoncé  le  premier,  comme  étant 
l'an  des  porismes  d*EucIidc,  celui  auquel  se  rapportent  ces  mots  de  Pappus  :  «  Quod  HiBC  ad 
OâTUM  PuifCTUM  VBB6IT.  •  Étant  prts,  dans  un  plan  y  deux  points  fixes  et  un  angle  qui  ait  son 
sommet  situé  sur  la  droite  qui  joint  ces  points  ;  sij  de  chaque  point  d'une  droite  donnée,  on  mène 
deux  droites  à  ces  deux  points  fixes ,  elles  rencontreront  respectivement  les  deux  côtés  de  l'angle 
em  deux  points;  et  la  droite  qui  joindra  ces  deux  points  passera  toujours  par  un  même  point 
(Simsooy  De  Porismatibus,  proposition  34). 

Nous  citons  ce  théorème,  parce  qu'il  nous  sera  utile  dans  la  suite. Son  analogue  dans  Pespaec, 
qui  n'a  point  encore  été  donné,  se  présentera  naturellement  comme  corollaire  de  nos  principes 
de  transformation  des  6gures. 
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des  angles  donnés,  satisfissent  à  la  condition  que  le  produit  de  certaines 
d'entre  elles  fût  dans  un  rapjjort  constant  avec  le  produit  de  toutes  les  autres. 

Cette  question,  connue  sous  le  nom  de  Problème  de  Pappus ,  depuis  que 
Descartes  Fa  ainsi  désignée,  avait  exercé  la  sagacité  d'Euclide  et  d'Apollo- 
nius, qui  ne  l'avaient  résolue  que  pour  trois  ou  quatre  droites,  auquel  cas 
le  lieu  géométrique  demandé  est  une  conique;  d'où  résulte  cette  propriété 
générale  des  coniques  :  «  Quand  un  quadrilatère  quelconque  est  inscrit  à 
une  conique,  le  produit  des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  à  deux 
côtés  opposés  du  quadrilatère,  est  au  produit  des  distances  du  même  point 
aux  deux  autres  côtés,  dans  un  rapport  constant.  » 

Newton  a  donné,  de  ce  beau  théorème,  une  démonstration  par  la  Géomé- 
trie pure,  et  s'en  est  servi  utilement  dans  ses  Principes  mathématiques  de 
la  Philosophie  naturelle.  Les  traités  des  coniques,  qui  ont  paru  dans  les  pre- 
miers temps  après  ce  grand  ouvrage,  lui  ont  emprunté  ce  théorème,  mais 
sans  en  faire  tout  l'usage  auquel  il  était  propre;  depuis,  il  a  en  quelque 
sorte  disparu  de  la  théorie  des  coniques  \  Cependant,  nous  croyons  pouvoir 
le  regarder  comme  la  plus  universelle  et  la  plus  féconde  de  toutes  les  pro- 
priétés de  ces  courbes.  Nous  citerons  particulièrement,  qomme  n'étant  que 
des  corollaires  de  ce  théorème  unique,  le  fameux  hexagramme  mystique  de 
Pascal,  le  théorème  de  Desargues  sur  l'involution  de  six  points,  le  rapport 
constant  du  produit  des  ordonnées  au  produit  des  segments  faits  sur  l'axe,  le 
beau  théorème  de  Newton  sur  la  description  organique  des  coniques,  et  enfin 
un  autre  théorème  fondé  sur  la  notion  du  rapport  que  nous  avons  nommé 
ci-dessus  anharmonique ,  et  d'où  se  déduisent  une  infinité  de  propriétés 
diverses  des  coniques. 

*  La  stérilité  qu'eut  pendant  des  siècles  cette  proposition  fondamentale,  d'où  dérivent 
presque  toutes  les  propriétés  des  coniques,  et  le  peu  d'importance  que  parurent  aussi  mériter, 
jusqu'à  ces  derniers  temps,  les  beaux  théorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal,  qui  en  sont  des 
corollaires  naturels,  rappellent  cette  pensée  de  Bailly,dont  la  justesse  est  bien  sentie:  «  Il 
»  semble  que  les  idées  aient  comme  nous  une  enfance  et  un  premier  état  de  faiblesse;  elles  ne 
»  produisent  point  à  leur  naissance,  et  elles  ne  tiennent  que  de  Tâge  et  du  temps  leur  vertu 
»  féconde.  »  {Histoire  de  l'Astronomie  modemCj  lom.  II,  pag.  60.) 
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Mais  nous  dirons^  en  passant^  que  ce  dernier  théorème  est  lui-même  d^une 
telle  généralité^  et  se  démontre  a  priori  d'une  manière  si  facile,  que  c'est 
celui  que  nous  proposerions  pour  fondement  d'une  théorie  des  coniques. 
(Voir  la  Note  XV.) 

§  33.  Ici  se  présente  naturellement  une  observation  qui  pourra  justifier 
l'importance  que  nous  avons  déjà  cherché  à  donner  à  la  proposition  120  de 
Pappus,  et  à  la  notion  du  rapport  anharmonique.  C'est  que  tous  les  théorèmes 
que  nous  venons  de  tirer  du  7«  livre  des  Collections  mathématiques,  y  com- 
pris celui  sur  la  déformation  d'un  polygone  et  le  théorème  ad  quatuor  lineas, 
avec  plusieurs  autres  théorèmes  sur  Tinvolution  de  six  points,  dont  nous  allons 
parler  tout  à  l'heure;  théorèmes  des  plus  généraux  et  des  plus  utiles  dans 
la  Géométrie  récente,  peuvent  dériver  tous,  comme  d'une  source  commune, 
de  cette  seule  propriété  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points.  Et  cette 
manière  de  les  présenter  sera  aussi  simple  que  possible;  car  elle  ne  néces- 
sitera pour  ainsi  dire  aucune  démonstration. 

Après  avoir  reconnu  que  la  plupart  des  lemmes  de  Pappus,  qui  parais- 
sent se  rapporter  au  l®**  livre  des  porismes  d'Ëuclide,  peuvent  se  déduire 
de  la  proposition  en  question,  nous  avons  pensé  que  cette  proposition 
pourrait  bien  aussi  être  la  clef  de  tout  ce  i^^  livre  des  porismes,  et 
conduire  à  une  interprétation  des  énoncés  que  Pappus  nous  a  laissés.  Car 
il  existe  toujours  ainsi,  dans  toute  théorie,  quelque  vérité  principale  dont 
toutes  les  autres  dérivent.  Et,  en  effet,  en  prenant  la  proposition  dont  il 
s'agit  pour  point  de  départ  dans  un  essai  de  divination  des  porismes ,  nous 
avons  obtenu  divers  théorèmes  qui  nous  ont  paru  répondre  aux  énoncés 
en  question. 

§  34.  Nous  citons  encore,  du  7®  livre  des  Collections  mathématiques,  une 
quarantaine  de  lemmes  relatifs  au  traité  De  determinatâ  sectione  d'Apollonius, 
et  qui  rentrent  aujourd'hui  dans  les  nouvelles  doctrines  de  la  Géométrie. 
Ce  sont  des  relations  entre  les  segments  faits,  par  plusieurs  points,  sur  une 
ligne  droite. 

On  n'aperçoit  pas,  au  premier  abord,  la  vraie  signification  de  ces  nom- 
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breuses  propositions,  ni  les  rapports  qui  peuvent  les  rattacher  ensemble  à 
une  même  question  ;  et  la  lecture  dans  cet  état  en  est  pénible.  Mais  avec 
quelque  attention  y  on  reconnaît  qu'elles  sont  toutes  relatives  à  la  théorie  de 
Vinvolution  de  six  points,  créée  par  Desargues,  et  devenue  d'un  grand  usage 
dans  la  Géométrie  récente.  Ce  ne  sont  pas  les  propriétés  de  la  relation  d'in- 
volution  la  plus  générale,  celle  qui  a  lieu  entre  six  points  (il  parait  même 
que  les  Anciens  n'ont  pas  connu  les  transformations  de  cette  relation  géné- 
rale) ;  mais  ce  sont  des  propriétés  de  plusieurs  relations  que  Ton  peut  au- 
jourd'hui considérer  comme  des  cas  particuliers  de  cette  relation  générale. 

Ainsi,  les  propositions  22,  29^  30,  32,  34,  35,  36  et  44  concernent 
une  involution  de  cinq  points.  On  y  considère  deux  systèmes  de  deux  points 
conjugués  ^ ,  et  leur  point  central,  celui  dont  le  produit  des  distances  aux 
deux  premiers  points  est  égal  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres; 
et  l'on  déduit  de  là  une  autre  relation  entre  les  cinq  points. 

Pour  conclure  cette  relation  de  la  relation  générale  entre  six  points,  il 
faut  observer  que  le  conjugué  du  cinquième  point,  ou  point  central,  est  à 
l'infini. 

Les  propositions  37  et  38  concernent  une  involution  de  quatre  points, 
qui  sont  deux  points  conjugués,  un  point  double  et  le  point  central.  D'une 
relation  entre  ces  quatre  points,  on  en  conclut  une  autre. 

Les  propositions  39  et  40  sont  une  même  propriété  d'une  involution  de 
cinq  points;  on  y  considère  deux  systèmes  de  deux  points  conjugués,  et  un 
point  double. 

Les  propositions  41 ,  42  et  43  sont  une  relation  entre  deux  systèmes  de 
deux  points  conjugués  et  leur  point  central;  relation  nouvelle,  d'une  forme 
différente  des  relations  connues  de  l'involution  de  six  points. 

Il  en  est  de  même  des  douze  propositions  45,  46, et  56,  qui  sont 

'  \\  est  utile,  pour  faciliter  rintelligence  de  ce  passage  sur  Jes  Icmmcs  de  Pappus,  de  lire 
la  Note  X,  où  nous  présentons  les  différentes  propriétés  de  la  relation  d'involution  de  six  points, 
c'est-à-dire  les  diverses  transformations  et  les  conséquences  de  cette  relation.  Nous  y  expli- 
quons ce  qu*on  doit  entendre  par  points  conjugués ,  point  central ^  et  points  doubles. 
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une  relation  générale  entre  deux  systèmes  de  deux  points  conjugués,  leur 
point  central  et  un  autre  point  quelconque.  Les  propositions  41,  42  et  43 
ne  donnent  que  des  corollaires  de  cette  relation  générale. 

Enfin,  les  propositions  61,  62  et  64  expriment  une  belle  propriété  de 
maximum  et  de  minimum^  concernant  deux  systèmes  de  points  conjugués  et 
un  point  double  :  elle  consiste  en  ce  que  le  rapport  des  produits  des  distances 
de  ce  point  double  aux  points  conjugués  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

Pappus  donne,  par  une  construction  élégante,  Fexpression  géométrique 
de  ce  rapport;  mais  il  ne  fait  qu'énoncer  la  propriété  de  maximum  ou  mini- 
mum,  qui  se  trouvait  démontrée  dans  Fouvrage  d'Apollonius.  C'est  une 
véritable  perte  que  celle  de  la  démonstration  géométrique  de  ce  cas  de 
maximum  ou  minimum  par  les  Anciens ,  quoiqu'elle  n'offre  aucune  difTi- 
culte  à  l'Analyse  moderne.  Fermât  en  a  fait  une  des  premières  applications 
de  sa  belle  méthode  de  maximis  et  minimis  (Opéra  inathematica ,  pag.  67). 

§  3S.  Cette  analyse  des  quarante-trois  lemmes  de  Pappus  nous  paraît 
pouvoir  en  faire  saisir  l'esprit  général  et  en  faciliter  la  lecture.  On  y  voit  que 
plusieurs  propositions  expriment  un  même  théorème  :  c'est  que  les  énoncés 
de  ces  propositions  s'appliquent  à  des  figures  spéciales,  et  ont  entre  eux  quel- 
ques différences  provenant  de  la  différence  de  position  des  points  que  l'on 
y  considère.  C'est  cette  différence  de  position  des  points  donnés  et  du  point 
cherché  qui  a  fait  donner  à  l'ouvrage  d'Apollonius  le  nom  de  Section  déter- 
minée; et  les  différents  cas  que  présentent  les  variations  de  position  de 
ces  points,  sont  ce  que  ce  géomètre,  et  Pappus  d'après  lui,  ont  appelé 
EpilagmaK 

C'est  un  des  grands  avantages  de  la  Géométrie  moderne  sur  l'ancienne, 
de  pouvoir,  par  la  considération  des  quantités  positives  ou  négatives, 
comprendre,  sous  un  même  énoncé,  les  cas  divers  que  peut  présenter  un 

*  C'est  le  sentiment  de  Halley  et  de  R.  Simson.  Le  savant  Commandin  n'avait  point  trouvé  la 
signification  de  ce  qu'Apollonius  appliquait  a  une  partie  de  ses  propositions  {Collect.  math., 
pag.  296  de  l'édition  de  1660).  Le  mot  monachi,  qu'on  trouve  aussi  dans  Pappus,  parait  avoir 
été  affecté  par  Apollonius  aux  propositions  concernant  les  maxima  et  les  minima. 
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même  théorème^  par  la  diversité  de  positions  relatives  des  différentes  parties 
d'une  figure.  Ainsi ^  de  nos  jours^  les  neuf  problèmes  principaux  et  leurs 
nombreux  cas  particuliers ,  qui  faisaient  Fobjet  des  quatre-vingt-trois  théo- 
rèmes contenus  dans  deux  livres  de  la  Section  déterminée  d'Apollonius^  ne 
font  plus  qu'une  seule  et  même  question^  résolue  par  une  formule  unique. 

Beaucoup  d'auteurs  ^  dans  leurs  écrits  sur  l'Analyse  géométrique  des 
Anciens ,  se  sont  occupés  de  la  Section  déterminée,  et  ont  cherché,  soit  à  en 
rétablir  complètement  les  deux  livres,  soit  à  en  résoudre  seulement  diverses 
questions  détachées.  Nous  trouvons,  au  commencement  du  XVII®  siècle, 
Snellius,  Alexandre  Anderson,  Marin  Ghetaldi;  vers  la  fin  du  même  siècle, 
Roger  de  Vintimille,  Hugo  de  Omérique;  puis,  R.  Simson  dans  son  ouvrage 
posthume,  Opéra  reliqua,  anno  1776;  et,  presque  à  la  même  époque, 
Giannini  dans  ses  Opuscula  mathematica. 

Dans  ces  derniers  temps,  J.  Leslie  a  encore  consacré  plusieurs  pages  à 
ce  problème,  dans  son  Analyse  géométrique  (livre  2,  propositions  10-18). 
Cette  question  est  liée  intimement  à  la  théorie  de  Vinvolution  de  six  points, 
et  sa  solution  parait  devoir  dériver  de  cette  théorie.  En  effet,  une  propriété 
nouvelle  de  l'involution  nous  a  offert  naturellement  une  construction  simple 
et  générale  du  problème  de  la  section  déterminée,  qui  nous  parait  différer  de 
toutes  celles  que  l'on  a  données  jusqu'ici.  La  même  théorie  offre  aussi  une 
démonstration  du  cas  de  maximum  traité  par  Apollonius.  (Voir  la  Note  X.) 

§  36.  Les  lemmes  de  Pappus,  sur  les  Lieux  plans  d'Apollonius,  présentent 
aussi  quelques  relations  entre  les  segments  faits  par  des  points  sur  une  droite, 
mais  qui  sont  différentes  des  précédentes,  et  ne  dérivent  point,  comme 
celles-ci,  des  relations  générales  d'involution  de  six  points.  Cependant,  on 
peut  les  rattacher  aussi  à  une  seule  et  même  proposition,  qui  exprime 
une  propriété  générale  de  quatre  points  pris  arbitrairement  sur  une  ligne 
droite,  laquelle  est  le  second  des  théorèmes  généraux  de  Mathieu  Stewart  K 

>  Some  gênerai  theorems  of  considérable  use  in  the  ffigher  paris  ofmaihemaiics.  Édimbourgy 
4746,  in-8». 

Nous  donnerons  renoncé  du  théorème  en  question  en  parlant  de  Stewart,  dans  notre  qua- 
trième Époque, 
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Ainsi  ^  les  propositions  123  et  124^  qui  expriment  une  relation  entre 
quatre  points  pris  arbitrairement  sur  une  droite^  et  un  cinquième  déter- 
miné d'après  une  certaine  condition^  sont  une  conséquence  facile  de  ce 
théorème. 

Les  propositions  125  et  126  expriment  une  relation  entre  quatre  points 
pris  arbitrairement  en  ligne  droite  ;  et  Ton  reconnaît  aisément  que  cette  rela- 
tion n'est  qu'une  transformation  très-simple  du  même  théorème. 

Les  quatre  propositions  119-122^  qui^  avec  les  quatre  dont  nous  venons 
de  parler^  font  les  huit  lemmes  de  Pappus^  sur  les  lieux  plans  d'Apollonius, 
concernent  le  triangle.  Il  est  assez  remarquable  que  ces  quatre  propositions  y 
qui  paraissent  si  différentes  des  autres  et  n'avoir  aucun  rapport  avec  elles, 
sont  aussi  des  conséquences  du  même  théorème  de  Stewart. 

§  37.  R.  Simson,  en  rétablissant  les  porismes  d'Ëuclide,  la  section  déter- 
minée et  les  lieux  plans  d'Apollonius ,  a  démontré  un  à  un  les  nombreux 
lemmes  dé  Pappus  relatifs  à  ces  trois  ouvrages.  On  voit,  par  ce  que  nous 
venons  de  dire,  combien  aujourd'hui ,  en  rattachant  toutes  ces  propositions 
à  quelques-unes  seulement,  on  simplifierait  ce  travail.  Mais  une  telle  sim- 
plification n'était  pas  encore  dans  l'esprit  de  la  Géométrie  au  temps  de 
R.  Simson  (il  y  a  près  d'un  siècle);  et,  y  eût-elle  été,  elle  n'eût  point  con- 
venu au  but  de  cet  habile  et  profond  géomètre ,  qui  était  de  suivre  pas  à  pas 
les  traces  et  les  indications  de  Pappus. 

§  38.  Les  autres  lemmes  du  7®  livre  des  Collections  mathématiques,  que 
nous  passons  sous  silence,  nous  offrent  moins  d'intérêt  que  ceux  que  nous 
avons  cités.  Ce  sont  des  propositions  isolées,  relatives  au  cercle,  au  triangle 
et  aux  sections  coniques,  et  qui  ne  présentent  pas  de  difficultés.  Ces  lemmes 
s'appliquent  au  traité  De  inclinationibas ,  à  celui  De  tactimiilms,  aux  huit 
livres  des  Coniques  d'Apollonius;  et  enfin ^  aux  Lieux  à  la  surface  d'Eu- 
clide. 

Nous  nous  bornerons  à  remarquer,  parmi  les  lemmes  relatifs  au  traité  De 
tactionibus,  le  problème  suivant,  qui  est  résolu  très-simplement  par  Pappus  : 
«  Faire  passer,  par  trois  points  situés  en  ligne  droite,  les  trois  côtés  d'un 
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triangle  qui  soit  inscrit  à  un  cercle  donné.  »  (Proposition  117«.)  Les  pro- 
positions 105^  107  et  108  sont  des  cas  particuliers  de  cette  question  ;  on 
y  suppose  Fun  des  trois  points  situé  à  Finfini. 

Ce  problème^  qu'on  a  généralisé  en  plaçant  les  trois  points  d'une  manière 
quelconque  ;  est  devenu  célèbre  par  la  difficulté  qu'il  présentait^  par  les 
noms  des  géomètres  qui  Font  résolu^  et  surtout  par  la  solution^  aussi  géné- 
rale et  aussi  simple  qu'elle  pouvait  l'être,  donnée  par  un  enfant  de  seize  ans, 
Oltaïano,  Napolitain  (voir  la  Note  XI). 

Nous  citerons  enfin  la  238®  et  dernière  proposition,  qui  s'applique 
aux  Lieux  à  la  surface,  et  qui  est  la  propriété  de  la  directrice  dans  les 
trois  sections  coniques;  savoir  :  «  les  distances  de  chaque  point  d'une 
conique,  à  un  foyer  et  à  la  directrice  correspondante,  sont  entre  elles  dans 
un  rapport  constant.  »  Ce  beau  théorème  ne  se  trouve  pas  dans  les  coniques 
d'Apollonius. 

§  39.  Le  livre  8®  des  Collections  traite  principalement  des  machines 
employées  dans  la  mécanique  pratique;  on  y  parle  aussi  de  leur  usage  pour 
la  description  organique  des  courbes.  Diverses  propositions  de  Géométrie  se 
trouvent  encore  dans  ce  livre.  Il  en  est  une  fort  remarquable,  sur  le  centre 
de  gravité  d  un  triangle  ;  nous  l'énoncerons  ainsi  :  «  Si  trois  mobiles,  placés 
aux  sommets  d'un  triangle,  partent  en  même  temps  et  parcourent  respecti- 
vement les  trois  côtés,  en  allant  dans  le  même  sens  et  avec  des  vitesses 
proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés,  leur  centre  de  gravité  restera 
immobile.  » 

Les  géomètres  modernes  ont  étendu  ce  théorème  à  un  polygone  quel- 
conque, plan  ou  gauche.  Montucla,  en  le  démontrant  par  des  considérations 
de  mécanique,  dans  les  Récréations  mathématiques  d'Ozanam,  avait  pensé 
que  la  démonstration  par  la  Géométrie  pure  offrirait  des  difficultés.  Celle 
qu'en  donne  Pappus  s'appuie  sur  le  fameux  théorème  de  Ptolémée,  concer- 
nant les  segments  faits,  sur  les  côtés  d'un  triangle,  par  une  transversale. 
Pappus,  dans  le  cours  de  sa  démonstration,  suppose  la  connaissance  de  ce 
théorème,  dont  il  donne  ensuite  la  démonstration. 
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§  40.  La  proposition  14  du  même  livre  est  une  solution  très-simple  de 
ce  problème  :  étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  trouver 
les  deux  axes  principaux,  en  grandeur  et  en  direction.  Pappus  ne  fait 
qu'énoncer  sa  construction ,  sans  la  démontrer.  Euler  en  a  rétabli  la  démon- 
stration ,  et  a  donné  en  même  temps  plusieurs  autres  solutions  du  même 
problème  (Novi  Commentarii ,  de  Pétersbourg,  t.  III,  ann.  17S0-1751). 
D'autres  géomètres  Font  aussi  traité  à  leur  manière. 

Ayant  résolu  la  question  analogue  dans  Fespace ,  où  il  s'agit  de  trouver, 
en  grandeur  et  en  direction ,  les  trois  axes  principaux  d'un  ellipsoïde  dont 
trois  diamètres  conjugués  sont  donnés,  nous  en  avons  conclu  une  nouvelle 
construction  des  axes  de  l'ellipse,  qui  nous  parait  enchérir  encore  sur  le 
degré  de  simplicité  que  présentaient  déjà  plusieurs  solutions  de  ce  pro- 
blème ^ 

Et,  en  effet,  c'est  une  remarque  qu'on  peut  faire  souvent  dans  l'étude  de 
la  Géométrie,  que  les  solutions  de  la  Géométrie  plane,  qui  ont  leurs 
analogues  dans  Fespace,  sont  toujours  les  plus  générales  et  les  plus 
simples. 

Ce  principe  donne  un  moyen  d'épreuve,  une  sorte  de  critérium,  pour 
reconnaître  si  l'on  est  parvenu ,  dans  une  question ,  à  toute  la  généralité  et 
à  toute  la  perfection  dont  elle  est  susceptible,  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on 
a  rencontré  la  méthode  et  la  vraie  route  qui  lui  sont  propres. 

§  41.  La  préface  du  T^'  livre  des  Collectiofis  m^ithématiques  contient 
une  définition  nette  de  V Analyse  et  de  la  Synthèse,  qui  ne  laisse  aucun 
doute  sur  le  caractère  précis  des  deux  méthodes;  et  Pappus  donne  souvent, 

*  Soient  :  o  le  centre  de  l'ellipse,  oa,  o6  ses  deux  demi-diamètres  conjugués  donnes. 

Par  le  point  a  on  mènera  une  droite  perpendiculaire  à  ob,  sur  laquelle  on  prendra  les  seg- 
ments ae,  ae'  ëgaux  à  06  ; 

On  tirera  les  deux  droites  oe,  oe'  : 

I*  Les  axes  principaux  de  Tellipse  divisent  en  deux  également  l'angle  de  ces  deux  droites  et 
son  supplément; 

2*  Le  grand  axe  est  égal  à  la  somme  de  ces  deux  droites,  et  le  petit  axe  égal  à  leur  diffé- 
rence. 
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dans  le  cours  de  ce  7®  livre,  des  exemples  de  Tune  et  de  l'autre,  appliquées 
à  une  même  question. 

A  la  suite  de  cette  défînition ,  Pappus  donne  les  titres  des  ouvrages  que 
les  Anciens  avaient  composés  sur  ce  qu'ils  appelaient  le  lieu  résolu.  Ils  com- 
prenaient, sous  ce  mot,  certaines  matières  dont  la  connaissance  est  nécessaire 
à  ceux  qui  veulent  se  mettre  en  état  de  pouvoir  résoudre  les  problèmes.  Ces 
ouvrages  étaient,  pour  la  plupart,  des  exemples  de  leur  Analyse  géome- 
trique;  en  voici  les  titres,  tels  que  les  rapporte  Pappus  :  un  livre  d'Ëuclide, 
des  Données;  deux  livres  d'Apollonius,  de  La  section  de  raison;  deux  de 
La  section  de  l'espace  et  deux  des  Attouchements,  du  même;  trois  livres 
d'Euclide,  des  Porismes;  deux  livres  encore  d'Apollonius,  des  Inclinaisons; 
deux  des  Lieux  plans  et  huit  des  Coniques  ;  cinq  livres  du  vieux  Aristée, 
des  Lieux  solides;  deux  livres  d'Ëuclide,  des  Lieux  à  la  surface;  et  deux 
livres  des  Moyennes  raisons ,  par  Ëratosthène.  A  ce  catalogue  il  faut  ajouter 
les  deux  livres  d'Apollonius,  de  la  Section  détermime,  dont  Pappus  parle 
dans  la  suite. 

De  tous  ces  ouvrages,  il  n'est  venu  jusqu'à  nous  que  les  Données 
d'Ëuclide,  les  sept  premiers  livres  des  Coniques  d'Apollonius,  et  son  traité 
de  la  Section  de  raison.  Mais,  sur  ce  qu'en  a  dit  Pappus,  les  autres  ont 
été  rétablis,  au  XVI®  siècle  et  au  XVII%  par  divers  géomètres,  dans  le  style 
de  la  Géométrie  ancienne. 

§  k%  Le  goût  de  cette  Géométrie,  qui  a  donné  tant  d'éclat  aux  sciences 
mathématiques  jusques  il  y  a  près  d'un  siècle ,  surtout  dans  la  patrie  de 
Newton,  s'est  affaibli  depuis,  et  aurait  presque  disparu,  si  les  géomètres 
italiens  ne  lui  fussent  restés  fidèles.  On  doit,  de  nos  jours,  au  célèbre 
Pergola,  et  à  ses  disciples,  MM.  Bruno,  Flauti,  Scorza,  plusieurs' écrits 
importants  sur  l'Analyse  géométrique  des  Anciens,  qui  s'y  trouve  rétablie 
dans  sa  pureté  originaire. 

Les  ouvrages  que  les  Anciens  avaient  composés  sur  cette  matière,  et 
dont  nous  venons  de  rapporter  les  titres  que  nous  a  laissés  Pappus,  for- 
maient un  système  de  compléments  de  Géométrie,  qui  eussent  hâté  les 
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progrés  de  cette  science^  s'ils  nous  eussent  été  transmis  intacts^  à  la  renais- 
sance des  lettres. 

De  tels  compléments  manquent  à  la  Géométrie  moderne  :  car  on  sent 
qu'eu  égard  à  ses  progrès  et  à  son  état  de  perfectionnement^  ces  complémeiils 
doivent  être  faits  aujourd'hui  sur  des  bases  autres  que  celles  de  Técole 
grecque.  Ils  devront  être  empreints,  surtout,  de  l'esprit  de  simplicité  et 
de  généralité  qui  fait  le  caractère  des  nouvelles  doctrines  de  la  Géo- 
métrie. 

§  43.  Vers  le  même  temps  que  Pappus,  le  géomètre  Serenus  s'acquit        serekus. 
quelque  célébrité  par  un  ouvrage  en  deux  livres,  sur  les  sections  du  cylindre 
et  du  cône  ^,  où  il  démontra,  contre  le  sentiment  de  la  plupart  des  géomè- 
tres de  son  temps,  l'identité  des  ellipses  faites  dans  ces  deux  corps,  qu'il 
suppose  à  base  circulaire  et  scalènes,  c'est-à-dire  obliques. 

On  distingue  dans  le  premier  livre  les  deux  problèmes  suivants,  dont 
les  solutions  sont  d'une  facilité  et  d'une  élégance  qui  ne  laissent  rien  à 
désirer  :  «  Étant  donné  un  cône  oblique,  à  base  circulaire,  coupé  suivant 
une  ellipse,  faire  passer  par  cette  ellipse  un  cylindre  qui  ait  aussi  pour  base 
un  cercle,  sur  le  plan  de  la  base  du  cône  (proposition  20).  »  Et,  récipro- 
quement :  «  Étant  donné  un  cylindre  coupé  suivant  une  ellipse,  etc.  »  (Pro- 
position 21.) 

Serenus  suppose,  comme  Apollonius,  que  le  plan  coupant,  dans  le 
cône,  est  perpendiculaire  au  triangle  par  l'axe  :  et  c'est  ici  le  lieu  de 
remarquer,  puisque  nous  n'allons  plus  trouver,  jusques  aux  temps  mo- 
dernes, d'autre  écrivain  sur  les  coniques,  qu'il  parait  que  les  Anciens 
n'ont  jamais  formé  ces  courbes  que  de  cette  manière  particulière;  c'est- 
à-dire  par  des  plans  perpendiculaires  au  triangle  par  l'axe;  et  que  la  ques- 
tion de  savoir  quelles  courbes  donneraient  d'autres  plans  sécants,  menés 
tout  à  fait  arbitrairement,  n'a  point  été  agitée  par  eux,  ou  du  moins  n'a 
pas  été  résolue.  Peut-être  leur  avait-elle  présenté  des  difficultés  qu'il  était 

*  Halley  a  fait  réimprimer  en  grec  et  en  latin  ces  deux  livres,  &  la  suite  de  son  édition  des 
Coniques  d'Apollonius. 
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réservé  aux  Modernes  de  surmonter.  Nous  verrons  que  ce  fut  Desargues 
qui  eut  le  mérite  de  faire ^  le  premier^  ce  pas  important  dans  la  théorie  des 
coniques^  où  il  fut  imité  immédiatement  par  Pascal^  et  ensuite  par  La  Hire. 

Nous  remarquerons  encore  ici  que  le  cône  à  base  circulaire^  où  les 
Anciens  formaient  leurs  coniques,  esl  resté  complètement  étranger  à  leurs 
spéculations;  tellement  qu'à  Texception  du  théorème  de  la  section  sous- 
contraire,  ils  ne  nous  en  ont  transmis  aucune  propriété.  C'est  seulement 
dans  ces  derniers  temps  qu'on  s'est  occupé  de  cette  matière,  qui  offre  un 
nouveau  champ  de  recherches. 
DiocLÉs.  §  44.  Diodes,  inventeur  de  la  cmoïrfe,  dont  il  se  servit  pour  résoudre 

le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles,  est  de  près  d'un  siècle 
postérieur  à  Pappus.  On  lui  doit  aussi  une  solution ,  par  l'emploi  de  deux 
sections  coniques,  d'un  problème  difficile,  traité  par  Archimède,  où  il 
s'agit  de  mener  un  plan  qui  divise  la  sphère  en  raison  donnée,  mais  dont 
ce  grand  géomètre  n'a  point  laissé  la  construction  qu'il  avait  promise.  La 
question  devant  dépendre  d'une  équation  du  troisième  degré,  et  par  con- 
séquent ne  pouvant  être  construite  que  par  une  section  conique,  ou  une 
courbe  d'un  genre  supérieur,  il  est  probable  qu'Archimède ,  qui  ne  se  sert 
jamais  que  de  la  règle  et  du  compas  pour  la  résolution  de  ses  problèmes, 
n'avait  point  donné  suite  à  cette  question,  après  en  avoir  promis  la  solu- 
tion ^ 

La  construction  de  Dioclès  nous  a  été  conservée  par  Ëutocius,  dans  son 
Commentaire  du  second  livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre,  d' Ar- 
chimède. 
pRocLus,  §  45.  Vers  le  milieu  du  V®  siècle,  un  philosophe  célèbre,  Proclus,  chef 

de  l'école  platonicienne  établie  à  Athènes,  y  cultiva  les  mathématiques,  et 

'  Cette  question  est  la  proposition  5'  du  second  livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre. 
Elle  a  donné  lieu  à  une  Note  très-intéressante  de  M.  Poinsot,  imprimée  dans  le  Commentaire  de 
Peyrard  sur  les  œuvres  d' Archimède,  pag.  4G12,  où  l'on  trouve  l'interprétation  géométrique 
des  deux  racines  étrangères  à  la  question  de  la  sphère.  Ces  racines  se  rapportent  à  une  question 
plus  générale,  qui  comprend  la  sphère  et  riiyperholoïdc  de  révolution. 
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contribua^  par  ses  travaux  et  ses  instructions,  à  en  soutenir  Féclat  encore 
pendant  quelque  temps.  Il  nous  est  resté,  de  ce  géomètre,  un  commentaire 
sur  le  premier  livre  d'Euclide,  qui  contient  des  observations  curieuses,  con- 
cernant rhistoire  et  la  métaphysique  de  la  Géométrie.  On  y  trouve  une  des- 
cription de  Fellipse,  par  le  mouvement  continu  d'un  point  d'une  droite  dont 
les  extrémités  glissent  sur  les  côtés  d'un  angle  ^ 

Parmi  les  philosophes  qui  succédèrent  à  Proclus  dans  son  école,  nous 
citerons,  comme  ayant  rendu  quelques  services  à  la  Géométrie,  Marinus, 
auteur  d'une  préface  ou  introduction  aux  Données  d'Euclide ,  où  il  explique 
la  nature  et  le  genre  d'utilité  de  ces  Données;  et  Isidore  de  Milet,  très- 
savant  dans  la  Géométrie,  la  mécanique  et  l'architecture,  auteur  d'un 
instrument  pour  décrire  la  parabole,  d'un  mouvement  continu,  et  résoudre 
par  là  le  problème  de  la  duplication  du  cube  ;  premier  exemple ,  sans 
doute,  avec  celui  de  la  description  de  l'ellipse  indiquée  par  Proclus,  de  la 
description  organique  des  coniques,  dont  les  Modernes  ont  fait  une  étude 
spéciale.  Cet  instrument,  dont  parle  Eutocius,  ressemblait  à  la  lettre  grecque  h 
Eutocius,  disciple  d'Isidore,  nous  a  laissé  des  commentaires  sur  les  coni- 
ques d'Apollonius  et  sur  quelques  ouvrages  d'Archimède.  Celui  du  second 
livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre  est  précieux  pour  l'histoire  de 
la  science,  parce  qu'il  contient  plusieurs  fragments  de  Géométrie,  des  auteurs 
les  plus  anciens  qui  nous  soient  connus,  et  dont  les  ouvrages  ne  nous  sont 
point  parvenus.  Ces  fragments  sont  relatifs  à  la  solution  du  problème  de  la 
duplication  du  cube,  ou  des  deux  moyennes  proportionnelles.  Nous  avons 
nommé,  au  commencement  de  cette  Epoque,  d'après  cet  ouvrage  d'Eutocius, 
les  géomètres  auxquels  ils  appartiennent.  C'est  en  exposant  la  solution  de 
.  Menechme  qu'Eutocius  parle  de  l'instrument  dont  Isidore  se  servait  pour 
décrire  la  parabole,  d'un  mouvement  continu. 

§  46.  Les  travaux  des  mathématiciens  que  nous  venons  de  nommer 
furent  les  derniers  qui  illustrèrent  l'école  d'Alexandrie.  Les  arts  et  les 
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▼.540. 


Commentaire  sur  la  définition  4'  du  1*^  livre  d'Euclide. 
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sciences  s^affaiblissaient  déjà^  lorsque  FÉgypte  devint  la  conquête  des 
Arabes^  et  que  Fembrasement  de  la  fameuse  Bibliothèque  des  Ptolémées^ 
dépôt  précieux^  depuis  dix  siècles^  de  toutes  les  productions  du  génie  et  de 
Térudition  y  fut  le  signal  de  la  barbarie  et  des  longues  ténèbres  qui  envelop- 
pèrent Fesprit  humain. 

Cependant^  ces  mêmes  Arabes^  après  un  ou  deux  siècles^  reconnurent 
leur  ignorance,  et  entreprirent  eux-mêmes  la  restauration  des  sciences.  Ce 
sont  eux  qui  nous  transmirent  soit  le  texte,  soit  la  traduction  dans  leur 
langue,  des  manuscrits  qui  avaient  échappé  à  leur  fureur  fanatique.  Mais 
c'est  là,  à  peu  près,  la  seule  obligation  que  nous  leur  ayons.  Car  la  Géo- 
métrie, à  Texception  toutefois  du  calcul  des  triangles  sphériques,  resta  sta- 
tionnaire  entre  leurs  mains,  leurs  travaux  se  bornant  à  admirer  et  à  com- 
menter les  ouvrages  grecs,  comme  s'ils  marquaient  le  terme  le  plus  élevé  et 
le  plus  sublime  de  cette  science. 
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§  9.  L^état  de  stagnation  où  languirent  les  lettres^  chez  les  Arabes 
et  les  autres  nations^  après  la  destruction  du  Musée  d^Alexandrie^  dura  près 
de  mille  ans;  et  ce  ne  fut  que  vers  le  milieu  du  XY''  siècle  que  la  Géomé- 
trie, suivant  le  mouvement  général  des  sciences,  reprit  faveur. 

Ses  progrès  furent  lents  d^abord;  mais  néanmoins  les  conceptions  des 
géomètres  ne  tardèrent  point  à  prendre  un  caractère  de  généralité  et  d'abs- 
traction qu'elles  n'avaient  point  encore  eu  jusqu'alors.  Chaque  méthode, 
en  effet,  ne  comportait  rien  de  général,  et  se  bornait  à  la  question  par- 
ticulière qui  y  avait  donné  lieu;  chaque  courbe  connue,  et  le  nombre 
en  était  très-restreint,  avait  été  étudiée  isolément,  par  des  moyens  qui 
lui  étaient  tout  spéciaux,  sans  que  ses  propriétés^  et  les  procédés  qui  y 
avaient  conduit,  servissent  à  découvrir  les  propriétés  d'une  autre  courbe. 
Nous  citerons,  par  exemple,  le  fameux  problème  des  tangentes,  qui  fut 
résolu  pour  quelques  courbes,  telles  que  les  coniques  et  la  spirale  d'Archi- 
méde,  par  des  considérations  profondes,  mais  essentiellement  différentes 
entre  elles,  et  qui  ne  donnaient  aucune  ouverture  pour  la  solution  du  même 
problème  appliqué  à  d'autres  courbes. 
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La  méthode  d^exhaustion ,  qui  reposait  sur  une  idée  mère  tout  à  fait 
générale^  n^ôta  point  à  la  Géométrie  son  caractère  d^étroitesse  et  de  spécia- 
lité^ parce  que  cette  conception  y  manquant  de  moyens  généraux  d'applica- 
tion^ devenait^  dans  chaque  cas  particulier^  une  question  toute  nouvelle^ 
qui  ne  trouvait  de  ressources  que  dans  les  propriétés  individuelles  de  la 
figure  à  laquelle  on  rappliquait.  Cette  méthode  néanmoins  fait  beaucoup 
d'honneur  aux  géomètres  de  FAntiquité^  parce  qu'elle  est  le  germe  d'une 
suite  de  méthodes  de  quadratures  qui  depuis  ont  fait^  dans  tous  les  temps^ 
l'objet  des  travaux  des  plus  célèbres  mathématiciens^  et  dont  le  but  finale 
et  nous  pouvons  dire  le  triomphe^  fut  l'invention  du  calcul  infinitésimal. 

Ces  considérations ,  qui  tendent  à  faire  ressortir  la  différence  du  spécial 
au  général,  du  concret  à  t abstrait ,  qui  distingue  la  Géométrie  jusqu'au 
XV®  siècle,  de  la  Géométrie  postérieure,  nous  portent  à  regarder  cette  pre- 
mière époque  comme  formant  les  préliminaires  de  la  science. 

Le  caractère  de  généralité  et  d'abstraction,  que  prit  ensuite  la  Géométrie, 
s'est  prononcé  de  plus  en  plus  dans  les  époques  suivantes,  et  établit  aujour* 
d'hui  une  différence  immense  entre  la  Géométrie  moderne  et  celle  des 
Anciens. 

§  2.  Les  principales  découvertes  de  la  Géométrie,  à  sa  renaissance,  sont 
dues  à  Viète  et  à  Kepler,  qui  sont,  à  plusieurs  titres,  les  premiers  auteurs  de 
notre  supériorité  sur  les  Anciens.  (  Voir  la  Note  XII.  ) 
«ATc,  Viète,  après  avoir  complété  la  méthode  analytique  de  Platon,  par  l'in- 

vention de  V Algèbre,  ou  logistique  spécieuse,  destinée  à  mettre  cette  méthode 
en  pratique  dans  la  science  des  nombres ,  eut  encore  la  gloire  d'introduire 
cet  instrument  admirable  dans  la  science  de  l'étendue ,  et  d'initier  les  géo- 
mètres, par  une  construction  graphique  des  équations  du  second  et  du 
troisième  degré,  à  l'art  de  représenter  géométriquement  les  résultats  de 
TAIgébre;  premier  pas  vers  une  alliance  plus  intime  entre  l'Algèbre  et  la 
Géométrie,  qui  devait  conduire  aux  grandes  découvertes  de  Descartes,  et 
AeymïT  la  clef  universelle  des  mathématiques. 

ihï  doit  A  Viète  la  doctrine  des  sections  angulaires,  c'est-à-dire  la  con- 
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naissance  de  la  loi  suivant  laquelle  croissent  ou  décroissent  les  sinus  y  ou 
les  cordes  des  arcs  multiples  ou  sous-multiples.  La  première  idée  d'expri- 
mer Faire  d'une  courbe  par  une  suite  infinie  de  termes^  se  trouve  aussi  dans 
les  ouvrages  de  ce  grand  géomètre. 

Viète  n'était  pas  moins  profond  dans  la  Géométrie  pure  des  Anciens  que 
dans  l'Analyse  algébrique.  On  lui  doit  le  traité  d'Apollonius  De  tactionibus^ 
qu'il  a  restitué  sous  le  titre  d'ApoUonius  Gallus.  C'est  là  qu'il  résolut^  le 
premier ,  le  problème  du  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés  dans  un  plan , 
qui  occupait  alors  les  géomètres^  et  leur  présentait  des  difficultés.  Le  célèbre 
Adrianus  Romanus  le  résolvait  par  l'emploi  de  deux  hyperboles;  ce  qui 
était  une  faute  contre  les  règles  d'une  bonne  méthode^  puisque  la  ligne 
droite  seule  devait  suffire  :  aussi  a-t-elle  été  relevée  par  Viète  (Opéra  Vietae, 
pag.  325^  édition  de  Schooten;  1646).  Les  plus  grands  géomètres  ont 
continué^  depuis,  de  s'occuper  de  ce  problème,  et  en  ont  donné  différentes 
solutions,  parmi  lesquelles  on  distingue  celles  de  Descartes,  de  Newton  ^ ,  de 
Th.  Simpson,  de  Lambert,  d'Euler,  de  Fuss. 

Mais  ce  problème  n'a  plus  oiTert  aucune  difficulté  aux  méthodes  récentes, 
qui  en  ont  fourni  des  solutions  incomparablement  plus  élégantes  et  plus 
faciles,  en  théorie  et  en  pratique,  que  toutes  les  autres  ^,  et  il  ne  doit  plus 
aujourd'hui  sa  célébrité  qu'aux  grands  noms  qui  brillent  dans  son  histoire  \ 

'  On  trouve  une  solution  analytique  du  problème  en  question  dans  VAiithmélique  univer- 
selle (prob.  47)9  et  une  solution  purement  géométrique  dans  le  V^  livre  des  Principes  de  ta 
philosophie  naturelle  (lemme  16).  Celle-ci  est  fondée  sur  la  considération  des  deux  hyperboles 
d'Adrianus  Romanus;  mais  Newton  n'a  pas  besoin  de  les  construire,  pour  trouver  leur  point 
d'intersection.  11  détermine  deux  droites  qui  doivent  se  couper  en  ce  point. 

^  On  peut  même  généraliser  la  question,  en  prenant  certaines  sections  coniques  au  lieu  de 
cercles;  elles  constructions  conservent  leur  simplicité  {voir  la  Note  XXVIII,  où  la  question 
analogue  sera  traitée  pour  des  sphères,  et  plus  généralement  pour  des  surfaces  du  second  degré). 

>  M.  Camerer  a  publié  sur  ce  problème,  il  y  a  une  quarantaine  d'années,  un  livre  intéres- 
sant, à  la  suite  duquel  il  a  reproduit  VApollonius  Gallus  de  Viète;  voici  le  titre  de  cet  ouvrage, 
qui  indique  les  différentes  parties  dont  il  se  compose:  ÂpoUoniide  Tactionibus  quœ  supersunt, 
ac  maxime  Lemmata  Pappi  in  hos  libros  grœcè,  nunc  primum  édita  e  codicibus  mscptis,  cum 
Vietœ  librorum  Apollonii  restitutions ,  adjectis  observationibus ,  computationibus ,  ac  proble- 
matis  ApoUomani  historia.  Gothœ,  1795,  in-8*. 
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On  remarque  surtout,  dans  les  écrils  géométriques  de  Vîète,  une  partie 
intitulée  Variorum  de  rébus  mathematicis  responsorum  liber  VIII,  divisée 
en  vingt  chapitres,  dont  les  principaux  traitent  de  la  résolution  des  triangles 
sphériques ,  de  la  duplication  du  cube  et  de  la  quadrature  du  cercle.  Les 
tentatives  des  Anciens,  pour  résoudre  ces  deux  grands  problèmes,  sont  rap- 
portées dans  cet  écrit  avec  une  précision  et  une  supériorité  de  savoir  qui 
font  vivement  regretter  que  les  autres  parties,  qui  ont  dû  le  précéder,  ne 
nous  soient  pas  parvenues. 

La  trigonométrie  sphérique  doit  à  Viète  les  plus  utiles  perfectionnements; 
entre  autres  la  résolution  de  quelques  cas  nouveaux  des  triangles,  qui 
n'avaient  point  eu  d'application  dans  l'astronomie  ;  par  exemple,  celui  où  il 
s'agit  de  trouver  un  angle  par  les  trois  côtés.  Ces  questions ,  qui  complétaient 
la  doctrine  des  triangles  sphériques ,  ont  conduit  Viète  à  l'invention  des  deux 
formules  analytiques  générales  qui  comprennent  tous  les  cas  de  la  trigono- 
métrie sphérique.  Les  deux  autres ,  dont  la  première  était  contenue  virtuelle- 
ment dans  la  trigonométrie  des  Grecs,  sans  être  énoncée  expressément, 
avaient  été  découvertes  par  les  Arabes,  qui  s'étaient  beaucoup  occupés  de 
trigonométrie. 

§  3.  Nous  devons  surtout  remarquer,  dans  la  trigonométrie  de  Viète,  une 
idée  neuve,  et  infiniment  heureuse,  qui  a  un  rapport  direct  avec  les  nou- 
velles doctrines  de  la  Géométrie;  c'est  la  transformation  des  triangles  sphé- 
riques en  d'autres,  dont  les  angles  et  les  côtés  répondent,  d'une  certaine 
manière ,  aux  côtés  et  aux  angles  des  triangles  proposés.  «  Si  des  trois  som- 
»  mets  d'un  triangle  sphérique,  dit-il,  comme  pôles,  on  décrit  des  arcs 
»  de  grands  cercles,  le  triangle  nouveau  qui  en  résultera  sera  réciproque 
»  au  premier  triangle,  tant  par  les  angles  que  par  les  côtés.  »  Hâtons-nous 
de  dire  que  ce  triangle  réciproque  n'est  pas  précisément  le  triangle /notoire 
ou  supplémentaire ,  dans  lequel  les  côtés  sont  les  suppléments  des  angles  du 
triangle  primitif,  et  les  angles,  les  suppléments  des  côtés:  deux  des  côtés  du 
triangle  de  Viète  sont  égaux  aux  angles  du  triangle  proposé,  et  le  troisième 
côté  est  égal  au  supplément  du  troisième  angle.  De  cette  manière,  la  par-* 
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faite  réciprocité  des  deux  triangles  supplémentaires^  d^où  résulte  cette  dualité 
constante  des  propriétés  des  figures  sphériques^  n^a  pas  lieu  dans  les  deux 
triangles  de  Yiète.  Mais  cette  idée  féconde  y  de  transformer  ainsi  les  trian- 
gles  y  pour  certains  cas  de  la  trigonométrie ,  n^en  mérite  pas  moins  d'être 
signalée^  comme  étant  le  premier  pas  de  Fesprit  inventeur  et  le  premier 
g^me  des  méthodes  générales  de  dualisation  actuellement  en  usage. 

Les  géomètres  qui  écrivirent,  après  Viète,  sur  la  Géométrie  sphérique, 
s*emparèrent  de  cette  heureuse  innovation  et  transformèrent  aussi  les  trian- 
gles sphériques,  mais  en  conservant  le  triangle  réciproque  même  de  Viète. 
Tels  sont  Adrien  Metius,  Magini,  Pitiscus,  Neper  et  Gavalieri  ^  Gelli- 
brandy  aussi,  fit  de  ces  transformations;  mais  il  parait  n'avoir  pas  ob- 
servé bien  exactement  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  triangles  corres- 
pondants. 

La  découverte  du  véritable  triangle  supplémentaire,  qui  devait  résulter 
inévitablement  de  la  doctrine  de  transformation  de  Viète,  est  due  à 
Snellius.  Ce  géomètre,  célèbre  à  plusieurs  titres.  Ta  exposée  comme  un 
principe  général  fort  utile,  dont  il  a  montré  les  usages  dans  son  Traité 
de  Trigonométrie,  qui  parut  en  1627,  après  sa  mort.  (Proposition  8  du 
livre  3.) 

C'est  sur  ce  principe  de  Snellius,  considéré  d'une  manière  abstraite,  et 
non  point  seulement  comme  moyen  particulier  de  résoudre  quelques  cas  de 
la  trigonométrie  sphérique,  que  repose  la  loi  de  dualité  de  la  Géométrie  de 
la  sphère,  loi  qui  a  été  connue  depuis  lors,  mais  dont  on  n'a  point  aperçu 
la  haute  importance;  car  elle  n'a  jamais  été  pratiquée  dans  toutes  ses  con- 
séquences, et  d'une  manière  systématique.  Aussi  la  loi  générale  de  dualité 
de  retendue,  c'est-à-dire  cette  double  face  que  présentent  tous  les  phéno- 


*  11  était  difficile  d'apercevoir,  dans  la  trigonométrie  de  Viète ,  les  relations  exactes  qui  ont 
lieu  entre  ces  deux  triangles  réciproques;  mais  elles  sont  présentées  d*une  manière  bien  pré- 
cise, et  qui  ne  laisse  aucun  doute,  par  Neper,  dans  son  Mirifici  logarithmorum  canonis  des- 
€rtjpfto(in-4*,  4614),  et  par  Cavalieri,  d*abord  dans  son  Directorium  générale  uranometricum 
(iii-4*,  1632),  puis  dans  son  Traité  de  Trigonométrie  (in-i"",  4643). 
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mènes  de  l'étendue  figurée,  qu'on  aurait  pu  déduire  immédiatement  de  la 
dualité  des  propositions  sphériques ,  comme  nous  le  ferons  voir  dans  le  cours 
de  notre  cinquième  Époque,  n'a-t-elle  été  aperçue  que  dans  ces  derniers 
temps,  et  par  d'autres  considérations  plus  savantes  et  moins  directes! 
KEPLER,  g  4^  Kepler,  dans  sa  Nouvelle  stéréométrie  *,  introduisit,  le  premier, 

Fusage  de  V infini  dans  la  Géométrie;  idée  profonde,  qui  fut  le  second  ache- 
minement, après  la  méthode  d'exhaustion,  pratiquée  si  habilement  par 
Archimède,  aux  méthodes  infinitésimales.  Il  appliqua  sa  méthode  à  la 
recherche  des  volumes  des  corps  engendrés  par  la  révolution  d'une  conique 
autour  d'une  droite,  située  dans  son  plan;  généralisation  alors  importante, 
et  qui  olTrait  de  grandes  difficultés,  des  problèmes  d'Archimède  sur  les 
conoïdes  et  les  sphéroïdes. 

On  doit  au  même  géomètre  une  remarque  heureuse,  savoir,  que  Faccrois- 
ment  d'une  variable,  de  l'ordonnée  d'une  courbe,  par  exemple,  est  nul  à 
une  distance  infiniment  proche  du  maximum  ou  du  minimum.  Q^eHo^  remarque 
contenait  le  germe  de  la  règle  analytique  de  maximis  et  minimis,  qui  illustra 
Fermât  vingt  ans  plus  tard. 

Nous  devons  citer  encore,  de  Kepler,  sa  belle  méthode  des  projections,  pour 
déterminer,  par  une  construction  graphique,  les  circonstances  des  éclipses  de 
Soleil  pour  les  habitants  de  différents  points  de  la  Terre.  C'était,  deux  cents 
ans  avant  l'invention  de  la  Géométrie  descriptive,  une  application  ingénieuse 
de  la  doctrine  des  projections,  comme  on  ferait  aujourd'hui.  Cette  méthode 
a  été  suivie  par  les  célèbres  astronomes  et  géomètres  Cassini,  Flamsteed, 
Wren,  ilalley,  et  généralisée  par  Lagrange  dans  un  Mémoire  où  il  est 
intéressant  de  voir  avec  quelle  habileté  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique 
analytique  savait  aussi  se  servir  des  procédés  de  la  Géométrie  descriptive, 
vingt  ans  avant  que  cette  production  du  génie  de  Monge  eût  vu  le  jour  ^. 

*  Nwa  stereometria  dotiorunt,  etc.  Accessit  stereometriœ  Arcliimediœsupptementum,m-{oLy 
Lincii,  4615. 

^  Le  Mémoire  de  Lagrange  a  été  lu  à  rAcadcmie  de  Berlin  en  1778,  et  imprimé  en  alle- 
mand dans  les  Éphémérides  de  1781.  H  a  paru,  en  français,  dans  la  Connaissance  des  Temps 
pour  1819. 
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Les  travaux  de  Kepler  ouvrirent  un  vaste  champ  de  spéculations  nouvelles; 
et  si  cette  tête  philosophique  ^  qui  créa  Fastronomie  moderne  ^  eût  appliqué 
davantage  les  forces  de  son  génie  à  la  pure  Géométrie^  cette  science  lui  eût 
dû  certainement  des  progrès  considérables. 

§  5.  Quelques  années  après  que  ce  grand  homme  eut  donné  sa  méthode 
pour  déterminer  les  volumes  des  conoïdes^  une  autre  théorie  célèbre^  de  la 
même  nature  et  destinée  aussi  à  évaluer  les  grandeurs  géométriques  par 
leurs  éléments^  la  Géométrie  des  Indivisibles  de  Cavalieri  (publiée  en  1635), 
vint  enrichir  la  science,  et  marquer  Fépoque  des  grands  progrès  qu'elle  a 
faits  dans  les  temps  modernes.  Cette  méthode,  propre  principalement  à  la 
détermination  des  aires,  des  volumes,  des  centres  de  gravité  des  corps,  et 
quia  suppléé  avec  avantage  pendant  cinquante  ans  au  calcul  intégral,  n^était, 
comme  Ta  fait  voir  Cavalieri  lui-même,  qu'une  application  heureuse,  ou 
plutôt  une  transformation  de  la  méthode  d'exhaustion. 

§  6.  Nous  devons  placer,  entre  les  découvertes  de  Kepler  et  de  Cavalieri , 
la  fameuse  règle  de  Guldin,  qui  remonte,  comme  nous  Favons  dit,  à  Pappus, 
mais  qui  était  inaperçue,  lorsque  Guldin  la  découvrit  à  son  tour,  et  s'en  servit 
pour  résoudre  des  problèmes  difficiles,  rebelles  aux  autres  procédés.  Mais 
cette  méthode  n'était  point  destinée,  comme  celles  de  Kepler  et  de  Cavalieri, 
à  reculer  les  bornes  de  la  Géométrie. 

§  7.  Le  commencement  du  second  tiers  du  XYII^  siècle,  où  nous  arrivons, 
est  Tépoque  des  plus  sublimes  et  des  plus  brillantes  découvertes.  Presque  au 
même  instant  parurent  Descartes ,  Fermât  et  Roberval ,  qui  ouvrirent  des 
voies  nouvelles  aux  spéculations  les  plus  relevées. 

Ces  trois  hommes  illustres  se  partagent  la  gloire  d'avoir  résolu,  chacun 
d'une  manière  diiTércnte,  un  problème  qu'aucun  géomètre  n'avait  encore 
osé  aborder  dans  sa  généralité ,  celui  des  tangentes  aux  lignes  courbes ,  pro- 
blème «  le  plus  beau  et  le  plus  utile  »  que  Descartes  eût  désiré  savoir;  et 
qui,  en  effet,  était  le  prélude  nécessaire  à  l'invention  du  calcul  diffé- 
rentiel. 

Les  anciens  géomètres  définissaient  la  tangente  à  une  courbe,  une  droite 

8 


CAVALIERI, 
1598-1647. 


GULDIN, 
1577-1643. 
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qui  y  ayant  un  point  commun  avec  la  courbe^  est  telle  qu^on  ne  peut  mener  par 
ce  point  aucune  autre  droite  entre  celle-ci  et  la  courbe.  C'est  par  ce  principe 
qu'ils  ont  déterminé  les  tangentes  à  quelques-unes  des  courbes  qu'ils  ont 
connues.  Mais  le  peu  de  ressources  qu'oiïrait  ce  principe  força  les  géomètres 
modernes  d'envisager  les  tangentes  sous  d'autres  points  de  vue.  Ils  les  regar- 
dèrent comme  des  sécantes  dont  les  deux  points  d'intersection  sont  réunis^ 
ou  comme  le  prolongement  des  côtés  infiniment  petits  de  la  courbe  consi- 
dérée comme  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés ,  ou  comme  la  direction  du 
mouvement  composé  par  lequel  la  courbe  peut  être  décrite. 

La  première  manière  fut  celle  de  Descartes  et  de  Fermât^  quoique  leurs 
solutions  fussent  très-différentes  l'une  de  l'autre;  la  deuxième^  qui  est  la  plus 
usitée  maintenant^  a  été  introduite  explicitement  et  définitivement  par 
Barrow^  qui  simplifia  par  cette  idée  la  solution  de  Fermât;  enfin  la  troisième 
est  celle  de  Roberval  ^ 

La  solution  de  Descartes  repose  sur  les  principes  de  sa  nouvelle  Géomé- 
trie^ dont  nous  parlerons  plus  tard^  en  en  faisant  l'origine  de  notre  troisième 
Époque. 

Nous  allons  d'abord  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  travaux  de  Roberval^  de 
Fermât  et  de  quelques  autres  géomètres^  leurs  contemporains^  qui  contri- 
buèrent^ en  même  temps  qu'eux^  aux  progrès  immenses  que  fit  alors  la 
Géométrie  pure  des  Anciens. 
ROBERVAL,  §  8.  Ld  métHodc  de  Roberval^  pour  mener  les  tangentes^  est  basée  sur  la 

doctrine  des  mouvements  composés^  que  Galilée  avait  déjà^  quelques  années 
auparavant^  découverte  et  introduite  dans  la  mécanique^  mais  sans  en  faire 
d'application  à  la  Géométrie. 

Roberval  énonce  distinctement  en  ces  termes  son  principe  : 

«  Règle  générale.  Par  les  propriétés  spécifiques  de  la  ligne  courbe  (qui 

'  Depuis  lors,  Mac-Laurin  a  repris  la  définition  des  Anciens  dans  soti  Traité  des  Fluxions, 
comme  étant  la  plus  conforme  h  la  rigueur  géométrique  qu'il  voulait  y  observer;  et  Lagrange 
Tadopta  aussi,  comme  principe  de  sa  belle  théorie  de  Posculation  des  courbes,  dans  son  Traité 
des  fondions  analytiques. 
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vous  seront  données)^  examinez  les  divers  mouvements  qu'a  le  point  qui  la 
décrit  à  Fendroit  où  vous  voulez  mener  la  touchante  :  de  tous  ces  mouve- 
ments^ composés  en  un  seul^  tirez  la  ligne  de  direction  du  mouvement  com- 
posé; vous  aurez  la  touchante  de  la  ligne  courbe.  » 

Cette  méthode  présente^  quant  au  principe  métaphysique^  une  analogie 
remarquable  avec  celle  des  Fluxions^  que  Newton  créa  longtemps  après. 
Hais  elle  n'eut  pas^  entre  les  mains  de  Roberval^  toutes  les  conséquences  dont 
elle  était  susceptible^  et  dont  Thonneur  était  réservé  à  Newton ,  parce  que 
le  secours  d'un  procédé  analytique  uniforme^  propre  à  la  mettre  en  pra- 
tique^ manquait  alors.  Néanmoins  la  conception  de  Roberval  y  neuve  sous 
plusieurs  rapports^  et  vraiment  philosophique^  assure  à  ce  géomètre  une 
place  distinguée  dans  l'histoire  des  découvertes  mathématiques. 

Son  principe^  en  effets  créait  une  nouvelle  manière  de  considérer  les 
grandeurs^  et  d'en  découvrir  les  relations.  Dans  la  Géométrie^  jusque-là^ 
on  avait  supposé  les  grandeurs  déjà  formées^  pour  les  comparer  entre  elles 
ou  avec  leurs  parties.  Roberval^  remontant  à  la  génération  des  quantités^ 
introduisait  dans  la  Géométrie  les  puissances  qui  les  engendrent;  et^  des 
rapports  entre  ces  puissances ,  il  déduisait  ceux  qui  ont  lieu  entre  les  quan- 
tités elles-mêmes.  La  puissance  à  laquelle  il  attribuait  la  formation  des  gran- 
deurs est  le  mouvement. 

Les  Anciens  avaient  connu  la  composition  des  mouvements^  ainsi  que 
nous  le  voyons  dans  les  questions  mécaniques  d'Aristote  *  :  de  plus^  ils 
l'avaient  appliquée  à  la  Géométrie^  pour  concevoir  la  génération  de  certaines 
courbes.  La  manière  dont  Archimède  décrivait  sa  spirale^  par  la  composition 
du  mouvement  circulaire  el  du  mouvement  rectiligne^  et  la  description  de  la 

'  Palet  igitur,  quoliescumque  aliquid  fer  diameU*um  duplice  vi,  in  diversa  tendente,  impel- 
ktur,  iUud  necessario  ferri  secundum  rationem  laterum.  Quœst.  mechan.,  cap.  II. 

Aristote  revient  sur  ce  principe  dans  sa  25'  question,  pour^ montrer  que,  selon  que  les 
directions  des  deux  mouvements  composants  fout  un  angle  plus  grand  ou  plus  petit ,  la  quantité 
et  1«  direction  du  mouvement  résultant  peuvent  devenir  très-différentes. 

Le  célèbre  philosophe  parle  encore  assez  distinctement  du  même  principe,  au  chap.  VlU  du 
ii*  livre  de  sa  Métaphysique, 
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spirale  sphériquc  de  Pappus  en  sont  des  preuves.  Mais  ces  géomètres  n'appli- 
quèrent ces  considérations  de  mouvement  qu'à  quelques  courbes  particu- 
lières, et  n'eurent  point  l'idée  d'en  faire,  comme  Roberval,  un  principe  de 
génération  de  toutes  les  courbes,  et  surtout  n'en  firent  point  usage  pour 
découvrir  leurs  propriétés. 

Cette  circonstance,  que  la  méthode  de  Roberval  comportait  la  plus  grande 
généralité  à  une  époque  où  la  Géométrie  se  réduisait  encore  à  l'étude  par- 
ticulière de  quelques  courbes,  considérées  individuellement,  mérite  d'être 
remarquée.  C'est  l'un  des  premiers  exemples  du  passage  des  idées  concrètes 
aux  idées  abstraites  dans  la  science  de  l'étendue. 

On  a  fait  quelques  fausses  applications  de  la  méthode  de  Roberval,  en 
observant  mal  le  principe  de  la  composition  des  mouvements,  comme  il  est 
arrivé  aussi  quelquefois  dans  des  questions  de  mécanique.  Mais  ces  faits 
d'inattention  ne  portent  aucune  atteinte  à  la  méthode,  dont  la  règle  est 
énoncée  par  Roberval  d'une  manière  sûre,  quoique  démontrée  d'un  style 
peu  facile  :  les  treize  applications  qu'en  fait  l'auteur,  à  des  courbes  très- 
différentes  *,  sont  parfaitement  exactes. 

La  conception  de  Roberval  était  à  la  hauteur  de  celles  de  Descartes  et 
de  Fermât,  auxquelles  elle  ne  le  cédait  que  parce  que  celles-ci  s'étaient 
aidées  du  secours  puissant  de  l'Analyse,  sans  lequel  elles  seraient  restées 
stériles.  Roberval  avait  su  apprécier  cet  avantage,  sur  la  sienne,  des  mé- 
thodes de  ses  deux  illustres  rivaux.  Le  jugement  qu'il  porta  à  ce  sujet, 
dans  une  lettre  adressée  à  Fermât,  nous  paraît  pouvoir  être  confirmé. 
Roberval,  après  avoir  parlé  de  diverses  applications  de  sa  méthode,  ajoute  : 
«  Elle  n'est  pas  inventée  avec  une  si  subtile  et  si  profonde  Géométrie  que 
»  la  vôtre,  ou  celle  de  M.  Descartes,  et  partant  elle  parait  avec  moins 

*  La  parabole,  rhyperboIe,J'cIIipsc,  la  conchoïde  de  Nicomède;  diverses  autres  eonchoïdes; 
le  limaçon  de  Pascal;  la  spirale  d'Archimède;  la  quadratrice  de  Dinostrale;  la  cissoïde  de  Dioclcs; 
la  cycloîde,  la  compagne  de  la  cycloïde,  et  la  parabole  de  Descartes  (courbe  du  troisième  degré, 
que  Descartes  engendrait  d'un  mouvement  continu,  et  dont  il  faisait  usage  dans  sa  Géométrie , 
pour  la  construction  des  équations  du  sixième  degré). 
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»  d'artifice;  en  récompense  elle  me  semble  plus  simple^  plus  naturelle  et 
»  plus  courte;  de  sorte  que^  pour  toutes  les  touchantes  dont  j'ai  parlé,  il 
»  ne  m'a  pas  même  été  besoin  de  mettre  la  main  à  la  plume.  »  {OEuvres 
dî  Fermât,  pag.  165.) 

§  9.  Roberval  fut  encore  l'émule  de  Fermât  dans  toutes  les  questions 
des  dimensions  des  figures,  et  de  leurs  centres  de  gravité,  qui  touchaient 
de  si  près  au  calcul  intégral  actuel.  Il  avait  imaginé,  pour  résoudre  ces 
questions,  une  méthode  analogue  à  celle  de  Gavalieri,  mais  qu'il  présentait 
sous  UD  point  de  vue  plus  conforme  à  la  rigueur  géométrique.  Il  intitula 
cette  méthode,  qu'il  avait  puisée,  dit-il,  dans  une  lecture  approfondie  des 
ouvrages  d'Archimède,  Traité  des  Indivisibles.  Il  paraît  certain  qu'il  la 
possédait  avant  que  Gavalieri  eût  publié  la  sienne,  qu'il  la  gardait  in  petto, 
dans  la  vue  de  se  procurer  une  supériorité  flatteuse  sur  ses  rivaux,  par  la 
difficulté  des  problèmes  qu'elle  le  mettait  en  état  de  résoudre.  Il  en  résulta 
que  tout  l'honneur  d'une  aussi  utile  découverte  resta  à  Gavalieri  ^ 

§10.  La  solution  de  Fermât,  pour  les  tangentes  des  courbes,  repose        fermât, 
sur  les  mêmes  principes  que  sa  belle  méthode  De  maximis  et  minimis ,  où 
il  introduisait,  pour  la  première  fois,  l'infini  dans  le  calcul,  comme  Kepler 
l'avait  introduit  dans  la  Géométrie  pure.  Aussi  cette  méthode  a  fait  regarder 
Fermât  comme  le  premier  inventeur  du  calcul  infinitésimal. 

Le  passage  suivant,  extrait  du  Calcul  des  fomtionSy  de  l'illustre  Lagrange, 
fait  connaître,  d'une  manière  claire  et  précise,  l'esprit  et  le  mécanisme  des 
procédés  de  Fermât,  et  le  lien  qui  les  unit  aux  nouveaux  calculs  :  «  Dans 
sa  méthode  De  maximis  et  minimis,  il  égale  l'expression  de  la  quantité 
dont  on  recherche  le  maximum  ou  le  minimum ,  à  l'expression  de  la  même 
quantité  dans  laquelle  l'inconnue  est  augmentée  d'une  quantité  indéterminée. 
Il  fait  disparaître  dans  cette  équation  les  radicaux  et  les  fractions,  s'il  y 

*  Le  Traité  des  Indivisibles  ne  parut,  ainsi  que  la  plupart  des  autres  ouvrages  de  Roberval, 
que  près  de  vingt  ans  après  sa  mort,  dans  le  recueil  intitulé:  Divers  ouvrages  de  mathématiques 
fi  de  physique,  par  MM.  de  l'Académie  royale  des  sciences;  in-fol.,  1093;  puis  en  1730,  dans 
le  tome  VI  des  anciens  Mémoires  de  l* Académie  des  sciences. 


f590-  1663. 
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en  a  ^  et  après  avoir  effacé  les  termes  communs  dans  les  deux  membres  ^ 
il  divise  tous  les  autres  par  la  quantité  indéterminée  qui  se  trouve  les  mul- 
tiplier; ensuite  il  fait  cette  quantité  nulle  ^  et  il  a  une  équation  qui  sert  à 
déterminer  Finconnue  de  la  question.  Or^  il  est  facile  de  voir  au  premier 
coup  d'œil  que  la  règle  déduite  du  calcul  différentiel  ^  qui  consiste  à  égaler 
à  zéro  la  différentielle  de  Texpression  qu^on  veut  rendre  un  maximum  ou 
un  minimum,  prise  en  faisant  varier  Finconnue  de  cette  expression^  donne 
le  même  résultat^  parce  que  le  fond  est  le  méme^  et  que  les  termes  qu'on 
néglige  comme  infiniment  petits  dans  le  calcul  différentiel  ^  sont  ceux  qu'on 
doit  supprimer  comme  nuls  dans  le  procédé  de  Fermât.  Sa  méthode  des 
tangentes  dépend  du  même  principe.  Dans  Téquation  entre  Fabscisse  et 
Fordonnée,  qu'il  appelle  la  propriété  spécifique  de  la  courbe^  il  augmente 
ou  diminue  Fabscisse  d'une  quantité  indéterminée ,  et  il  regarde  la  nouvelle 
ordonnée  comme  appartenant  à  la  fois  à  la  courbe  et  à  la  tangente  ^  ce  qui 
fournit  une  équation  qu'il  traite  comme  celle  d'un  cas  de  maximum  ou  de 
minimum.  On  voit  encore  ici  l'analogie  de  la  méthode  de  Fermât  avec  celle 
du  calcul  différentiel  ;  car  la  quantité  indéterminée  dont  on  augmente 
l'abscisse^  répond  à  la  différentielle  de  celle-ci ,  et  l'augmentation  corres- 
pondante de  l'ordonnée  répond  à  la  différentielle  de  cette  dernière.  Il  est 
même  remarquable  que  dans  l'écrit  qui  contient  la  découverte  du  calcul 
différentiel,  imprimé  dans  les  Actes  de  Leipzig  du  mois  d'octobre  1684, 
sous  le  titre  :  Nova  methodus  pro  maximis  et  minimis,  etc.,  Leibnitz  appelle 
la  différentielle  de  l'ordonnée  une  ligne  qui  soit  à  l'accroissement  arbitraire 
de  l'abscisse  comme  l'ordonnée  à  la  soutangente  ;  ce  qui  rapproche  son 
analyse  de  celle  de  Fermât  ^  » 


'  Dans  le  jugement  qu'il  a  porté  rëcemment  sur  cette  grande  question,  M.  Poisson  n'a  pas 
été  tout  à  fait  aussi  absolu  que  Lagrange.  L'impartialité  que  nous  devons  apporter  sur  ce  point 
historique,  où  il  s'agit  de  faire  remonter  à  Fermât  l'honneur  d'une  invention  qui  a  répandu 
tant  de  gloire  sur  l'Angleterre  et  rAllemagne ,  nous  a  fait  un  devoir  de  rapporter  ici  les  paroles 
de  M.  Poisson,  qui  d'ailleurs  font  connaître,  de  la  manière  la  plus  lumineuse,  le  principe  de 
la  méthode  de  Fermât,  et  la  nuance  précise  qui  existe  entre  elle  et  riiivcntion  de  Lcibnii. 
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L'opinion  de  Lagrange^  sur  la  part  qu'on  doit  donner  à  Fermât  dans 
rinvention  des  nouveaux  calculs  ^  a  été  celle  aussi  de  ses  illustres  confrères 
Laplaceet  Fourier;  elle  avait  déjà  été  émise  ^  dans  un  temps  où  Ton  n'avait 
pas  encore  songé  à  revendiquer  pour  Fermât  la  gloire  qui  lui  est  due  y  par 
d'Alembert  ^,  qui  a  écrit  avec  tant  de  profondeur  et  de  sagacité  sur  la 
métaphysique  de  la  Géométrie^  et  même  par  Buiïon  ^,  traducteur  du  Traité 
des  Fluxions^  et  admirateur  enthousiaste  du  grand  Newton, 

§  H,  Fermât  fut,  avec  Pascal,  Finventeur  du  calcul  des  probabilités, 
TuDe  des  plus  belles  productions  du  XVII^  siècle. 

Il  fut  sans  égal  dans  la  théorie  des  nombres,  où  il  possédait  sans  doute 

» 

A  Fermât  ndëe  philosophique;  à  Leibniz  Tinstrument  indispensable  pour  la  mettre  en  pra- 
tique. 
«  A  mesure  qu*une  grandeur  s'approche  de  son  maximum  ou  de  son  minimum,  elle  varie 
de  moins  en  moins,  et  sa  différentielle  s'évanouit  lorsqu'elle  atteint  Tune  ou  Fautre  de  ces 
valeurs  extrêmes.  En  partant  de  ce  principe,  Fermât  eut  Theureuse  idée,  pour  déterminer 
le  maximum  ou  le  minimum  d'une  quantité,  d  attribuer  k  la  variable  dont  elle  dépend, 
on  accroissement  infiniment  petit,  et  d'égaler  h  zéro  l'accroissement  correspondant  de  cette 
quantité,  préalablement  réduit  au  même  ordre  de  grandeur  que  celui  de  la  variable.  C'est 
de  cette  manière  qu'il  détermina  la  route  de  la  lumière  au  passage  d'un  milieu  dans  un 
autre,  en  supposant,  d'après  la  théorie  qu'il  avait  adoptée,  que  le  temps  de  ce  trajet  doit 
être  on  minimum.  Lagrange  le  considère,  pour  cette  raison,  comme  le  premier  inventeur 
du  calcul  différentiel;  mais  ce  calcul  consiste  dans  un  ensemble  de  règles  propres  h  trouver 
immédiatement  les  différentielles  de  toutes  les  fonctions,  plutôt  que  dans  l'usage  qu'on  fera 
de  ces  variations  infiniment  petites,  pour  résoudre  telle  ou  telle  espèce  de  problèmes;  et  sous 
ce  rapport,  la  création  du  calcul  différentiel  ne  remonte  pas  au  delà  de  Leibnitz,  auteur  de 
l'algorithme  et  de  la  notation  qui  ont  généralement  prévalu,  dès  l'origine  de  ce  calcul,  et 
auxquels  l'analyse  infinitésimale  est  principalement  redevable  de  ses  progrès.  »  (Mémoire 
9^r  k  calcul  des  variations,  par  M.  Poisson,  lu  à  l'Académie  le  10  novembre  1851,  publié  dans 
le  tome  XII  des  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences.) 

*  <  On  doit  à  Descartes  l'application  de  l'Algèbre  &  la  Géométrie,  sur  laquelle  le  calcul 
différentiel  est  fondé,  et  h  Fermât  la  première  application  du  calcul  aux  quantités  différen- 
tielles,  pour  trouver  les  tangentes;  la  Géométrie  nouvelle  n'est  que  cette  dernière  méthode 
(Aiéralisée.  »  (Art.  Géométrie  de  V Encyclopédie.) 

'  <  Fermât  trouva  moyen  de  calculer  l'infini,  et  donna  une  méthode  excellente  pour  la 
résolution  des  plus  grands  et  des  moindres;  cette  méthode  est  la  même ,  h  la  notation  près,  que 
ttlle  dont  on  se  sert  encore  aujourd'hui;  enfin ,  cette  méthode  était  le  calcul  différentiel  si  son 
auteur  l'eât  généralisée.  »  (Préface  de  la  traduction  de  la  Méthode  des  Fluxions  de  Newton.) 
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une  méthode  simple  qui  nous  est  encore  inconnue^  malgré  les  grands  per- 
fectionnements qu'a  reçus  l'Analyse  indéterminée;  car  les  beaux  théorèmes 
dont  il  ne  nous  a  laissé  que  les  énoncés^  et  qui  depuis  ont  occupé  les  plus 
célèbres  géomètres,  n'ont  été  démontrés  que  successivement,  à  grande  peine 
et  par  des  méthodes  diverses. 

Malgré  sa  prédilection  pour  ces  recherches  numériques ,  Fermât  enrichit 
aussi  la  Géométrie  de  belles  découvertes. 

A  l'instar  d'Archimède,  qui  avait  donné  la  quadrature  de  la  parabole, 
il  carra  les  paraboles  de  tous  les  ordres  ;  il  détermina  les  volumes  et  les 
centres  de  gravité  des  paraboloïdes,  et  de  plusieurs  autres  solides;  et  il 
découvrit  les  propriétés  d'une  spirale,  différente  de  celle  d'Archimède.  Il  alla 
encore  au  delà  de  ce  prince  des  géomètres  de  l'Antiquité,  en  résolvant,  par 
une  méthode  purement  géométrique  et  fort  analogue  à  la  méthode  d'exhaus- 
tion,  une  question  dont  Archimède  n'avait  point  laissé  de  traces,  et  que 
Descartes  avait  jugée  au-dessus  des  efforts  de  l'esprit  humain,  la  rectifica- 
tion absolue  de  la  parabole  cubique  et  de  quelques  autres  courbes  (De 
lineanim  curvarum  cum  lineis  redis  comparatione.  OEuvres  de  Fermât, 
pag.  89);  mais,  ce  travail  n'ayant  été  publié  qu'en  4660,  Fermât  fut  de- 
vancé dans  la  gloire  de  cette  grande  découverte,  la  rectification  d'une  ligne 
courbe,  par  Neil  et  Van  Heuraet. 

C'était  sa  méthode  De  maximis  et  minimis  qui  mettait  Fermât  en  état  de 
résoudre  la  plupart  de  ces  grandes  questions.  L'une  des  plus  belles  applica- 
tions qu'il  en  fit,  fut  relative  au  phénomène  de  la  réfraction  de  la  lumière, 
qui  avait  élevé  entre  lui  et  Descartes  un  démêlé  célèbre.  Sa  solution  fut  la 
conflrmation  de  la  règle  trouvée  par  son  illustre  antagoniste,  qu'il  avait 
combattue  jusque-là.  Cette  solution  parut  si  belle,  qu'elle  lui  fit  partager 
avec  Descaries  la  gloire  d'avoir  agrandi  le  domaine  de  la  Géométrie,  en 
introduisant  cette  science  dans  l'étude  des  phénomènes  de  la  nature. 

§  12.  Fermât  excella  aussi  dans  cette  autre  partie  de  la  Géométrie,  qui 
se  rapporte  à  l'Analyse  géométrique  des  Anciens,  et  que  nous  avons  appelée 
la  Géométrie  d'Apollonius. 
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Il  rétablit  les  lieux  plans  de  ce  géomètre  suivant  les  énoncés  laissés  par 
Pappus.  Il  annonçait^  dans  une  lettre  adressée  à  Roberval^  quMI  en  avait 
trouvé  beaucoup  d^autres^  très-beaux  et  dignes  de  remarque;  mais  les  deux 
livres  d'Apollonius  seuls  ont  été  imprimés^  et  nous  sont  connus. 

11  apprit  à  trouver  les  lieux  plans  ou  solides^  par  une  méthode  analy- 
tique et  générale^  et  à  se  servir  de  cette  méthode  pour  la  construction  des 
problèmes  par  les  lieux.  C'était  la  méthode  des  coordonnées  de  Descartes^ 
que  Fermât  avait  lui-même  conçue  avant  que  le  célèbre  philosophe  eût  mis 
au  jour  sa  Géométrie. 

Fermât  étendit  ensuite  cette  doctrine  à  la  question  difficile  de  la  con- 
struction des  problèmes  géométriques  en  général^  par  les  courbes  les  plus 
simples.  C'est  dans  ses  recherches  sur  le  degré  des  courbes  nécessaires  à  la 
construction  d'une  équation  quelconque,  qu'il  fut  conduit  à  ce  principe 
général;  que  Jacques  Bernoulli  démontra  depuis  dans  les  Actes  de  Leipzig 
de  1688,  en  reprochant  à  la  Géométrie  de  Descartes  de  l'avoir  omis; 
savoir  :  qu'il  suffit  toujours  que  le  produit  des  dimensions  des  courbes  qu'on 
emploie  ne  soit  pas  moindre  que  le  degré  de  l'équation  ^. 

§  13.  Dans  son  traité  De  contactibus  sphœricis,  Fermât  résolut  le 
premier,  et  complètement,  les  problèmes  sur  les  contacts  des  sphères, 
comme  Viète  avait  fait,  pour  les  contacts  des  cercles,  dans  son  Apollonius 
Gollus. 

Cette  question  lui  avait  été  proposée  par  Descartes,  qui  dit,  dans  ses 
lettres,  l'avoir  résolue  par  la  ligne  droite  et  le  cercle;  mais  sa  solution  ne 
nous  est  point  parvenue. 

Le  travail  de  Fermât  est  complet,  et  écrit  d'un  style  pur  qui  en  fait 
on  modèle  de  bonne  Géométrie.  Nous  devons  dire  pourtant  qu'on  a  fait 
beaucoup  mieux  dans  ces  derniers  temps  *.  Voici  sous  quel  rapport  :  ce 

*  Desolutione  problemalum  geometricorum  per  curvas  sitnplicissimas,  etc.  Opéra  varia , 
m- HO. 

*  On  n*avait  point,  jusqu'au  commencement  de  ce  siècle,  d'autre  traité  du  contact  des 
sphères  que  celui  de  Fermât.  A  cette  époque,  cette  question  fixa  l'attention  de  quelques  dis- 

9 
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traité  contient^  outre  le  problème  principal  de  la  sphère  tangente  à  quatre 
sphères  données^  quatorze  autres  problèmes  qui;  au  fond^  sont  des  cas 
particuliers  de  celui-là  ^  mais  que  Ton  est  obligé  de  résoudre  successive- 
ment, en  s'élevant  de  l'un  à  l'autre,  pour  arriver  enfin,  par  cette  voie 
progressive,  au  problème  final,  dont  la  solution  est  élégante  et  facile, 
mais  ne  comprend  pas  celles  des  cas  particuliers  de  la  question,  et  se 
ramène ,  au  contraire ,  à  Tun  de  ces  cas  particuliers.  La  Géométrie  moderne 
procède  difîéremment  :  elle  donne  tout  d'un  coup  la  solution  du  problème 
général  ;  et  cette  solution  s'applique  à  tous  ces  cas  particuliers,  par  lesquels 
Fermât  avait  dû  passer.  On  conçoit  tout  ce  qu'a  de  satisfaisant  une  telle 
généralité  de  conception  et  de  méthode,  et  l'on  y  reconnaît  de  véritables 
progrès  dans  la  science.  Qu'on  nous  permette  d'ajouter  que  l'on  peut,  sous 

GÎples  de  Monge,  qui  renvisagèrent  sous  un  point  de  Tue  nouveau,  se  ressentant  déjà  delà 
génëralité  de  méthodes  et  de  conceptions  qui  fait  le  caractère  de  la  Géométrie  de  cet  illustre 
maître.  Ces  premiers  essais  furent  consignés  en  partie  dans  le  second  numéro  du  i*'Tolume 
de  la  Correspondance  polytechnique;  une  courte  analyse  d'un  Mémoire  de  M.  Ch.  Dupin,  qui 
devait  les  compléter,  parut  plus  tard  dans  le  même  recueil  (tom.  II,  pag.  420);  elle  est  de 
nature,  par  les  résultats  élégants  et  nouveaux  qu'elle  contient,  i  faire  regretter  vivement  que 
ce  célèbre  académicien  n'ait  pas  publié  son  travail.  On  doit  à  M.  Gaultier,  professeur  au  Con- 
servatoire des  Arts  et  Métiers,  d'avoir  repris  cette  question ,  qu'il  a  traitée  avec  une  généralité 
tout  k  fait  nouvelle  et  satisfaisante.  Des  méthodes  plus  récentes  ont  encore  donné  un  nouveau 
degré  de  simplification  à  cette  matière.  Les  unes  sont  purement  descriptives,  c'est-i-dire 
qu'elles  ne  considèrent  aucune  relation  de  longueur  de  lignes  ;  et  ce  sont  les  plus  générales  et 
les  plus  simples.  Parmi  les  autres,  qui  exigent  la  mesure  et  la  composition  de  certains  rapports 
de  lignes,  on  distingue  celles  que  le  célèbre  Pergola  et  son  savant  disciple  M.  FlauU  ont 
données  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  Naples.  {Voir  aussi  la  Cèeomeîria  di 
sito  de  M.  Flauti,  seconde  édition,  ann.  1821,  p.  156.) 

La  question  de  la  sphère  tangente  à  quatre  autres  est  l'une  de  celles  où  la  Géométrie  a  eu 
pendant  longtemps  l'avantage  sur  l'Analyse.  Euler  en  avait  présenté,  en  1779,  à  l'Académie 
de  Pétersbourg,  deux  solutions  analytiques,  qui  ne  parurent  qu'au  commencement  de  ce 
siècle,  dans  le  Recueil  de  cette  Académie  pour  les  années  1807-1808  (imprimé  en  1810). 
Carnot  déjà  en  avait  indiqué  une  solution  analytique  dans  sa  Géométrie  de  position  (p.  416), 
mais  sans  effectuer  les  développements  qui  l'auraient  conduite  une  équation  du  second  degré. 
Ce  fut,  de  nos  jours,  M.  Poisson  qui  résolut,  le  premier,  complètement  cette  question  par  le 
calcul.  {Bulletin  de  la  Société  philomatique ,  ann.  1812,  pag.  141.)  Peu  de  temps  après, 
MM.  Binet  et  Français  en  ont  donné  aussi  des  solutions  analytiques  différentes  (17*  Cahier  da 
Journal  de  l'École  polytechnique,  et  tom.  III  des  Annales  de  Mathétnatiques). 
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UD  autre  point  de  vue^  apporter  uiie  nouvelle  swte  de  généralisation  dans 
cette  matière^  en  substituant  aux  quatre  sphères  quatre  surfaces  du  second 
degré  semblables  entre  elles^  et  plus  généralement  encore  quatre  surfaces 
da  second  degré  quelconques^  pourvu  qu'elles  soient  inscrites^  toutes  les 
quatre^  à  une  même  surface  du  même  degré  ;  et  Ton  fait  voir  que  ce  pro- 
blème et  sa  solution  comprennent^  comme  corollaire^  le  cas  des  quatre 
sphères.  (Voir  la  Note  XXVIII.) 

Cette  comparaison  de  la  solution  de  Fermât  aux  solutions  modernes  ne 
paraîtra  peut-être  pas  déplacée  ici^  comme  montrant  bien  la  nature  des 
progrès  que  la  Géométrie  a  faits ^  et  de  ceux  auxquels  elle  doit  tendre^  même 
dans  les  questions  où  Ton  se  borne  trop  souvent  à  admirer  les  productions 
des  grands  géomètres^  sans  oser  supposer  que  la  perfectibilité  de  la  science 
puisse  leur  porter  atteinte. 

§  li.  Fermât  avait  commencé  et  promis  la  restitution  des  porismes 
d'Euclide^  en  donnant  à  ce  mot  un  sens  autre  que  celui  qui  a  été  géné- 
ralement adopté  depuis^  d'après  R.  Simson.  Si  le  célèbre  géomètre  écos- 
sais a  deviné  et  rétabli  la  forme  des  énoncés  des  porismes^  Fermât  avait 
peut-être  aussi  pénétré^  et  non  moins  heureusement^  dans  ce  mystère^  en 
coDcevant  le  but^  la  destination  et  la  haute  utilité  qu'Euclide  avait  assignés 
à  son  Traite  des  Porismes.  Mais  Fermât  s'exprime  à  ce  sujet  si  succincte- 
ment, qu'il  a  peut-être  fallu  trouver  a  priori  les  idées  et  les  intentions  que 
oous  croyons  apercevoir  dans  sa  manière  de  considérer  les  porismes;  et 
Dous  devons  remettre  à  un  autre  moment  le  développement  de  notre  opinion 
sur  ce  sujet. 

Cinq  théorèmes  que  Fermât  a  laissés,  comme  exemple  ou  spécimen  des 
porismes,  nous  font  regretter  qu'il  n'ait  pas  donné  suite  à  son  travail. 
Le  troisième  surtout  aurait  mérité  de  fixer  l'attention  des  géomètres, 
comme  étant  certainement  l'un  des  plus  beaux  et  des  plus  féconds 
de  toute  la  théorie  des  coniques.  C'est  en  effet  précisément  le  fameux 
théorème  de  Desargues,  sur  l'involution  de  six  points,  si  connu  dans 
la  Géométrie  récente.  Un  autre  porisme,  que  Fermât  avait  proposé  de 
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démontrer  à  Wallis^  est  un  corollaire  de  ce  théorème  général^  appliqué  à 
la  parabole  ^ 

Non-seulement  Fermât  avait  promis  la  restitution  des  trois  livres  des 
porismes  d'Euclîde,  mais  il  devait  étendre  cette  doctrine  au  delà  des  bornes 
que  le  géomètre  grec  s'était  posées,  et  l'appliquer  aux  sections  coniques 
et  à  toutes  sortes  d'autres  courbes.  Il  y  avait  découvert,  dit-il ,  des  choses 
ignorées  et  admirables  ^.  Loin  de  penser,  comme  Simson,  que  cette  promesse 
était  téméraire,  nous  croyons  y  voir  un  indice  que  Fermât  avait  compris 
la  vraie  doctrine  d'Euclide,  et  avait  su  en  découvrir  toute  la  portée  et  la 
fécondité. 
PASCAL,  §  15-  Dans  le  même  temps,  Pascal,  saisissant  avec  sa  pénétration  accou- 

1023- IG08       tumée  l'esprit  de  la  méthode  des  indivisibles  de  Cavalieri,  en  démontrait 

toute  la  rigueur  et  se  l'appropriait,  en  l'appliquant  d'une  manière  générale 
aux  questions  difficiles  des  surfaces,  des  volumes  et  des  centres  de  gravité 
des  corps.  Ces  recherches,  qui  offrent  un  monument  précieux  de  la  force  de 
l'esprit  humain,  touchaient  de  près  au  calcul  intégral;  elles  sont  le  lien  entre 
Archimède  et  Newton. 

Avec  le  secours  de  cette  méthode,  Pascal  surpassait  les  plus  célèbres  géo- 
mètres dans  la  recherche  des  propriétés  de  la  cycloïde. 

*  R.  Simson  a  emprunté  de  Fermât  ces  deux  belles  propositions,  et  les  a  démontrées,  la 
première  dans  son  Traité  des  Porismes,  sous  le  n°  81,  et  Tune  et  l'autre  dans  son  Traité  des 
sections  coniques  ^  livre  5%  propositions  iâ  et  19.  La  seconde,  celle  qui  concerne  la  parabole,  a 
aussi  été  reproduite  par  Ozanam,  dans  son  Dictionnaire  de  mathématiques  y  à  Tart.  Porismes. 

^  Imo  et  Euclidem  ipsum  promovebimus  et  porismata  in  coni  sectionibus  et  aliis  quibus- 
cumque  curvis  mirabilia  sanè,  et  hactenus  ignota  detegemus.  (Varia  opéra  Matheraatica« 
pag.  ii9.) 

Cette  promesse,  que  le  jugement  sûr  et  le  noble  caractère  de  l'auteur  ne  nous  permettent  pas 
de  regarder  comme  exagérée,  nous  montre  combien  la  Géométrie  est  intéressée  à  la  découverte 
des  manuscrits  de  Fermât,  dont  l'Analyse,  plus  particulièrement  jusqu'ici,  avait  déploré  la  perte. 

Espérons  que  nous  ne  sommes  pas  privés  pour  toujours  d'ouvrngcs  si  précieux.  Déjà  M.  Libri, 
dans  les  recherches  auxquelles  il  se  livre  pour  une  histoire  générale  des  sciences,  a  eu  le  bon- 
heur d'en  découvrir  deux  fragments,  qui  étaient  restés  inédits,  et  de  trouver  diverses  indica- 
tions qui  lui  font  espérer  de  nouvelles  découvertes.  L'esprit  supérieur  de  ce  célèbre  analyste 
nous  est  un  sûr  garant  qu'il  attachera  un  haut  prix,  dans  ses  recherches,  aux  fragments  de  pure 
Géométrie,  comme  aux  productions  analytiques  du  génie  de  Fermât. 
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Déjà  cette  courbe  fameuse^  dont  Thistoire  se  rattache  à  toutes  les  grandes 
conceptions  du  XVII''  siècle^  avait  été  Fobjet  des  travaux  de  Galilée^  Des- 
cartes^  Fermât,  Roberval,  Torricelli.  Après  avoir  dormi  quelque  temps, 
elle  fut  remise  sur  la  scène  par  Pascal,  qui  voulut,  en  quelque  sorte,  que 
la  grande  difficulté  des  questions  nombreuses  auxquelles  cette  courbe  don- 
nait lieu,  servit  d'essai  et  fût  la  mesure  des  forces  et  de  la  capacité  des 
géomètres  de  son  temps.  Wren,  Sluze,  Wallis,  Huygens,  La  Loubère, 
Fabri,  répondirent  à  cet  appel,  et  résolurent  chacun  une  partie  plus  ou 
moins  considérable  des  questions  proposées,  mais  en  laissant  tous  à  Pascal  la 
gloire  d'une  solution  complète.  Depuis,  la  cycloïde  eut  une  troisième  phase, 
lors  de  Finvenlion  du  calcul  différentiel.  Outre  ses  propriétés  géométriques 
si  belles  et  si  diverses,  elle  en  acquit  alors,  entre  les  mains  de  Newton,  de 
Leibniz,  des  Bernoulli  et  du  marquis  de  Lhospital,  de  nouvelles,  puisées 
dans  des  considérations  de  mécanique,  qui  ajoutèrent  à  Fimportance  et  à  la 
célébrité  de  cette  courbe  merveilleuse. 

Le  mouvement  d'une  roue  sur  un  plan,  dans  lequel  on  a  découvert  la 
cycloïde,  offre  une  seconde  génération  de  cette  courbe,  à  laquelle  je  ne 
crois  pas  que  Ton  ait  fait  attention;  c'est  que  Venvehppe  de  l'espace  par- 
couru  par  un  diamètre  de  la  roue  est  précisément  aussi  ufie  cyclo'ide  *. 

La  considération  de  cette  courbe  a  été  l'origine  d'une  classe  nombreuse 
de  lignes,  produites  par  le  roulement  d'une  courbe  donnée  sur  une  autre 
courbe  fixe,  qui  ont  été  considérées,  dans  toute  la  généralité  que  comporte 
cette  question,  par  Leibniz,  La  Hire,  Nicolas,  etc.,  et  dont  Herman  et 
Clairault  ont  étendu  la  théorie  aux  courbes  décrites  de  la  même  manière  sur 
la  sphère. 

§  16.  Les  travaux  de  Pascal  sur  cette  autre  partie  de  la  Géométrie,  qui 
se  rattache  à  l'analyse  géométrique  des  Anciens  et  à  la  théorie  des  coniques, 
ne  méritent  pas  moins  notre  admiration  que  ses  étonnantes  découvertes  sur 

'  Les  ëpicydoldes  sont  susceptibles  aussi  d'une  double  génération  semblable  ;  et  Ton  déduit 
de  1&  di?erses  propriétés  de  ces  courbes. 

Si,  au  lieu  d'un  diamètre,  on  considère  dans  le  cercle  mobile  une  corde  quelconque,  son  enve- 
loppe sera  une  développante  d'épicycloide. 
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la  cycloïde>  et  que  ses  autres  applications  de  la  méthode  de  Gavalieri.  Nous 
y  trouvons^  ainsi  que  dans  un  écrit  de  Desargues  sur  la  même  matière^  le 
germe  des  nouvelles  doctrines  qui  constituent  la  Géométrie  moderne.  Nous 
devons  parler^  avec  quelques  détails^  de  cette  partie  des  découvertes  de 
Pascal. 

La  plus  saillante^  et  qui  fut  entre  ses  mains  d^un  usage  magique  y  est  son 
beau  théorème  de  Vhexagramme  mystique.  Il  désignait  ainsi  cette  propriété 
de  tout  hexagone  inscrit  à  une  conique  ^  d'avoir  les  trois  points  de  concours 
de  ses  côtés  opposés,  toujours  en  ligne  droite.  Cinq  points  déterminent  une 
conique;  ce  théorème  est  donc  une  relation  de  position  d'un  sixième  point 
quelconque  de  cette  courbe  par  rapport  aux  cinq  premiers  :  c'est  une  pro- 
priété fondamentale  et  caractéristique  des  coniques.  Aussi  Pascal^  alors  âgé 
seulement  de  seize  ans^  comme  il  le  dit  lui-même  S  ^Q  ^vait  fait  la  base 
d'un  traité  complet  des  coniques.  Cet  ouvrage  ne  nous  est  point  parvenu. 
Leibniz^  qui^  pendant  son  séjour  à  Paris^  Ta  eu  entre  les  mains^  nous  fait 
connaître  par  une  lettre  adressée  en  4676  à  M.  Perier,  neveu  de  Pascal, 
les  titres  des  six  parties,  ou  traités,  qui  devaient  le  composer.  {OEuvres 
de  Pascal,  tom.  V,  pag.  iSO.) 

Le  titre  de  la  première  partie  nous  apprend  que  Pascal  se  servait  des 
principes  de  la  perspective,  pour  engendrer  les  coniques  par  le  cercle,  et 
*tirer,  de  cette  manière,  leurs  propriétés  de  celles  du  cercle.  Cette  méthode, 
suivant  Leibniz,  était  le  fondement  de  tout  l'ouvrage. 

La  deuxième  partie  roulait  sur  l'hexagramme  mystique.  «  Après  avoir  ex- 
»  pliqué,  dit  Leibniz,  la  génération  du  cône,  faite  optiquement  par  la  pro- 
»  jection  d'un  cercle,  sur  un  plan  qui  coupe  le  cône  des  rayons,  il  explique 
»  les  propriétés  remarquables  d'une  certaine  figure,  composée  de  six  lignes 
»  droites  ;  ce  qu'il  appelle  hexagramme  mystique.  » 

Dans  la  troisième  partie  se  trouvaient  les  applications  de  l'hexagranmie, 

'  Conicorum  opus  complelum,  et  conica  Apollonii  et  alia  innumera  unicâ  ferè  propositione 
ampleclens  ;  quod  quidem  nondum  sex  decimum  œtatis  annum  assecutus  excogitavi ,  etdeindè 
in  ordinem  congessi,  {OEuvreu  de  Pascal,  tom.  IV,  pag.  410.) 
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les  propriétés  des  cordes  et  des  diamètres  coupés  harmoniquement^  et  proba- 
blement les  théorèmes  qui  constituent  la  théorie  des  pôles  ^ 

La  quatrième  partie  contenait  ce  qui  a  rapport  aux  segments  faits  sur  des 
sécantes  menées  parallèlement  à  deux  droites  fixes^  et  les  propriétés  des  foyers. 

Dans  la  cinquième ,  Pascal  résolvait  les  problèmes  où  il  s'agit  de  décrire 
une  conique  qui  satisfasse  à  cinq  conditions^  de  passer  par  des  points  et  de 
toucher  des  droites. 

Enfin ^  la  sixième  partie  avait  été  intitulée^  par  Leibniz^  De  loco  solide. 
Quelques  mots  nous  font  supposer  qu'il  pouvait  y  être  question  du  fameux 
problème  de  Pappus^  Ad  très  aut  quatuor  lineas. 

Quelques  fragments  contenaient  divers  problèmes. 

§  17.  Heureusement^  à  l'occasion  de  ce  traité^  Pascal  avait  réuni ^  sous  le 
titre  d'Essai  pour  les  coniques,  quelques-uns  des  principaux  théorèmes  qu'il 
devait  contenir^  voulant  les  soumettre  à  l'examen  des  géomètres  et  avoir  leur 
sentiment^  avant  de  pousser  plus  loin  son  travail.  C'est  cet  Essai,  qui  parut 
en  1610,  quand  Pascal  avait  en  effet  à  peine  seize  ans^  dont  il  est  question 
dans  quelques  lettres  de  Descartes  ^  à  qui  le  P.  Mersenne  l'avait  envoyé. 
Depuis  il  est  resté  enseveli  pendant  plus  d'un  siècle^  et  n'a  revu  le  jour 
qu'en  1779^  par  les  soins  de  M.  Bossut^  dans  son  édition  complète  des 
OEuvres  de  Pascal. 

Cet  écrite  de  sept  pages  in-8^^  est  un  fragment  précieux  des  découvertes 
et  de  la  méthode  du  grand  Pascal ,  touchant  les  coniques. 

*  M.  Poncelet  a  déjà  exprimé  cette  opinion ,  dans  son  Traité  des  propriétés  projectives, 
pag.  101.  H  nous  parait  facile  de  la  justifier.  Car  le  théorème  de  Thexagone,  quand  on  y  suppose 
que  deux  câtés  opposés  deviennent  infiniment  petits,  auquel  cas  la  figure  représente  un  quadri- 
lalèro  inscrit  h  la  conique,  et  deux  tangentes  menées  par  deux  sommets  opposés,  ce  théorème, 
dis-je,  donne  immédiatement,  comme  corollaire,  le  suivant  :  quand  un  quadrilatère  est  inscrit 
à  une  conique,  les  tangentes  à  la  courbe  y  menées  par  deux  sommets  opposés,  se  coupent  sur 
ta  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Ce  théorème  parait  répondre  aux  mots  de  quatuor  tangentibus,  et  rectis  puncta  tactuumjun^ 
gentibuê,  qui  se  trouvent  au  titre  de  cette  troisième  partie,  et  être  l'un  de  ceux  que  Pascal  avait 
déduits  de  son  hexagramme.  Mais  on  reconnaît  aisément  que  ce  théorème  contient  toute  la 
théorie  des  pôles.  Il  nous  parait  donc  prouvé  que  celte  théorie  était  comprise  dans  les  applica- 
lions  que  Pascal  avait  faites  de  Fhexagramme. 
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En  voici  une  très-succincte  analyse  : 

Le  fameux  théorème  de  Thexagramme  mystique  se  trouve  d'abord  énoncé^ 
comme  lemme,  d'où  tout  le  reste  doit  se  déduire. 

La  première  des  propositions  qui  viennent  ensuite  est  encore  relative  à 
rhexagone  inscrit  à  une  conique;  c'est  une  relation  entre  les  segments 
faits  ^  sur  deux  de  ses  côtéS;  par  deux  autres  côtés  et  deux  diagonales.  Cette 
relation  n'est  au  fond  que  le  théorème  de  Desargues  sur  l'involution  de  six 
points  ;  mais  présenté  sous  un  point  de  vue  différent^  qui  pouvait  le  rendre 
propre  à  de  nouveaux  usages.  Nous  développerons  cette  idée  dans  la 
Note  XV. 

La  proposition  suivante^  exprimée  par  une  double  égalité  de  rapports^ 
renferme  deux  propositions  différentes.  La  4^®  est  la  129®  du  7«  livre  des 
CéOllections  mathématiques  de  Pappus^  qui  nous  a  donné  lieu  d'introduire  la 
notion  du  rapport  anharmoniqtie,  et  dont  nous  avons  déjà  dit  qu'elle  pouvait 
être  la  base  d'une  partie  considérable  de  la  Géométrie  récente;  la  seconde 
est  le  théorème  de  Ptolémée  sur  le  triangle  coupé  par  une  transversale. 

Puis  vient  une  proposition  qui^  eu  égard  à  ce  théorème  de  Ptolémée^  se 
réduit  à  la  belle  et  importante  propriété  des  coniques^  relative  aux  segments 
qu'une  telle  courbe  fait  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ;  due^  dans  ces  der- 
niers temps,  à  l'illustre  auteur  de  la  Géométrie  de  position. 

La  proposition  suivante  est  cette  même  propriété  des  coniques^  étendue  à 
un  quadrilatère  quelconque^  au  lieu  d'un  triangle  ^  Ce  théorème^  généralisé 
par  Carnot^  qui  l'a  démontré  pour  un  polygone  et  une  courbe  géométrique 
quelconques,  et  l'a  étendu  môme  aux  surfaces  courbes  ^,  est  l'un  des  plus 
féconds  de  la  théorie  des  transversales. 

Ensuite  on  remarque  le  fameux  théorème  sur  l'involution  de  six  points^ 


*  Si  l'on  suppose  que  deux  sommets  du  quadrilatère  soient  à  l'infini,  les  segments  qui  abou- 
tissent à  ces  sommets  seront  ëgaux,  deux  à  deux,  comme  ëtant  infinis,  et  comptés  sur  des  droites 
parallèles;  alors  il  en  résulte  la  belle  propriété  des  coniques,  relative  au  rapport  constant  des 
produits  des  segments  faits,  sur  deux  transversales  issues  d'un  point  quelconque,  parallèlement 
à  deux  droites  fixes. 

'  Géométrie  de  position,  pag.  437. 
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«  dont  le  premier  inventeur  est  M.  Desargues^  un  des  grands  esprits  de  ce 
tems^  et  des  plus  versés  aux  mathématiques^  et  entre  autres  aux  coniques.  » 
Pascal  ajoute  qu'il  a  «  tâché  dMmiter  sa  méthode  sur  ce  sujet  y  qu'il  a  traité 
sans  se  servir  du  triangle  par  Taxe ,  en  traitant  généralement  de  toutes  les 
sections  du  cône  ^  » 

§  18.  Nous  concevons  parfaitement^  d'après  la  fécondité  éprouvée  des 
théorèmes  que  nous  venons  de  citer^  que  Pascal  en  ait  fait^  comme  il  Tan- 
nonçait;  la  base  ^Elémmts  coniques  complets;  et  qu'en  les  déduisant  de  son 
hexagramme  mystique,  il  ait  tiré  de  ce  seul  principe  quatre  cents  corollaires, 
comme  le  dit  le  P.  Mersenne,  dans  son  traité  De  mensuris,  ponderibus,  etc.; 
In-fol.,  1644  \  {Voir  la  Note  XIII.) 

On  observe  que  ces  divers  théorèmes  principaux  exprimaient,  chacun, 
une  certaine  propriété  de  six  points  situés  sur  une  conique  :  cela  explique 
comment  Pascal  avait  pu  les  déduire  de  son  hexagramme  mystique,  qui 
était  lui-même  une  propriété  générale  de  ces  six  points.  Mais  chacun  de  ces 
théorèmes  avait  pris  une  forme  différente,  qui  le  rendait  propre  à  des  usages 
particuliers,  comprenant  un  nombre  immense  de  propriétés  des  coniques. 

Cest  cet  art  infiniment  utile  de  déduire  d'un  seul  principe  un  grand 
Dombre  de  vérités,  dont  les  écrits  des  Anciens  ne  nous  offrent  point  d'exem- 
ples, qui  fait  l'avantage  de  nos  méthodes  sur  les  leurs. 

§  19.  Pascal  avait  écrit  plusieurs  autres  ouvrages  de  Géométrie,  dans  le 
style  de  son  Traité  des  Coniques.  Les  titres  seuls  nous  en  sont  parvenus,  par 
une  Note  qu'il  adressa,  en  1 654  ^,  à  une  société  de  savants  qui  se  réunissaient 
les  uns  chez  les  autres,  avant  la  fondation  de  l'Académie  des  sciences,  qui 
eat  lieu  en  1 666. 

»  Nous  avons  expliqué,  en  parlant  d'Apollonius,  ce  qu'on  enlcnd  par  le  triangle  par  l'axe; 
et  nous  avons  dit  que  ce  grand  gëomëtre  de  lanliquilë  supposait,  pour  former  ses  coniques,  le 
plan  coupant  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle.  Desargues , comme  on  le  voit,  et  Pascal,  à 
son  exemple ,  traitaient  les  coniques  d'une  manière  beaucoup  plus  générale ,  puisqu'ils  prenaient 
le  plan  coupant  dans  une  position  tout  h  fuit  arbitraire. 

*  Unica  proposiiione  universalissima ,  400  corollariis  urmatâ,  integrum  Apollonium  corn- 

fUxui  est. 
^  OEuvres  de  Pascal,  tom.  IV,  p.  408. 
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Nous  y  voyons  qu'à  Tinslar  de  Viète,  il  avait  résolu,  maïs  avec  une  exten- 
sion considérable  et  par  une  méthode  extrêmement  simple,  les  problèmes  sur 
les  contacts  des  cercles;  puis  les  questions  analogues  sur  les  contacts  des 
sphères;  qu'il  avait  écrit  un  traité  des  Lieux  plam,  plus  étendu  et  plus  con- 
sidérable que  ce  qu'avaient  fait  les  Anciens  et  les  Modernes  sur  ce  sujet,  et 
par  une  méthode  neuve  et  extrêmement  expéditive;  et  enfin  qu'il  avait  ima- 
giné aussi  une  méthode  nouvelle  de  perspective,  aussi  simple  que  possible, 
puisque  chaque  point  du  tableau  se  construisait  par  l'intersection  de  deux 

lignes  droites. 

Cette  faible  indication,  que  nous  trouvons  dans  la  Note  de  Pascal,  suffit 
pour  nous  faire  regretter  la  perte  d'écrits  où  devaient  briller  le  génie  inven- 
teur de  ce  profond  géomètre ,  et  l'art  admirable  avec  lequel  il  savait  généra- 
liser une  première  découverte  et  en  tirer  toutes  les  vérités  qu'elle  ren- 
fermait. 
DESABGURs,         §  20.  Desargucs,  que  Pascal  avait  pris  pour  guide,  et  qui  était  digne 

en  effet  d'un  tel  disciple,  avait  aussi  écrit  sur  les  coniques,  un  an  auparavant, 
d'une  manière  neuve  et  originale.  Sa  méthode  reposait,  comme  celle  de  Pas- 
cal, sur  les  principes  de  la  perspective  ^  et  sur  quelques  théorèmes  de  la 
théorie  des  transversales.  Il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  peu 
lucides  sur  l'un  de  ses  écrits,  intitulé  :  Brouillon  projet  d'une  atteinte  aux 

*  C'est  une  question  de  savoir  si  les  Anciens  ont  connu  les  usages  de  la  perspective  dans  la 
Gcomëtrie  rationnelJo;  et  cette  question^  je  crois,  n*a  point  ëtë  approfondie.  Au  premier  aliord 
on  serait  tenté  de  répondre  affirmativement,  tant  cette  méthode  est  naturelle,  et  parait  liée  à 
leur  manière  d*engendrcr  les  coniques,  dans  le  cône  à  base  circulaire.  Aussi  celte  opinion  est- 
elle  la  plus  commune  chez  les  géomètres.  Elle  a  été  fortifiée,  dans  ces  derniers  temps,  par  le  aen* 
timent  particulier  de  M.  Poncclct  sur  les  porismes  d*£uclide,  qui  auraient  été  des  propositions 
démontrées  par  cette  méthode  (Traité  des  propriétés  projectives  ;  Introduction^  p.  xxxvii).  Mais, 
malgré  tout  le  respect  que  nous  professons  pour  l'opinion  de  ce  célèbre  géomètre,  nous  devons 
avouer  que  nous  n'avons  trouvé,  dans  la  lecture  des  Anciens,  aucune  trace,  aucun  indice  qui  nous 
autorisent  à  la  partager  dans  cette  circonstance.  Nous  croyons,  au  contraire,  que  la  méthode  de 
la  perspective,  comme  nous  la  pratiquons  actuellement  en  Géométrie  rationnelle,  n'a  point  été 
en  usage  dans  l'école  grecque.  Aussi,  jusqu'^  un  plus  approfondi  et  plus  ample  examen,  nous 
attribuerons  cette  méthode  aux  Modernes,  et  nous  dirons  que  Desargues  et  Pascal  ont  le  mérite 
de  l'avoir  appliquée,  les  premiers,  à  la  théorie  des  coniques. 
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événements  des  rencontres  du  cône  avec  un  plan.  Les  autres^  s'il  en  a  existé 
plusieurs^  ainsi  que  peut  le  faire  supposer  un  passage  de  Y  Essai  de  Pascal , 
étaient  peut-être  sur  des  feuilles  volantes,  comme  il  parait  que  Desargues  en 
usait,  soit  pour  communiquer  ses  découvertes,  soit  pour  répondre  à  ses  nom- 
breux détracteurs. 

Celui  que  nous  venons  de  citer  parut  en  1639.  Il  en  est  parlé  dans  plu- 
sieurs lettres  de  Descartes. 

Cet  écrit  se  distinguait  par  quelques  propositions  nouvelles,  et  surtout  par 
Tesprit  de  la  méthode,  fondée  sur  cette  remarque  judicieuse  et  féconde, 
que  les  sections  coniques,  étant  formées  par  les  différentes  façons  dont  on 
coupe  un  cône  ayant  un  cercle  pour  base,  devaient  participer  aux  pro- 
priétés de  cette  figure. 

Desargues  apportait  donc,  dans  Tétude  des  coniques,  une  double  innovation 
importante.  D'abord  il  les  considérait  sur  le  cône,  dans  toutes  les  positions 
possibles  du  plan  coupant,  sans  se  servir,  comme  les  Anciens,  du  triangle 
par  Taxe;  ensuite,  il  imaginait  d'approprier  à  ces  courbes  les  propriétés  du 
cercle  qui  servait  de  base  au  cône. 

Cette  idée,  qui  nous  parait  si  simple  et  si  naturelle  aujourd'hui,  parce  que 
nous  sommes  accoutumés  aux  procédés  de  la  perspective  et  à  divers  autres 
modes  de  transformation  des  figures,  n'était  pas  venue  à  l'esprit  des  géomè- 
tres d'Alexandrie.  Car  nous  n'en  trouvons  aucune  trace  dans  leurs  ouvrages, 
et  nous  y  voyons  qu'en  se  servant,  dans  leur  théorie  des  coniques,  d'une 
propriété  du  cercle  (celle  du  produit  des  segments  faits  sur  deux  cordes 
qui  se  coupent),  ils  n'ont  point  eu  l'intention  de  rechercher  son  analogue 
dans  ces  courbes,  mais  seulement  de  démontrer  leur  théorème  du  latu^ 
rectum. 

§  21.  La  méthode  de  Desargues  lui  permit  d'apporter  dans  la  théorie 
des  coniques,  comme  il  le  fit  dans  divers  autres  écrits,  des  vues  nouvelles  de 
généralité,  qui  agrandissaient  les  conceptions  et  la  métaphysique  de  la  Géo- 
métrie. 

Ainsi  il  y  considéra,  comme  des  variétés  d'une  même  courbe,  les  diverses 
sections  du  cône  (le  cercle,  l'ellipse,  la  parabole,  l'hyperbole  et  le  système  de 
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deux  lignes  droites),  qui,  jusque-là,  avaient  toujours  été  traitées  séparément, 
et  par  des  moyens  particuliers  à  chacune  de  ces  sections  *. 

Descartes  nous  apprend  que  Desargues  regardait  aussi  un  système  de 
plusieurs  droites  parallèles  entre  elles,  comme  une  variété  d'un  système  de 
droites  concourant  en  un  même  point  :  dans  ce  cas,  le  point  de  concours 
était  à  rinfini.  «  Pour  votre  façon  de  considérer  les  lignes  parallèles  comme 
»  si  elles  s'assemblaient  à  un  but  à  distance  infinie,  afin  de  les  comprendre 
»  sous  le  même  genre  que  celles  qui  tendent  à  un  point,  elle  est  fort 
»   bonne »  ^  (^Lettres  de  Descartes,  tom.  III,  pag.  457,  édition  in-12.) 

Leibniz  fait  mention  aussi  de  cette  idée  de  Desargues,  dans  un  mémoire 
sur  la  manière  de  déterminer  la  courbe  enveloppe  d'une  infinité  de  lignes 
(^Acla  erud.  ami.  1692,  pag.  168);  et,  dans  un  autre  endroit,  il  la  rattache  à 
sa  loi  de  continuité  {Comm.  cpisL,  tom  II,  pag.  101).  Newton  adopta  cette 
définition  des  parallèles  dans  les  lemmes  18  et  22  de  ses  Principes  de  hi 
philosophie  nalurelley  où  il  regarde  des  droites  parallèles  comme  concourant 
en  un  point  situé  à  l'infini. 

Desargues  appliquait,  aux  systèmes  de  lignes  droites,  les  propriétés  des 
lignes  courbes;  ce  qui  est  aujourd'hui  chose  naturelle  et  très-usitée,  parce 
qu'un  système  de  droites  peut  être  représenté  par  une  équation  unique, 
comme  une  courbe  géométrique,  mais  ce  qui  était  alors  une  conception 
neuve  et  originale.  Descartes  en  parle  en  ces  termes,  dans  une  lettre  adres- 
sée au  P.  Mersenne  : 

«  La  façon  dont  il  commence  son  raisonnement,  en  l'appliquant  tout 
»  ensemble  aux  lignes  droites  et  aux  courbes,  est  d'autant  plus  belle  qu'elle 
»   est  plus  générale,  et  semble  être  prise  de  ce  que  j'ai  coutume  de  nommer 

'  De$arguesiu8  prim  us  sectiones  conicas  universali  quadain  ratione  tractare,  ac  proposiliones 
inultas  sic  enunliare  cœpil,  ut  quœcumque  sectio  subintelUgi  posset  {Ad,  erud.y  ann.  1685, 
png.  400). 

*  Cette  innovation  fit  sensation  dans  le  temps.  Bosse  la  cite  en  ces  termes,  comme  exemple 
(les  manières  universelles  de  Desargues  en  Géomdtrie  :  <  Il  fait  voir,  comme  il  Ta  écrit  à  un  sien 
»  ami  défunt,  le  rare  et  savant  M.  Pascal,  fils,  que  les  parallèles  sont  toutes  semblables  à  celles 
•  qui  aboutissent  d  un  points  et  qu'elles  n'en  diffèrent  point.  >  {Traité  des  pratiques  géomé- 
traies  et  perspectives;  in-i2,  1665.) 
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n  métaphysique  de  la  Géométrie^  qui  est  une  science  dont  je  n'ai  point 
»  remarqué  qu'aucun  autre  se  soit  servi,  sinon  Archiméde.  Pour  moi,  je 
»  m'en  sers  toujours  pour  juger  en  général  des  choses  qui  sont  trouvables, 
»   et  en  quels  lieux  je  les  dois  trouver »  (Lettres,  pag.  379  du  tom,  IV.) 

§  22.  Les  idées  de  Desargues,  concernant  les  systèmes  de  lignes  droites, 
comparés  aux  lignes  courbes,  ont  dû  le  porter  à  appliquer,  aux  sections 
coniques,  diverses  propriétés  connues  du  système  de  deux  droites.  L'une 
d'entre  elles  que  Pascal,  dans  son  Essai  pour  les  coniques,  appelle  mer- 
veilleuse,  et  qui,  en  effet,  est  d'une  fécondité  extrême,  nous  a  été  con- 
servée. C'est  la  relation  des  segments  faits,  par  une  conique  et  par  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  qui  lui  est  inscrit,  sur  une  transversale  menée  arbi- 
trairement dans  le  plan  de  la  courbe. 

Cette  relation  consiste  en  ce  que  :  «  Le  produit  des  segments  compris  sur 
»  la  transversale,  entre  un  point  de  la  conique  et  deux  côtés  opposés  du 
»  quadrilatère,  est  au  produit  des  segments  compris  entre  le  même  point  de 
n  la  conique  et  les  deux  autres  côtés  opposés  du  quadrilatère,  dans  un  rap- 
»  port  qui  est  égal  à  celui  des  produits  semblablement  fails  avec  le  second 
»  point  de  la  conique  situé  sur  la  transversale.  » 

Ce  théorème  est  énoncé  par  Pascal  dans  son  Essai  pour  les  coniques,  et 
par  Beaugrand  dans  une  lettre  critique  sur  l'ouvrage  de  Desargues ,  intitulé 
Brouillon  projet  d'une  atteinte  aux  événements  des  rencontres  du  cône  avec 
un  plan.  Cette  lettre  nous  apprend  que  Desargues  appelait  la  relation  qui 
constitue  son  beau  théorème,  involution  de  six  points. 

On  voit  comment  les  six  points  se  correspondent,  ou  sont  conjugués  deux 
à  deux.  Desargues  examinait  le  cas  où  deux  points  conjugués  venaient  à  se 
confondre;  il  y  avait  alors  involution  de  cinq  points  ^  ;  puis  celui  où  deux 
autres  points  conjugués  se  confondaient  aussi;  alors  on  n'avait  plus  que 
quatre  points ,  et  la  relation  d'involution  devenait  un  rapport  harmonique. 

I  II  peut  y  avoir  encore,  dans  un  autre  cas,  involution  de  cinq  points  :  c*cst  quand  le  sixième 
point  est  h  l'inGni; alors  sou  conjugué  a  une  position  très-rcniarquablc.  Je  ne  sais  si  Ion  a  exa- 
miné particulièrement  ce  cas,  qui  se  présente  souvent,  sans  qu'on  songe  à  le  rattacher  à  la  théorie 
de  i'involoUoo. 
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La  relation  d'involution  de  six  points^  telle  que  nous  Tavons  énoncée^ 
contient  huit  segments;  mais  elle  peut  être  remplacée  par  une  autre ^  où 
n'entrent  que  six  segments  :  c'est  celle  que  Pappus  a  donnée  pour  les 
segments  faits ^  sur  une  transversale^  par  les  quatre  côtés  et  les  deux  dia- 
gonales d'un  quadrilatère  (la  130®  du  livre  7  des  Collections  malhéma" 
tiques  ). 

En  considérant  les  deux  diagonales  comme  une  ligne  du  second  degré^  qui 
passe  par  les  quatre  sommets  du  quadrilatère^  on  voit  que  le  théorème  de 
Desargues  est  une  généralisation  de  la  proposition  de  Pappus^  dans  laquelle 
se  trouve  substituée^  à  la  place  des  deux  diagonales  du  quadrilatère^  une 
conique  quelconque  passant  par  les  quatre  sommets. 

§  23.  Un  excellent  écrit  de  M.  Brianchon^  intitulé  Mémoire  sur  les  lignes 
du  deuxième  ordre  (Paris  1817  ),  est  basé  sur  ce  théorème,  et  en  fait  voir 
toute  la  fécondité.  Mais  il  parait  que  Desargues  lui-même  avait  su  en  tirer 
un  parti  considérable ,  pour  démontrer  un  grand  nombre  de  propriétés  des 
coniques;  car  d'une  part,  Beaugrand  dit,  dans  sa  lettre  ^ ,  qu'une  partie  du 
Brouillon  projet,  etc. ,  était  employée  à  examiner  les  corollaires  du  théorème 
en  question;  et,  de  plus,  nous  trouvons  dans  les  Pratiques  geométrales  et 
perspectives  du  graveur  Bosse  le  passage  suivant,  qui  se  rapporte  proba- 
blement à  ce  même  théorème.  Bosse  répond  aux  détracteurs  de  Desargues, 
et  ajoute  :  «  Entre  autres  ce  qu'il  a  fait  imprimer  des  sections  coniques,  dont 
»  une  des  propositions  en  comprend  bien,  comme  cas,  soixante  de  celles 
»  des  quatre  premiers  livres  des  coniques  d'Apollonius,  lui  a  acquis  l'es- 
»  time  des  savans,  qui  le  tiennent  avoir  été  l'un  des  plus  naturels  géo- 
»  mètres  de  notre  temps,  et  entre  autres  la  merveille  de  notre  siècle,  feu 
»  M.  Pascal.  » 

Nous  trouvons  encore  quelques  observations  qui  se  rapportent  au  théo- 
rème en  question,  et  qui  prouvent  que  Desargues  avait  su  en  faire  un  grand 
usage,  dans  un  ouvrage  du  graveur  Grégoire  Huret,  intitulé  :  Optique  de 
portraiture  et  peinture,  etc.  Paris  1670;  in-fol. 

«   Kotr  la  Note  XIV. 
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Ainsi^  il  est  constant  que  le  théorème  de  Desargues  était  le  fondement  de 
sa  théorie  des  coniques^  et  que  les  nombreuses  propriétés  de  ces  courbes ^ 
que  nous  avons  appris^  depuis  quelques  années^  à  déduire  de  ce  théorème^ 
n'avalent  point  échappé  à  Tesprit  logique  et  essentiellement  généralisateur  de 
Desargues. 

Mais^  outre  son  extrême  fécondité^  le  théorème  en  question  présente  un 
autre  caractère^  qu'il  n'est  pas  moins  important  de  faire  ressortir  dans  un 
examen  philosophique  de  la  marche  et  de  l'esprit  des  méthodes  concernant 
les  coniques.  C'est  que  ce  théorème^  par  sa  nature^  permettait  à  Desargues 
de  considérer^  sur  un  cône  à  base  circulaire^  des  sections  tout  à  fait  arbi- 
traires^ sans  faire  usage  du  triangle  par  l'axe  y  comme  le  dit  Pascal  ; 
tandis  que  les  Anciens^  et  tous  les  écrivains  après  eux^  n'avaient  coupé  le 
cône  que  par  des  plans  perpendiculaires  à  ce  triangle  par  l'axe.  Celle 
grande  innovation  nous  parait  être  le  principal  mérite  du  traité  des  coniques 
de  Desargues. 

•  §  24.  On  voit^  par  ce  qui  précède  j  que  l'ouvrage  de  Desargues  était  vrai- 
ment beau  et  original^  et  procurait  une  généralité  et  des  facilités  nouvelles 
à  la  Géométrie  des  coniques.  Aussi  fut-il  apprécié  comme  tel  par  les  grands 
génies  du  siècle.  Nous  avons  déjà  cité  le  sentiment  d'admiration  de  Pascal 
pour  cet  ouvrage;  nous  trouvons  qu'il  fut  partagé  par  Fermât^  qui^  dans 
une  lettre  au  P.  Mersenne  y  s'exprime  ainsi  :  «  J'estime  beaucoup  M.  Desar- 
»  gues^  et  d'autant  plus  qu'il  est  lui  seul  inventeur  de  ses  coniques.  Son 
»  livret  qui  passe^  dites-vous^  pour  jargon^  m'a  paru  très-intelligible  et 
1^  très-ingénieux.  »  (  OEuvres  de  Fermât,  pag.  4  73.  ) 

Quant  à  la  fécondité  du  théorème  et  à  la  facilité  toute  nouvelle  qu'il 
apportait  dans  la  théorie  des  coniques ^  on  aperçoit  aisément  quelle  en  est 
la  cause  première.  C'est  qu'il  exprimait  une  relation  tout  à  fait  générale  de 
six  points  pris  arbitrairement  sur  une  conique.  Les  Anciens  n'avaient  connu 
de  telles  relations  que  pour  des  positions  particulières  des  six  points  y  par 
exemple  y  pour  le  cas  où  quatre  points  étaient  deux  à  deux  sur  deux  cordes 
parallèles  entre  elles  (la  relation  dont  ils  se  servaient  alors  était  que  les 
px)duits'de9  segments  faits ^  sur  ces  deux  cordes^  par  celle  qui  joint  les  deux 
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autres  points^  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments  faits,  sur 
celle-ci,  par  les  deux  premières).  Il  leur  fallait  donc  toujours  diverses  pro- 
positions inlermédiaires,  pour  passer  de  la  considération  directe  ou  implicite 
de  cinq  points  d'une  conique  à  la  considération  d'un  sixième  point.  De  là, 
le  grand  nombre  de  propositions  qui  semblaient  devoir  entrer  nécessairement 
dans  un  traité  des  coniques,  et  de  la  surtout  la  longueur  des  démonstra- 
tions. 

La  solution  du  problème  ad  quatuor  Ihieas,  il  est  vrai,  faisait  connaître 
une  propriété  tout  à  fait  générale  de  six  points  d'une  conique;  mais,  jusqu'à 
Apollonius,  ce  problème  n'avait  pas  été  résolu  complètement;  et  ce  grand 
géomètre,  qui  dit  l'avoir  résolu  à  l'aide  des  principes  qu'il  a  compris  dans 
son  3«  livre,  n'a  point  eu  le  temps  peut-être  d'en  approfondir  assez  la  nature 
pour  le  juger  propre  à  entrer  dans  ses  Eléments  des  Coniques^  de  sorte  qu'il 
n'a  été  d'aucun  usage  chez  les  Anciens, 

§  25.  Nous  avons  dit  que  Fermât  avait  laissé,  parmi  quelques  proposi- 
tions présentées  comme  porismes,  le  théorème  de  Desargues;  et  l'on  ne 
peut  douter  que  ce  grand  géomètre  n'y  soit  parvenu  de  son  côté.  Mais,  outre 
l'avantage  d'une  antériorité  de  plus  de  vingt-cinq  ans.  Desargues  a  celui 
d'avoir  connu  et  mis  à  profit  toutes  les  ressources  que  ce  théorème  offrait 
dans  la  théorie  des  coniques. 

R.  Simson  nous  paraît  le  seul  géomètre  qui  se  soit  servi ,  jusqu'à  ces 
derniers  temps,  de  ce  théorème  qu'il  a  démontré  dans  le  S®  livre  de  son 
Traité  des  Coniques  (Proposition  12®),  et  dont  il  avait  entrevu  la  fécondité; 
car,  après  en  avoir  tiré  six  corollaires,  il  ajoute  qu'ils  renferment  des  dé- 
monstrations naturelles  et  faciles  de  quelques  propositions  du  premier  livre 
des  Principes,  de  Newton.  R.  Simson  avait  emprunté  ce  théorème  des  OEuvres 
de  Fermât,  comme  on  le  voit  dans  son  Traité  des  Porismes,  où  il  le  dé- 
montre aussi  sous  le  n""  81. 

§  26.  On  n'a  considéré  jusqu'à  ce  jour  le  théorème  de  Desargues  que 
sous  l'énoncé  sous  lequel  nous  l'avons  présenté;  et  c'est  ainsi  qu'on  en  a 
fait  de  nombreuses  applications.  Mais,  en  y  introduisant  la  notion  du  ^^ap-- 
port  anharmonique ,  on  peut  envisager  ce  théorème  sous  un  autre  point  de 
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vue^  et  lui  donner  une  autre  forme ^  qui  en  fera  une  proposition  différente ^ 
propre  à  de  nouveaux  usages.  Cette  proposition^  qu'on  peut  regarder 
comme  centrale  dans  la  théorie  des  coniques^  car  une  infinité  de  pro- 
priétés diverses  de  ces  courbes^  qui  avaient  paru  étrangères  les  unes 
aux  autres 9  en  dérivent  naturellement^  comme  d'un  centre  unique;  cette 
proposition^  dis-je^  offre  une  voie  facile  pour  passer  du  théorème  de 
Desargues  à  celui  de  Pascal ,  et  vice  versa ,  et  de  chacun  de  ceux-ci  à 
diverses  autres  propriétés  générales  des  coniques ,  telles  que  le  beau  théo- 
rème de  Newton  sur  la  description  organique  de  ces  courbes.  (  Voir  la 
Note  XV.) 

§  27.  Les  Anciens  n'avaient  considéré^  pour  former  leurs  coniques^  que 
des  cônes  à  base  circulaire  :  Desargues  et  Pascal  les  imitaient  en  ce  points 
puisqu'ils  formaient  ces  courbes  par  la  perspective  du  cercle.  Il  se  présen- 
tait donc  une  question ,  à  savoir  si  tous  les  cônes  qui  ont  pour  base  une 
conique  quelconque  sont  identiques  avec  les  cônes  à  base  circulaire  ;  ou  ^ 
en  d'autres  termes^  si  un  cône  quelconque^  à  base  elliptique^  parabolique  ou 
hyperbolique^  peut  être  coupé  suivant  un  cercle;  et^  dans  le  cas  où  cela 
serait^  de  déterminer  la  position  du  plan  coupant.  Desargues  ^  comme 
nous  l'apprend  le  P.  Mersenne  *,  proposa  cette  question^  qui  eut  alors  une 
certaine  célébrité^  à  raison  de  sa  difficulté;  car  elle  est  de  la  nature  de 
celles  qui^  admettant  trois  solutions^  dépendent^  en  Analyse^  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré ^  et^  en  Géométrie^  des  sections  coniques.  Descartes 
la  résolut  par  les  principes  de  sa  nouvelle  Géométrie  analytique^  et  d'une 
manière  fort  élégante^  pour  le  cas  où  la  base  du  cône  est  une  para- 
bole :  il  n'a  besoin  que  d'un  cercle^  dont  l'intersection  avec  la  parabole 
donne  la  solution  demandée  \  Depuis  ^  cette  même  question  a  occupé  plu- 
sieurs autres  géomètres  célèbres  :  le  marquis  de  Lhospital  ^y  Herman  ^,  le 

*  Univenœ geôfnetriœ,  mixiœque  mathematicœ  synopsis,  pag.  531  ;  in-fol.,  1644. 
^  Lettres  de  Descartes,  édition  in-12, 1725;  t.  VI,  pag.  328. 


Traité  analytique  des  sections  coniques  9  livre  10%  png.  407. 
Commentarii  Aeademiœ  Petropolitanœ ,  tom.  VI;  ann.  1732  eli 
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P.  Jacquier  *,  qui  suivirent  la  même  marciie  analytique  que  Descartes,  en  y 
apportant  quelques  simplifications.  Je  ne  crois  pas  que  Ton  ait  donné,  de  ce 
problème,  une  solution  purement  géométrique  et  graphique.  La  difficulté 
disparait  devant  les  nouvelles  doctrines  de  la  Géométrie,  qui  peuvent  en 
procurer  plusieurs  solutions  différentes  2. 

§  28.  On  doit  à  Desargues  une  propriété  des  triangles,  devenue  fon- 
damentale et  d'un  usage  très-utile  dans  la  Géométrie  récente.  Cest  que  : 
«  Si  deux  triangles,  situés  dans  Fespace,  ou  dans  un  même  plan,  ont  leurs 
»  sommets  placés  deux  à  deux  sur  trois  droites  concourant  en  un  même 
»  point,  leurs  côtés  se  rencontrent,  deux  à  deux,  en  trois  points  situés  en 
»  ligne  droite  ;  »  et  réciproquement. 

Ce  théorème  se  trouve,  avec  deux  autres,  dont  l'un  est  sa  réciproque,  à 

^Elementi  diperspettiva;  in -8®.  Romœ,  1735,  pog.  HO. 

^  Il  su  (lit  de  déterminer  les  trois  axes  principaux  du  cône;  car  on  sait  que,  de  leur  connais- 
sance, Ton  conclut  immëdialenient  la  position  des  plans  des  sections  circulaires. 

Pour  déterminer  ces  trois  axes,  je  mène,  par  le  grand  axe  de  la  conique  G  qui  sert  de  base  au 
cône,  un  plan  perpendiculaire  h  celui  de  cette  courbe;  et,  dans  ce  plan,  je  conçois  une  seconde 
conique  qui  ait,  pour  sommets  et  pour  foyers,  respectivement  les  foyers  et  les  sommets  de  la 
première. 

Je  regarde  cette  seconde  conique  comme  la  base  d'un  second  cône  qui  ait  même  sommet  que 
le  cône  proposé.  Ce  nouveau  cône  rencontre  le  plan  de  la  conique  G  suivant  une  autre  conique. 
Ces  deux  courbes  se  rencontrent  en  quati*e  points  qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère, 
dont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  le  point  de  rencontre  des  deux];diagonalcs, 
appartiennent  aux  trois  axes  cherchés. 

Ainsi ,  le  problème  est  résolu. 

Seconde  solution.  Par  le  sommet  du  cône  proposé,  menons  des  droites  perpendiculaires  à 
ses  plans  tangents;  elles  forment  un  second  cône  du  second  degré,  qui  rencontre  le  plan  de  la 
conique  servant  de  base  au  premier  cône,  suivant  une  seconde  conique.  Ces  deux  courbes  se 
rencontrent  en  quatre  points  qui  servent,  comme  dans  la  solution  précédente,  à  résoudre  le 
problème. 

Nous  devons  dire,  plus  généralement,  qu'il  existe,  dans  le  plan  des  deux  courbes,  trois  points 
tels  que  chacun  d'eux  a  la  même  polaire  par  rapport  aux  deux  coniques;  ces  trois  points  appar- 
tiennent aux  trois  axes  principaux  cherchés. 

Nous  avons  trouvé  différentes  autres  solutions  du  problème,  mais  qui  exigent  toujours 
la  construction  d'une  conique;  ce  qui  doit  être,  puisque  le  problème  admet  trois  solu- 
tions. 
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la  suite  du  Traité  de  Perspective,  rédigé  par  Bosse  ^  d'après  les  principes 
et  la  méthode  de  Desargues^  mise  au  jour  en  1636.  Quand  les  deux  triangles 
sont  situés  dans  deux  plans  différents^  le  théorème  est  de  vérité  intuitive^ 
ainsi  que  le  remarque  Desargues;  quand  ils  sont  dans  le  même  plan^  sa 
démonstration  oflfre  cela  de  remarquable  qu'il  y  est  fait  usage  du  théorème 
de  Ptolémée  sur  le  triangle  coupé  par  une  transversale.  C'est  Fun  des  premiers 
exemples^  chez  les  Modernes,  de  l'application  de  ce  célèbre  théorème^  qui 
depuis  est  devenu  la  base  de  la  théorie  des  ti^ansversales. 

Le  théorème  de  Desargues  a  été  reproduit,  pour  la  première  fois  dans  ces 
derniers  temps,  par  M.  Servois,  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Solutions  peu 
connues,  etc.  ;  et  a  été  employé  depuis  par  M.  Brianchon  (Correspondance 
polytechnique  y  t.  III,  p.  3.),  par  M.  Poncelet  (Traité  des  propriétés  pro- 
jectives),  et  par  MM.  Sturm  et  Gergonne  (^Annales  de  Mathématiques,  t.  XVI 
et  XVII).  M.  Poncelet  en  a  fait  la  base  de  sa  belle  théorie  des  figures  homo- 
logiques.  Il  a  appelé  les  deux  triangles  en  question  homologiqu^s ,  le  point 
de  concours  des  trois  droites  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  sommets,  centre 
d'homologie,  et  la  droite  sur  laquelle  se  coupent  deux  à  deux  leurs  trois 
côtés,  a^e  d'homologie. 

§  29.  Mais  on  ne  s'est  servi,  jusqu*à  présent,  que  des  propriétés  descriptives 
des  deux  triangles  en  question;  et  leurs  relations  métriques,  ou  de  gran- 
deur, non  moins  importantes  que  celles  de  situation,  n'ont  pas  encore 
été  considérées  d'une  manière  générale.  On  n'en  connait  que  quelques  cas 
particuliers.  Ainsi,  quand  les  deux  triangles  sont  semblables  et  sembla- 
blement  placés,  auquel  cas  leur  axe  d'homologie  est  à  l'infini,  les  dis- 
tances de  leur  centre  de  similitude  à  deux  points  homologues  quelconques 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant;  et^  quand  le  centre  d'homologie 
des  deux  triangles  esta  l'infini,  ce  sont  les  dislances  de  deux  points  homo- 
logues à  l'axe  d'homologie,  qui  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant.  On 


'  Manière  universelle  de  M.  Desargues  pour  pratiquer  la  perspective  par  petit-pied,  comme 
U  géométral.  In-8%  i648,  pag.  340. 
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conçoit  que  ces  deux  relations  sont  des  cas  particuliers  d'une  certaine  rela- 
tion générale^  relative  à  deux  triangles  homologiques  quelconques^  dont 
ni  le  centre  ni  Vaxe  d'honiologie  ne  sont  à  Tinfini.  Nous  démontrerons  cette 
relation  générale  dans  un  chapitre  de  ce  Mémoire;  mais  sa  simplicité  nous 
permet  de  l'énoncer  ici ,  comme  complément  du  théorème  de  Desargues  : 
elle  consiste  en  ce  que  «  le  rapport  des  distances  de  deux  sommets  homo- 
»  logues  quelconques  des  deux  triangles^  à  leur  centre  d'homologie^  est  au 
»  rapport  des  distances  des  deux  mêmes  sommets^  à  Taxe  d'homologie^  dans 
»  une  raison  constante.  »  Ce  théorème  nous  sera  très-utile,  en  nous  offrant 
de  nombreuses  propriétés  nouvelles  des  figures  homologiques,  et  particulière- 
ment du  système  de  deux  coniques  quelconques,  dont  on  n'a  encore  étudié 
d'une  manière  générale  que  les  propriétés  descriptives  \ 

Nous  remarquerons  encore,  au  sujet  du  théorème  de  Desargues,  qu'il 
conduit  naturellement  à  un  beau  principe  de  perspective,  qui  semble  en 
éire,  en  quelque  sorte,  la  première  destination;  c'est  que  :  «  quand  deux 
»  figures  planes^  situées  dans  l'espace,  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre, 
»  si  l'on  fait  tourner  le  plan  de  la  première  autour  de  sa  droite  d'intersection 
»  avec  le  plan  de  la  seconde ,  les  droites  qui  iront  des  points  de  la  première 
»  figure  aux  points  correspondants  de  la  seconde,  concourront  toujours  en  un 
»  même  point  ^  ;  et  cela  aura  encore  lieu  quand  les  plans  des  deux  figures 
»  seront  superposés.  »  Ce  théorème  peut  oiTrir  une  intelligence  facile  de 
certaines  pratiques  de  la  perspective. 

§  30.  Desargues  s'était  occupé  des  applications  de  la  Géométrie  aux  arts, 
et  avait  traité  cet  objet  en  homme  supérieur,  y  apportant,  avec  une  exacti- 
tude alors  souvent  inconnue  aux  artistes,  les  principes  d'universalité  que  nous 
lui  avons  reconnus  dans  ses  recherches  de  pure  Géométrie. 


'  Les  relations  métriques  de  deux  coniques  quelconques,  connues  jusqu'^  ce  jour,  se  réduisent, 
je  crois,  à  quelques  relations  harmoniques. 

'  Ce  point  de  concours  varie  de  position  dans  Tespace,  et  il  est  facile  de  voir  qu*il  décrit 
un  cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  dlntersectiou  des  plans  des  deux 
figures. 
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Divers  écrits  de  lui  furent  publiés  sur  la  Perspective,  la  Coupe  des  pierres 
et  le  Tracé  des  cadrans.  Il  paraît  que  ces  ouvrages  étaient  très-succincts,  et 
pour  ainsi  dire  comme  des  essais,  qui  renfermaient  la  substance  d'ouvrages 
qui  devaient  être  plus  développés  et  plus  complets.  Quelques  années  après, 
A.  Bosse,  célèbre  graveur,  qui,  quoique  géomètre  médiocre,  avait  eu  assez 
de  pénétration  pour  apprécier  le  génie  de  Desargues,  fut  initié  par  lui  à 
ses  nouvelles  conceptions,  et  les  exposa  de  nouveau,  mais  d'une  manière  très- 
diffuse,  qu'il  croyait  avoir  appropriée  aux  usages  des  artistes,  et  qui  ne  Tétait 
certainement  pas  à  celui  du  véritable  géomètre.  Cependant,  les  écrits  origi- 
naux de  Desargues  étant  perdus,  ceux  de  Bosse  ont  acquis,  par  cette  circon- 
stance, un  certain  mérite.  Ils  suffiraient  au  géomètre,  qui  voudrait  les  lire 
avec  attention,  pour  rétablir  les  principes  théoriques  qui  avaient  servi  de 
fondement  aux  diverses  pratiques  inventées  par  Desargues  dans  ses  ouvrages 
originaux. 

Ceux-ci  avaient  pour  titres  : 

1**  Méthode  universelle  de  mettre  en  perspective  les  objets  donnes  réelle- 
ment,  ou  en  devis,  avec  leurs  proportions,  mesures,  éloignements y  sans 
employer  aucun  point  qui  soit  hors  du  champ  de  l'ouvrage,  par  G.  D.  L. 
(Girard  Desargues,  Lyonnais),  à  Paris,  1636.  Le  Privilège  était  de  1630. 

2®  Brouillon  projet  de  la  Coupe  des  pierres.  1 640. 

3®  Les  Cadrans,  ou  moyen  de  placer  le  style,  ou  F  axe,  inséré  à  la  fin  du 
Brouillon  de  la  Coupe  des  pierres  \ 

Le  Traité  de  Perspective,  arrangé  par  Bosse,  contie  ntun  fragment  de  Fou- 
vrage  original  de  Desargues.  On  y  reconnaît  le  fondement  et  la  substance  de 
tout  Fouvrage  de  Bosse.  Le  but  que  s'y  propose  Desargues  est  de  pratiquer 
la  perspective  sans  se  servir  d'un  dessin  de  l'objet,  et  au  moyen  seulement 

*  Nous  avons  trouvé  le  titre  du  premier  de  ces  trois  ouvrages  dans  la  Perspective  de  Nicèron 
(in-fol., i653),  et  dans  celle  de  Lambert  (2«  partie,  Zurich,  1773;  in-8»);  et  les  litres  des  deux 
autres,  qui  paraissent  aujourd'hui  tout  à  fait  inconnus,  car  nous  n'en  avions  jamais  vu  aucune 
mention  nulle  part,  dans  un  ouvrage  fort  rare  de  J.  Curabelle,  intitulé  :  Examen  des  OEuvres 
du  sieur  Desargues  ;  Paris,  i644,  in-4«(8f  pages). 
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de  cotes  indiquant  la  position  de  chacun  de  ses  points  dans  Tespace^  de  même 
que  ces  cotes  serviraient,  en  archilecture,  pour  construire  le  plan  géométral 
et  les  coupes  de  cet  objet.  C'est  à  celle  occasion  qu'il  imagina  Péchelle  fuyante, 
maintenant  si  fort  en  usage  chez  les  artistes,  et  qui  porte  le  nom  de  Desargues 
dans  quelques  traités  de  perspeclive.  (Voir  celui  d'Ozanam,  pag.  62,  édition 
de  1720,  in-8^) 

Cel  ouvrage  était,  au  témoignage  de  Fermât  «  agréable  et  de  bon  esprit.  » 
Descartes  en  porta  un  jugement  semblable  en  écrivant  au  P.  Mersenne  : 
«  Je  n'ai  reçu  que  depuis  peu  de  jours  les  deux  petits  livres  in-folio  que 
»  vous  m'avez  envoyés,  dont  l'un  qui  Iraite  de  la  perspective  (et  qui  était  de 
))  Desargues)  n'est  pas  à  désapprouver,  outre  que  la  curiosité  et  la  netteté 
»  de  son  langage  est  à  estimer.  »  [Lettres,  tom.  IV,  pag.  257.) 

Le  livre  des  Cadrans  mérita  aussi  l'approbation  de  Descartes,  qui  trouva 
que  «  l'invention  en  était  fort  belle,  et  d'autant  plus  ingénieuse  qu'elle  était 
»  plus  simple.  »  [Lettres,  tom.  IV,  p.  147.)  Ce  grand  homme  n'exprime  pas 
son  sentiment  sur  le  livre  de  la  Coupe  des  pierres,  parce  que  les  figures  y 
manquaient  ^ 

Il  parait  que  l'invention  des  épicycloïdes  et  de  leur  usage  mécanique^ 
dont  Leibniz  a  revendiqué  l'honneur  pour  le  célèbre  astronome  Roemer^ 
est  due  à  Desargues.  Car  La  Ilire  nous  apprend ,  dans  la  préface  de  son 
Traité  des  Epicycloïdes ,  qu'il  a  fait  au  château  de  Beaulieu,  près  de  Paris, 
une  roue  à  dents  épicycloïdales,  à  la  place  d'une  autre  semblable,  qui  y 
avait  été  autrefois  construite  par  Desargues.  De  plus,  La  Hire  répète, 
dans  la  préface  de  son  Traité  de  Mécanique,  publié  en  1695,  qu'il  donne 
la  construction  d'une  roue  où  le  frottement  n'est  pas  sensible,  et  dont  la 
première  invention  était  due  à  Desargues,  un  des  plus  excellents  géomètres 
du  siècle. 


'  Baillot,  dans  la  Vie  de  Descaries  y  dit  que  ces  deux  livres  de  Desargues  ne  furent  publiés 
qu'en  1643.  C'est  une  erreur  :  Baillet  les  confond  avec  ceux  de  Bosse,  publies  en  effet  en  1643. 
Cet  écrivain  ignorait  que  Desargues  eût  produit,  en  MUtO^  sou  Broitillon  projet  de  la  Coupe  des 
pierres,  suivi  des  Cadrans,  qui  est  le  seul  ouvrage  dont  ait  pu  parler  Descartes  dans  sa  lettre 
écrite  en  i64i  au  P.  Mersenne. 
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§  31.  Le  caractère  principal  des  écrits  de  Desargues  est  une  grande 
généralité  dans  ses  principes  théoriques  et  dans  leurs  applications^  telle  que 
celle  qui  fait  la  beauté  et  le  grand  mérite  de  la  Géométrie  descriptive  de 
Monge.  Ainsi  il  dit,  au  commencement  de  son  Brouillon  projet  de  la  Coupe 
des  pierres,  que  sa  manière  de  trait  pour  la  Coupe  des  pierres  est  la  inême 
production  que  la  manière  de  pratiquer  la  Perspective  ^  Et,  dans  une  lettre 
écrite  en  1643,  jointe  au  Traité  des  Cadrans,  arrangé  par  Bosse,  Desargues 
parle  de  sa  pensée  et  façon  de  concevoir  ces  matières  dans  l'universel,  comme 
c'est  l'unique  façon  légitime  de  faire  des  savans. 

Nous  citerons  encore  le  passage  suivant  des  Pratiques  géométrales  et 
perspectives  de  Bosse  :  «  M.  Desargues  démontrait  universellement,  par  les 
»  solides,  ce  qui  n'est  pas  Tusage  ordinaire  de  tous  ceux  qui  se  disent  géo- 
»  mètres  ou  mathématiciens.  » 

Ces  mots  de  Bosse,  par  les  solides,  ne  signifieraient-ils  pas  que  Desar- 
gues employait,  dans  ses  démonstrations,  la  considéraiion  des  figures  à 
trois  dimensions,  pour  parvenir  aux  propriétés  des  figures  planes?  ce 
qui  est  aujourd'hui  le  caractère  de  Técole  de  Monge,  en  Géométrie  spécu- 
lative. 

Plusieurs  passages  des  lettres  de  Descartes  font  voir  que  Desargues  ne 
bornait  point  ses  recherches  mathématiques  à  la  Géométrie  et  à  ses  applica- 
tions, mais  qu'il  écrivait  aussi  sur  l'Analyse;  on  y  voit  même  que  les  ma- 
tières philosophiques  lui  étaient  également  familières. 

Ces  détails  montrent  le  génie  de  Desargues,  dont  ses  plus  illustres  con- 
temporains. Descartes,  Pascal,  Fermât,  faisaient  le  plus  grand  cas;  mais 
que  des  hommes  médiocres ,  dont  la  nouveauté  et  la  généralité  de  ses  vues 
surpassaient  l'intelligence ,  ont  persécuté  et  dégoûté. 

On  doit  à  M.  Poncelet  d'avoir,  le  premier,  dans  son  Traité  des  pro- 
priétés projectiveSy  apprécié  ce  véritable  et  profond  géomètre,  et  de  l'avoir 


'  Ces  paroles  de  Desargues  sont  rapportées  par  Curabelle,  pag.  70  de  son  ouvrage  cite  prë- 
eédemment. 


158S  •  1647. 
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reconnu^  sous  le  litre  mérité  de  «  Monge  de  son  siècle^  »  comme  Tun  des 
fondateurs  de  la  Géométrie  moderne. 

Nous  ajouterons  quelques  détails,  au  sujet  de  Desargues,  dans  la  Note  XIV. 

Nous  ne  retrouverons,  que  plus  d'un  siècle  après,  Fesprit  des  méthodes  de 
Desargues  et  de  Pascal.  Cest  La  Hire  qui  nous  le  transmettra,  dans  soo 
premier  ouvrage  sur  les  coniques,  en  1673.  Ce  géomèlre  eut  connaissance 
du  Brouillon  projet  des  coniques  de  Desargues,  dont  il  cite  le  titre;  mais 
il  parait  que  déjà  V Essai  pour  les  coniques  de  Pascal  était  tombé  dans 
l'oubli  \ 

§  32.  En  parlant  historiquement  des  travaux  de  Desargues  et  de  Pascal 
sur  la  théorie  des  coniques,  on  doit  citer  un  troisième  géomètre,  leur  con- 
temporain, qui  les  avait  devancés  de  quelques  années  dans  cette  partie  de  la 
MYDORGE,  science.  Mydorge,  célèbre  comme  savant  et  comme  ami  de  Tillustre  Des- 
cartes ,  eut  le  mérite  d'être  le  premier  en  France  qui  écrivit  un  traité  des 
sections  coniques,  et  qui  entreprit  de  simplifier  les  démonstrations  des  An- 
ciens ,  et  d'aller  au  delà  de  ce  qu'ils  avaient  fait  sur  ce  sujet. 

Cet  ouvrage  parut  d'abord  en  1631,  en  deux  livres,  puis  en  4644, 
en  quatre  livres;  il  devait  être  suivi  de  quatre  autres  qui  sont  restés  manu- 
scrits. Le  P.  Mersenne  nous  en  a  donné  les  titres  dans  son  recueil  Universœ 
Geometriœ  mixtœque,  etc.,  pag.  329.  Mydorge  n'a  pas  pour  but  principal, 
comme  Desargues  et  Pascal ,  de  faire  dériver  les  propriétés  des  coniques  de 
celles  du  cercle,  par  la  perspective  ou  par  la  considération  constante  du  cône 
où  elles  prennent  naissance.  Sou  ouvrage  est  écrit  dans  le  style  des  Anciens; 
mais  cependant,  en  faisant  plus  d'usage  qu'eux  de  la  considération  du  cône^, 
l'auteur  peut  comprendre,  dans  une  seule  démonstration,  des  propositions  qui 


^  Cum  nihil  de  his  Pascalii,  Desarguesii  autem  pauca  sint  édita,  eo  gratior  fuit  labor  doctis- 
simi  geometrœ  Ph.  de  La  Hirc,  qui  vcsligiis  istorum  insistens,  muUaque  perpulchra  de  suo  adji" 
ciens,  jam  ante  12  annos  libellum  tilulo  NoViC  hethodi  sectiones  conicâs  et  cylindricas  ezpli- 
CANDi  edidit {Act.  Erud.,  ann.  1685,  p.  400.) 

'  Nous  entrerons  dans  quelques  développements  sur  la  méthode  des  Anciens ,  en  parlant  du 
grand  Traité  des  Coniques  de  La  Hire. 
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en  demandaient  trois  à  Apollonius^  et  il  apporte  ainsi  une  grande  simplifica- 
tion dans  cette  matière. 

On  remarque^  dans  Fouvrage  de  Mydorge,  une  solution  élégante  de  ce 
problème  :  «  Placer  sur  un  cône  donné  une  section  conique  donnée^  » 
qu'Apollonius  n'avait  résolu,  dans  son  sixième  livre,  que  pour  un  cône 
droit.  (Propositions  39,  40  et  41  du  3*  livre.) 

Lie  second  livre  est  destiné  à  la  description  des  coniques  par  points,  sur  le 
plan;  objet  dont  Apollonius  ne  s'était  pas  occupé,  mais  qui  avait  dû  être 
compris  dans  les  Lieux  solides  d'Aristée;  car  cet  ouvrage  traitait  des 
coniques  considérées  sur  le  plan,  et  devait  rouler  sur  celles  de  leurs  propriétés 
qui  ne  font  point  partie  des  Eléments  des  coniques  d'Apollonius,  puisque 
Aristée  lui-même  avait  écrit  un  pareil  traité,  dilTérent  de  ses  Lieux  solides. 

Parmi  les  modes  de  description  de  Mydorge,  nous  citerons  celle  de 
l'ellipse,  par  un  point  d'une  droite  dont  les  deux  extrémités  glissent  sur  deux 
droites  fixes  ^  ;  et  la  description  de  la  même  courbe  au  moyen  du  cercle  dont 
on  allonge  toutes  les  ordonnées  dans  un  rapport  constant;  description  déjà 
employée  par  Stévin  {OEuvres  mathématiques,  pag.  348).  On  trouve  dans 
le  même  livre  que,  si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on  mène  des 
rayons  aux  points  de  la  courbe,  et  qu'on  les  prolonge  dans  un  rapport  donné, 
leurs  extrémités  seront  sur  une  nouvelle  conique,  semblable  à  la  première. 
Cette  proposition  extrêmement  simple  est  contenue  virtuellement  dans  le 
sixième  livre  d'Apollonius,  qui  traite  des  coniques  semblables  :  nous  la  citons 
ici  parce  qu'elle  est,  avec  le  mode  de  description  précédente  (l'allonge- 
ment des  ordonnées  dans  un  rapport  constant),  le  point  de  départ,  et  le  cas 
le  plus  simple  d'une  méthode  de  déformation  des  figures,  que  nous  verrons 
prendre  de  l'extension  entre  les  mains  de  La  Hire  et  de  Newton.  M.  Pon- 


<  Ce  mode  de  description  avait  déjà  été  démontré  par  Stévin,  qui  en  attribue  l'invention  à 
Guido  Ubaidi:  en  effet,  celui-ci  Tavait  donné  dans  son  traité  intitule:  Planisphœricorum  vniver- 
ialium  Theorica  (in-4^  i579);  mais  cette  description  de  rdlipse  fut  connue  des  Anciens,  ainsi 
que  nous  Fapprend  Proclus,  dans  sou  Commentaire  sur  la  seconde  proposition  du  {"livre 
d'Euclide. 

12 
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celet ,  dans  son  Traité  des  propriétés  projectives.  Ta  étendue  aux  figures 
à  trois  dimensions;  et  nous  la  regardons,  dans  Tétat  d^aecroissement  où  nous 
la  présentons  dans  la  seconde  partie  de  cet  écrit,  sous  le  titre  de  Déforma- 
tion homographique ,  comme  Tune  des  méthodes  les  plus  puissantes  de  la 
Géométrie  moderne. 

§  33.  L^étendue  que  nous  avons  donnée  à  Tanalyse  des  ouvrages  de 
Desargues  et  de  Pascal ,  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie  récente ,  nous  a 
éloigné  de  cette  autre  partie  de  la  Géométrie,  qui  concerne  les  mesures,  et 
qui  fait  usage,  sous  une  forme  explicite  ou  déguisée  avec  plus  oii  moins  d^art, 
des  considérations  de  Tinfini. 

Revenons  à  cette  partie  de  la  science,  où  nous  avons  déjà  eu  à  citer,  comme 

inventeurs,  Kepler,  Guldin,  Cavalieri,  Fermât,  Roberval,  Pascal.  A  la  suite 

de  ces  hommes  de  génie ,  et  sur  le  même  rang,  nous  trouvons  Grégoire  de 

St-Vincent. 

GRÉGOIRE  DK  SAINT       Cc  géomètrc,  Fuu  des  plus  profondément  versés  dans  la  Géométrie  an- 

VINCENT, 

cienne ,  appliqua ,  comme  Cavalieri  et  Roberval ,  mais  d'une  manière  qui  lui 
était  propre,  les  méthodes  d'Archimède,  pour  les  quadratures  des  espaces 
curvilignes.  Sa  méthode,  intitulée  Ductus  plani  in  planum^  perfectionne- 
ment, comme  celles  de  Cavalieri  et  de  Roberval,  de  la  méthode  d'exhaustion, 
était  rigoureuse  comme  celle-ci,  et  d'un  usage  plus  facile  que  les  autres.  La 
disposition  différente  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  aux  courbes  lui 
donnait  une  plus  grande  portée,  dont  Grégoire  de  St-Vincent  sut  tirer  un 
parti  considérable.  Cette  différence  entre  la  méthode  d'Archimède  et  celle  de 
Grégoire  de  St-Vincent  eut  un  autre  avantage  très-grand  ;  car  on  peut  regar- 
der avec  raison  que  le  petit  triangle  différentiel  qui  apparaît  dans  les  figures 
de  Grégoire  de  St-Vincent,  entre  la  courbe  et  deux  côtés  consécutifs  de  Fun 
des  deux  polygones  à  échelles  (inscrit  ou  circonscrit),  a  conduit  Barrow, 
Leibniz  et  Newton  au  calcul  infinitésimal.  C'est  ainsi  que  dans  les  sciences 
toutes  les  vérités  s'enchaînent  et  s'étendent ,  et  que  les  plus  grandes  décou- 
vertes, loin  d'être  inspirées  par  révélation,  ont  été  préparées  de  longue 
main. 


I584-16C7. 
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Grégoire  de  St-Vincent^  dont  le  mérité  n'a  point  été  assez  apprécié  ^ 
malgré  le  jugement  porté  par  Huygens  et  par  Leibniz  ^^  enrichit  aussi  la 
Géométrie  d'innombrables  découvertes  sur  les  sections  coniques.  Cest  à  lui 
qu'on  doit  la  propriété  remarquable  des  espaces  hyperboliques  entre  les 
asymptotes^  qui  sont  les  logarithmes  des  abscisses. 

Parmi  ses  nombreuses  manières  d'engendrer  les  coniques  sur  le  plan , 
l'une  par  l'autre ,  nous  devons  citer  ici  deux  procédés  devenus  d'un  usage 
fréquent  dans  les  arts^  et  qui  sont  le  point  de  départ  d'une  série  de  méthodes 
pour  la  transformation  des  figures^  formant  l'une  des  doctrines  les  plus 
importantes  de  la  Géométrie  récente. 

Le  premier^  qui  avait  déjà  été  employé  par  Stévin  et  Mydorge ,  consiste 


^  Voici  les  paroles  de  Leibniz  :  Majora  {nempè  Galileanis  et  Cavalleriams)  subsidia  attule- 
runt  triumviri  célèbres ,  Cartesius  ostensa  ratione  lineas  Geometriœ  communis  exprimendi 
per  œquationes  ;  Fermatius  inventa  methodo  de  maximis  et  minimis  :  ac  Gregorius  a  sancto 
Vtncentio  multis  prœclaris  inventis.  {Acta  Erudit.,  1686,  et  OEuvres  de  Leibniz,  tom.  III, 
pag.  492.) 

Quinze  ans  après,  Leibniz  écrivait  encore:  Etsi  Gregorius  a  S.  Vincentio  quadraturam 
circuli  et  hyperbolœ  non  absolverit,  egregia  tamen  multa  dédit,  (OEuvres  de  Leibniz,  tom.  VI, 
pag.  i  89.) 

Montucla  s*exprime  ainsi ,  dans  son  Histoire  des  mathématiques  : 

«  L'ouvrage  de  Grégoire  de  St-Vincent  est  un  vrai  trésor,  une  mine  riche  de  vérités  géomé- 
>  triques  et  de  découvertes  importantes  et  curieuses.  > 

Si  les  travaux  de  Grégoire  de  St-Vincent  n'ont  point  été  cultivés  comme  ils  étaient  dignes  de 
rétrc,  la  cause  en  est  due,  sans  doute,  à  Tinvention  presque  contemporaine  de  la  Géométrie  de 
Descartes,  et  de  l'Analyse  infinitésimale,  qui  ont  tourné  toutes  les  méditations  vers  le  calcul. 
Nous  croyons  pouvoir,  après  le  double  témoignage  que  nous  venons  de  citer  sur  le  mérite  de  ce 
géomètre,  engager  les  jeunes  mathématiciens,  qui  ont  foi  dans  les  ressources  et  dans  Tavenir  de- 
la  Géométrie,  à  lire  ses  ouvrages.  Plusieurs  de  ses  belles  découvertes  leur  paraîtront  encore  nou- 
velles. 

Une  intéressante  notice  de  M.  Quetelet,  sur  Grégoire  de  St-Vincent,  nous  apprend  qu'il  a 
laissé  de  nombreux  manuscrits ,  qui  ont  été  réunis  en  15  vol.  in-fol.,  et  que  possède  la  Biblio- 
thèque de  Bruxelles,  a  11  serait  à  désirer,  ajoute  M.  Quetelet,  qu'un  ami  des  sciences  prit  la 
peine  d'examiner  ce  rare  monument.  Il  trouverait  peut-être  des  choses  qu'aujourd'hui  même 
nous  ignorons.  Car  les  sections  coniques  offrent  une  source  intarissable  de  propriétés,  et  Ton  ne 
peut  dire  sans  témérité  que  cette  matière  est  épuisée.  >  (Correspondance  mathématique  et  phy- 
sique, tom.  I",  pag.  162.) 
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h  foire  croître^  dans  un  rapport  constaot^  les  ordonnées  d^ine  courbe;  et  le 
f^'Àfnd,  b  faire  tourner  ces  ordonnées  autour  de  leurs  pieds^  d^une  Hièiiie 
quantité  angulaire^  de  sorte  qu'elles  restent  parallèles  entre  elles. 

Grégoire  de  St-Vincent  transformait  le  c^t^le  en  ellipse^  par  chacun 
de  ces  deux  procédés^  ou  par  tous  les  deux^  combinés  de  di vases  ma- 
nières. 

Toutefois^  nous  devons  dire  que  ces  deux  modes  de  transformation  n^en 
font  réellement  qu'un  ^  et  produisent  identiquement  les  mêmes  figures;  mais 
ils  sont  présentés  sous  deux  formes  différentes^  qui  leur  donne  à  chacun  des 
avantages  particuliers. 

11  est  toujours  utile  de  considérer  ainsi  de  plusieurs  points  de  vue  une 
même  vérité ,  pour  en  faire  tous  les  usages  et  en  tirer  toutes  les  consé- 
quences dont  elle  est  susceptible. 

La  théorie  des  coniques  nous  a  déjà  offert  de  cela  une  preuve  bien  con- 
vaincante ^  par  les  différentes  transformations  que  nous  avons  vu  que  Ton 
peut  faire  subir^  soit  au  théorème  de  Desargues^  soit  à  celui  de  Pascal^  et 
(|ui  les  mettent  en  état  d'embrasser^  dans  leurs  conséquences  infinies^  la  plu- 
part des  propriétés  des  coniques.  (Voir  la  Note  XV.) 

Grégoire  de  St-Vincent  (it^  sur  la  symbolisation  de  la  spirale  et  de  la 
parabole^  objet  dont  s'était  occupé  de  son  côté  Gavalieri ,  un  traité  profond^ 
qui  contient  des  rapprochements  étonnants  entre  ces  deux  courbes^  dont  les 
nombreuses  propriétés  se  correspondent.  L'égalité  de  deux  arcs  corres- 
pondants des  deux  courbes^  démontrée  aussi  par  Roberval^  mais  d'une 
manière  diflicile^  par  sa  doctrine  des  mouvements  composés^  a  été  plus  tard 
le  sujet  d'un  beau  mémoire  de  Pascal^  qui  offre  le  premier  exemple  de  la 
oon)|>arai8on  de  deux  lignes  de  différentes  natures^  par  la  pure  Géométrie 
dos  Anciens^  et  sans  la  considération  des  indivisibles  ^. 

§  34.  Si  nous  écrivions  une  histoire  de  la  Géométrie^  et  non  point  seule- 
mont  un  aperçu  de  la  formation  successive  de  ses  méthodes  et  principalement 

*  A^yu/il^  des  lignes  spirale  e f  parabolique  (OEu?res  de  Pascal  »  tom.  V,  pag.  4â^45â). 
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de  celles  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie  moderne  ;  nous  aurions  à  citer^ 
poar  remplir  le  cadre  de  cette  deuxième  Époque^  les  travaux  de  plusieurs 
autres  géomètres^  qui  cultivèrent  aussi  avec  succès  la  pure  Géométrie  des 
Anciens  et  la  nouvelle  doctrine  des  indivisibles^  et  qui  contribuèrent  aux 
progrès  considérables  que  la  science  fit  alors.  À  leur  tète  se  présenteraient 
les  deux  célèbres  disciples  de  Galilée^  Torricelli  et  Yiviani^  dont  nous  aime- 
rions surtout  à  retracer  les  belles  et  importantes  recherches;  puis  Léotaud^ 
LaLoabére^  Gregory^  Etienne  de  Angelis,  Michel -Ange  Ricci  ^  Mercator^ 
Schooten,  Geva^  Huygens^  Sluze^  Wren^  Nicolas^  Lorenzini^  Guido- 
Grand ,  etc. 

Plusieurs  de  ces  géomètres  s'adonnèrent  aussi  à  la  Géométrie  de  Descartes  ^ 
qui  prenait  naissance^  et  vont  figurer  dans  TÉpoque  suivante ^  parmi  les 
promoteurs  de  cette  grande  invention. 
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CHAPITRE  m. 


TROISIÈME  ÉPOQUE. 


DESCARTES,         §  I®*".  Lc  plus  slgoalé  service  rendu  à  la  Géométrie  est  dû  à  Descartes. 
1696-1650.       Qq  philosophe,  par  son  inappréciable  conception  de  V Application  de  l'Algèbre 
à  la  théorie  des  courbes,  se  créa  les  moyens  de  franchir  les  obstacles  qui , 
jusqu'alors,  avaient  arrêté  les  plus  grands  géomètres,  et  changea  véritable- 
ment la  face  des  sciences  mathématiques  K 

Cette  doctrine  de  Descartes ,  dont  aucun  germe  ne  s'est  trouvé  dans  les 
écrits  des  géomètres  anciens,  et  la  seule  peut-être  dont  on  puisse  dire, 
comme  Montesquieu  de  son  Esprit  des  lois,  prolExM  sine  matre  greatâm^ 
cette  doctrine,  dis-je,  eut  pour  effet  de  donner  à  la  Géométrie  le  caractère 
d'abstraction  et  d'universalité  qui  la  distingue  essentiellement  de  la  Géomé- 
trie ancienne.  Les  méthodes  créées  par  Cavalieri,  Fermât,  Roberval,  Gré- 
goire de  St- Vincent,  portaient  aussi,  dans  leurs  principes  métaphysiques^ 

*  L'application  de  TAlgëbre  à  la  théorie  des  courbes  est  Tobjet  de  la  Géométrie  de  Descartes, 
qui  parut  à  Leyde  en  iG57,  avec  son  Traité  des  Météores  et  sa  Dioptriqtie,  à  la  suite  et  comme 
Essais  de  sa  célèbre  Méthode,  sur  laquelle  repose  la  philosophie  moderne. 

Aucun  système,  certainement,  n'avait  jamais  été  produit  avec  Tautorité  que  donnaient,  à  la 
Méthode  de  Descaries ,  de  tels  Essais. 
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le  cachet  de  cette  généralité;  mais  ne  Favaient  point  dans  leurs  applications. 
La  conception  de  Descartes ,  seule ,  procurait  les  moyens  d'appliquer  ces 
méthodes  d'une  manière  uniforme  et  générale;  elle  était  l'introduction  néces- 
saire aux  nouveaux  calculs  de  Leibniz  et  de  Newton^  qui  dès  lors  n'ont 
point  tardé  à  surgir  de  ces  belles  méthodes. 

La  Géométrie  de  Descartes,  outre  ce  caractère  éminent  d'universalité, 
se  distingue  encore  de  la  Géométrie  ancienne  sous  un  rapport  particulier, 
qui  mérite  d'être  remarqué;  c'est  qu'elle  établit,  par  une  seule  formule, 
des  propriétés  générales  de  familles  entières  de  courbes;  de  sorte  que  l'on 
ne  saurait  découvrir  par  cette  voie  quelque  propriété  d'une  courbe ,  qu'elle 
ne  fasse  aussitôt  connaître  des  propriétés  semblables  ou  analogues  dans  une 
infinité  d'autres  lignes.  Jusque-là ,  on  n'avait  étudié  que  des  propriétés  par- 
ticulières de  quelques  courbes,  prises  une  à  une,  et  toujours  par  des  moyens 
différents,  qui  n'établissaient  aucune  liaison  entre  différentes  courbes. 

Aussi  la  Géométrie  prit  dès  lors  un  essor  rapide,  et  ses  progrès  s'éten- 
dirent sur  toutes  les  autres  sciences  qui  sont  de  son  domaine.  L'Algèbre 
elle-même  en  reçut  d'utiles  secours  ;  ses  opérations  symboliques  devinrent 
plus  faciles  à  saisir,  son  importance  s'accrut;  et  ces  deux  branches  prin- 
cipales de  nos  connaissances  positives  marchèrent  d'un  pas  également 
assuré. 

Quant  à  l'Algèbre,  nous  nous  bornerons  à  dire  que  l'un  des  premiers  et 
des  plus  grands  avantages  que  la  Géométrie  lui  procura,  fut  l'interprétation 
et  l'usage  des  racines  négatives,  que  jusque-là  on  regardait  comme  insigni- 
fiantes, et  qui  avaient  si  fort  embarrassé  les  anciens  analystes. 

J^  méthode  des  coefficients  indéterminés ,  que  Descartes  créa  dans  sa 
Géométrie,  et  dont  il  fit  un  si  heureux  usage  pour  la  construction  des  lieux 
solides,  est  aussi  l'une  des  découvertes  les  plus  ingénieuses  et  les  plus  fécondes 
de  l'Analyse. 

§  2.  L'esprit  et  les  procédés  de  la  Géométrie  de  Descartes  sont  trop 
connus  de  toutes  les  personnes  qui  ont  les  premières  connaissances  en 
mathématiques ,  pour  que  nous  entrions  ici  dans  aucun  développement. 
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FERMAT. 


BOBERVAL. 


DE  BEAUNE, 
4601-1031. 


Nous  allons  tout  de  suite  présenter  un  aperçu  des  travaux  des  principaux 
écrivains^  parmi  les  contemporains  de  Descartes ,  qui  cultivèrent  les  premiers 
sa  Géométrie^  et  qui  s'en  servirent  pour  étendre  le  cercle  des  vérités  roatbé- 
mathiques^  particulièrement  dans  la  théorie  des  courbes. 

On  distingue  d'abord  Fermât  et  RobervaL 

Le  premier^  digne  émule  de  Descaries ^  employait  lui-même ,  déjà^  des 
procédés  analytiques  semblables  à  sa  Géométrie,  avant  qu'elle  eût  paru. 
Mais  la  nature  et  le  caractère  spécial  de  ses  travaux^  basés  en  grande 
partie  sur  sa  belle  méthode  De  maximis  et  minimis,  les  rapprochent 
beaucoup  plus  des  doctrines  de  la  Géométrie  ancienne  que  de  celles  de 
Descartes. 

Roberval^  que  la  rivalité  jalouse  qui  a  existé  entre  lui  et  ce  grand  philo- 
sophe portait  à  critiquer  minutieusement  la  nouvelle  Géométrie  y  contribua  de 
cette  manière  à  en  répandre  la  connaissance.  Ce  géomètre  a  fait  d'ailleurs^ 
en  quelque  sorte ^  amende  honorable^  en  laissant  sous  le  titre  De  résolutions 
œquationum,  une  application  intelligente  de  cette  méthode  à  la  construction 
des  lieux  par  leurs  équations. 

§  3.  Dès  que  la  Géométrie  de  Descartes  eut  paru^  De  Beaune  en  pé- 
nétra l'esprit  et  l'excellence,  el  en  facilita  la  lecture  par  des  Notes,  très- 
estimées  de  Descartes  lui-même,  sur  les  passages  qui,  par  leur  concision 
et  la  nouveauté  du  sujet ,  offraient  des  difficultés  aux  meilleurs  géomètres. 

C'est  De  Beaune  qui,  le  premier,  conçut  l'idée  d'introduire  dans  la  théorie 
des  courbes  les  propriétés  de  leurs  tangentes,  comme  élément  propre  à 
leur  construction,  et  qui,  par  une  question  de  cette  nature  proposée  à 
Descartes,  donna  ainsi  naissance  à  la  méthode  inverse  des  tangentes. 

Il  s'agissait  de  construire  une  courbe  telle  que  le  rapport  de  sa  sous-tan- 
gente (prise  sur  l'axe  des  abscisses)  à  l'ordonnée,  fut  dans  une  raison 
constante  avec  la  partie  de  l'ordonnée  comprise  entre  la  courbe  et  un  axe 
fixe  faisant  un  demi-angle  droit  avec  l'axe  des  abscisses,  passant  d'ailleurs 
par  l'origine  de  la  courbe  ^ 


Lettres  de  Descartes,  tom.  VI ,  pag.  215 
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Ce  problème  difficile^  même  avec  le  secours  du  calcul  intégral^  et  qui  a 
occupé^  à  la  naissance  de  ce  calcul^  Leibniz  et  les  frères  Bernoulli^  a  été 
résolu  par  Descartes^  qui^  avec  son  habitude  de  vaincre  les  plus  grandes 
difficultés  en  Géométrie  ^  sut  ramener  la  question  aux  lieux  géométriques^ 
en  considérant  chaque  point  de  la  courbe  comme  Tintersection  de  deux 
tangentes  infiniment  voisines  ^  et  découvrit  ainsi  que  la  courbe  a  une 
asymptote  parallèle  à  Taxe  fixe ,  et  que  la  sous-tangente  prise  sur  cette 
asymptote  est  constante.  Ces  propriétés  ont  conduit  Descartes  à  la  con- 
struction de  toutes  les  tangentes  de  la  courbe  elle-même^  par  Tintersec- 
tion  de  deux  règles  qui  se  mouvaient  avec  des  vitesses  déterminées.  L'in- 
commensurabilité de  ces  deux  mouvements  lui  fit  voir  que  la  courbe  était 
mécanique  y  et  de  celles  auxquelles  ne  s'appliquait  point  son  Analyse. 
Aussi  n*en  donna -t- il  pas  Téquation.  [Lettres  de  Descartes ,  tome  VI, 
p.  137.)  ^ 

Descartes  n'avait  compris,  dans  sa  Géométrie,  que  les  courbes  dont 
FéquatioD,  dans  son  système  de  coordonnées,  était  d'un  degré  fini;  il  les 
appela  courbes  géométriques ,  et  donna  le  nom  de  mécaniques  à  toutes 
celles  qui  n'étaient  pas  géométriques.  Leibniz  a  substitué,  à  ces  dénomi- 
nations, celles  de  courbes  algébriques  et  courbes  transcendantes.  On  se 
sert  maintenant  indifféremment  des  deux  expressions  géométriques  et  algé- 
briques, pour  désigner  les  courbes  que  Descartes  a  considérées  dans  sa 
Géométrie.  Mais  nous  emploierons  toujours  la  première,  parce  que  les 
courbes  auxquelles  elle  s'applique  se  distinguent  des  autres  par  certaines 
propriétés  géométriques  qui  leur  sont  communes,  tout  aussi  bien  que 
par  la  nature  de  leurs  équations;  et  de  plus,  on  peut  démontrer  ces  pro- 
priétés avec  les  seuls  secours  de  la  Géométrie,  et  sans  employer  le  système 
de  coordonnées  et  les  formules  algébriques  de  Descartes. 

*  La  lettre  dans  laquelle  Descartes  communique  à  De  Bcaune  ses  idées  sur  cette  question 
d*un  nouveau  genre,  qu'il  regarde  comme  Vinverse  de  sa  règle  des  tangentes,  nous  parait 
mériter  de  figurer  comme  l'un  des  documents  les  plus  importants  dans  l'histoire  des  nouveaux 
calculs. 
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scHooTEN,  §  4.    Schooten   écrivit  un  commentaire   étendu  sur  la   Géométrie  de 

Descartes ,  et  fît  de  nombreuses  applications  de  cette  méthode  dans  plusieurs 
parties  de  ses  Exercitationes  Geometricœ ,  principalement  dans  le  livre  3*, 
qui  est  la  restitution  des  Lieux  plans  d^Âpollonius;  et  dans  le  livre  5^^ 
intitulé  :  De  lineis  curvis  superiorum  generum,  ex  solidi  sectione  artis. 
C'est  là  que  nous  trouvons  le  premier  exemple  de  la  méthode  des  coordon- 
nées appliquée  aux  courbes  considérées  dans  l'espace;  mais  il  est  vrai 
qu'il  y  est  question  seulement  de  courbes  planes^  et  que  Schooten  n'a  besoin 
d'employer  que  deux  coordonnées.  Mais  ce  genre  de  spéculations^  nouveau 
alors ,  était  un  premier  pas  dans  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions, 
qui,  comme  nous  le  verrons  à  la  fîn  de  cette  troisième  Époque,  ne  s'est 
développée  que  cinquante  ans  plus  tard. 

Schooten  a  écrit  un  Traité  de  la  description  organique  des  coniques, 
où  il  enseigne  différentes  manières  de  décrire  ces  courbes,  d'un  mouvement 
continu.  La  description  de  l'ellipse,  par  un  point  d'une  droite  dont  les 
extrémités  glissent  sur  les  côtés  d'un  angle,  était  déjà  connue:  Guido  Ubaldi 
et  Stévin  l'avaient  donnée,  et  elle  était  due  aux  géomètres  anciens,  ainsi 
que  nous  l'avons  dit  en  parlant  de  Proclus.  Schooten  la  généralisait,  en 
prenant  le  point  décrivant  au  dehors  de  la  droite  mobile.  L'ouvrage  con- 
tient, outre  la  description  des  sections  coniques,  leur  quadrature  par  la 
méthode  des  indivisibles  de  Gavalieri. 

§  5.  Le  second  livre  des  Exercitationes  Geometricœ  est  un  recueil  de 
problèmes  résolus  par  la  ligne  droite  seulement.  Ce  sont  les  premiers 
exemples,  que  nous  trouvons,  de  ce  genre  particulier  de  Géométrie,  traité 
dans  ces  derniers  temps,  d'une  manière  spéciale,  par  MM.  Servois  et 
Brianchon,  sous  le  nom  de  Géométrie  de  la  règle.  A  la  suite  de  ce  livre, 
et  sous  le  titre  d'Appendix,  Schooten  résout  douze  problèmes,  dans  lesquels 
il  suppose  que  des  obstacles  rendent  des  points  ou  des  lignes,  inacces- 
sibles ou  invisibles  dans  certaines  positions.  Il  confesse  qu'il  a  été  porté  à 
ce  genre  de  recherches  par  la  lecture  d'un  ouvrage  intitulé  Geometria 
peregrinansy  ou  l'auteur  se  proposait  de  résoudre,  en  se  servant  de  jalons 
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seulement^  les  problèmes  de  Géométrie  pratique^  qui  se  présentent  parti- 
culièrement à  la  guerre.  Cet  ouvrage,  anonyme  et  sans  date,  a  paru  à 
Schooten  n'être  pas  ancien  et  avoir  été  imprimé  en  Pologne. 

§  6.  Les  secours  que  l'Analyse  fournissait  à  la  Géométrie  étaient  si  grands 
et  si  merveilleux ,  que  Schooten  fut  Tun  des  mathématiciens  qui  voulurent 
attribuer  à  cette  méthode  la  clarté  et  Télégance  que  les  Anciens  apportaient 
dans  les  démonstrations  et  les  constructions  de  leurs  théorèmes  et  problèmes, 
les  accusant  d'avoir  supprimé,  pour  rendre  leurs  inventions  plus  capables 
d'exciter  Fadmiration  de  la  postérité,  la  véritable  voie  qu'ils  avaient  suivie. 
Pour  appuyer  cette  opinion,  Schooten  fit  voir,  par  de  nombreuses  questions 
traitées  des  deux  manières  ^,  qu'effectivement  la  méthode  synthétique  peut 
toujours  se  déduire  de  la  méthode  analytique.  Mais  Schooten  ne  s'attachait 
pas  assez  à  la  vraie  signification  que  les  Anciens  avaient  donnée  au  mot 
Analyse,  et  aux  exemples  que  Pappus,  particulièrement,  nous  avait  laissés 
de  cette  méthode,  et  ce  fut  là  la  cause  de  son  erreur;  car,  ne  reconnaissant 
point  d'autre  Analyse  que  celle  qui  repose  sur  l'emploi  de  l'Algèbre,  et  n'en 
trouvant  aucun  vestige  avant  Diophante,  il  en  concluait  que  les  Anciens 
avaient  caché  leur  Analyse. 

Cette  accusation,  portée  par  Schooten,  l'avait  été  en  premier  lieu  par 
Nonius  dans  son  Algèbre,  et  a  été  reproduite  au  chapitre  II  de  Y  Algèbre  de 
Wallis  ;  mais  depuis  elle  est  restée  sans  créance  et  a  paru  absurde. 

§  7.  Sluze  et  Hudde  perfectionnèrent  les  méthodes  de  Descartes  et  de  s^»", 
Fermât,  pour  mener  les  tangentes  et  déterminer  les  maxima  et  minima; 
et  le  premier,  s'appliquant  à  la  belle  construction  que  Descartes  avait 
donnée  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  par  un  cercle  et 
une  parabole,  eut  la  gloire  de  la  compléter,  en  se  servant  d'un  cercle  et 
d'une  section  conique  quelconque,  de  grandeur  donnée;  généralisation  alors 
trés-désirée  des  géomètres. 

•  Traetatus  de  coticinnandis  demonstrationibus  geomelricis  ex  calculo  algebratco.  Ouvrage 
posthume.  On  y  trouve  une  dcraonslralioii  analytique  du  th(?orème  de  Plolémée  sur  les  segiuents 
qu'une  transversale  fait  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle. 


l6tS-4685. 

HUDDE, 
1640-1704. 
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DEwiTT,  g  8^  Lg  célèbre  pensionnaire  de  Hollande,  Jean  De  Witt,  simplifla  la 

théorie  analytique  des  lieux  géométriques  de  Descartes;  il  imagina  une 
théorie  nouvelle  et  ingénieuse  des  sections  coniques,  fondée  sur  diverses 
descriptions  de  ces  courbes,  sur  le  plan,  sans  se  servir  du  cône,  et  dont 
il  sut  tirer  avec  habileté,  par  la  pure  Géométrie,  leurs  propriétés  princi- 
pales. 

Les  descriptions  de  De  Witt  se  faisaient  par  des  intersections  de  lignes 
droites  qui,  généralement,  étaient  les  côtés  d'angles  mobiles.  Jusque-là  il 
n'y  avait  eu  que  la  parabole  qu'on  eût  décrite  de  la  sorte.  L'ellipse  et 
l'hyperbole  tiraient  leur  génération  du  cercle  directement,  ou  bien  néces- 
sitaient, dans  leurs  divers  modes  de  description,  l'emploi  de  cette  courbe. 

Cependant  nous  devons  dire  que  Cavalieri  avait  déjà  eu  l'idée  de 
rechercher,  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  un  mode  de  description  par  la 
ligne  droite,  analogue  à  celui  de  la  parabole;  et  ses  recherches  avaient 
eu  un  premier  succès,  que  ce  célèbre  géomètre  avoue  lui  avoir  causé  un 
vif  plaisir  *.  Voici  le  principe  de  sa  méthode,  que  nous  présentons  sous 
un  énoncé  plus  général,  qui  la  fera  mieux  concevoir  :  «  Que  l'on  ait, 
un  angle,  et  qu'on  mène  des  transversales  parallèles  entre  elles;  que, 
des  points  où  chaque  transversale  rencontre  les  deux  côtés  de  l'angle,  on 
mène  deux  droites  aboutissant  respectivement  à  deux  points  fixes:  ces  deux 
droites  se  couperont  en  un  point  qui  aura  pour  lieu  géométrique  une  conique 
passant  par  les  deux  points  fixes.  » 

Ce  n'est  pas  ce  théorème  général  que  Cavalieri  démontre,  mais  seulement 
l'un  de  ses  cas  particuliers;  il  suppose  l'angle  droit,  les  deux  points  fixes 
placés  sur  ses  côtés,  et  la  direction  des  transversales  telle  que  ces  deux 
points  soient  les  sommets  de  la  courbe. 

Ainsi,  la  pensée  qui  a  dirigé  De  Witt, dans  ses  descriptions  des  coni- 
ques par  la  ligne  droile,  n'était  pas  absolument  nouvelle;  mais  Cavalieri 


*  Exercitatîones  geometricœ  sex.  Bononiœ,  in-4**;  1647. 

De  viodo  facili  descvibendi  sectiones  conicas,  et  in  omnibus  uniformi.  (Exercilalio  seXta,) 
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s'étant  borné  à  un  seul  théorème^  Fun  des  plus  restreints  de  cette  théorie 
qai  est  extrêmement  féconde,  Fouvrage  de  De  Witt  présente  réellement 
un  caractère  de  nouveauté  qui  mérite  d'être  remarqué  dans  Fhistoire  de  la 
Géométrie. 

Outre  ce  caractère  de  nouveauté ,  nous  trouvons  aussi ,  dans  les  descrip- 
tioDS  de  De  Witt,  le  germe  de  cette  célèbre  description  organique  des  coni- 
ques, donnée  par  Newlon  dans  le  1®*^  livre  des  Principes,  puis  répétée 
dans  YÉnumération  des  lignes  du  troisième  ordre,  et  dans  V Arithmétique 
universelle.  On  obtient,  en  effet,  plusieurs  théorèmes  de  De  Witt,  en  sup- 
posant, dans  celui  de  Newton ,  qu'un  angle  soit  nul  et  son  sommet  situé  à 
riDfiDi. 

La  préface  de  Fouvrage  de  De  Witt  nous  apprend  qu'il  le  regardait  comme 
rintroduction  à  une  théorie  générale  et  a  Fénumération  des  courbes  d'un 
ordre  supérieur*  Idée  féconde,  que  réalisèrent,  cinquante  ans  après,  Newton, 
Mac-Laurin  et  firaikenridge. 

§  9.  Wallis  écrivit,  le  premier,  un  Traité  analytique  des  sections  coniques,  walus, 
suivant  les  doctrines  de  la  Géométrie  de  Descartes*  Mais  sa  prédilection  fut  'cie-nos. 
pour  cette  autre  partie  de  la  Géométrie,  qui  se  rattache  aux  découvertes 
d'Archimède.  En  appliquant  aussi,  dans  son  Arithmétique  des  infinis,  la 
puissante  Analyse  cartésienne  à  la  méthode  des  indivisibles  de  Gavalieri,  il  fit 
faire  à  la  Géométrie  des  progrès  immenses,  dans  toutes  les  questions  qui  sont 
aujourd'hui  du  domaine  du  calcul  intégral. 

§  10.  Huygens,  Van  Heuraet  et  Neil  furent  aussi  les  promoteurs  de  la  van  heuraet,  nul. 
Géométrie  de  Descartes. 

Ces  deux-ci  se  partagent  la  gloire  d'avoir  résolu,  les  premiers,  le  pro- 
blème de  la  rectification  d'une  ligne  courbe,  qui  passait  auprès  de  quelques 
géomètres  pour  être,  par  sa  nature,  absolument  insoluble,  et  qui,  du  reste, 
offrait,  à  cette  époque,  de  grandes  difficultés  d'un  ordre  nouveau. 

§11.  Huygens  est  célèbre  à  tant  de  titres,  et  ses  travaux  font  tant  d'hon-        huygens, 
neurà  la  Géométrie,  qu'il  nous  faut  entrer  ici  dans  quelques  détails.  «owico». 

Ce  grand  géomètre  sut  à  fond  la  méthode  de  Descartes,  s'en  servit,  et  la 
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perfectionna  même  dans  plusieurs  de  ses  applications.  Mais  son  goût  irrésis- 
tible le  retint  fidèle  à  la  méthode  des  Anciens^  où  la  force  de  son  génie  savait 
triompher  des  plus  grandes  difficultés. 

S'il  s'agissait  seulement  de  marquer  la  place  qu'Huygens  doit  occuper  dans 
rhistoire  des  mathématiques^  il  suffirait  de  dire  que  Newton  lui  donnait  le 
surnom  de  Grand  (Summiis  Hugenius)^  et  ne  parlait  de  ses  découvertes 
qu'avec  admiration.  «  Il  le  tenait  pour  l'écrivain  le  plus  éloquent  qu'il  y  eût 
parmi  les  mathématiciens  modernes,  et  pour  le  plus  excellent  imitateur  des 
Anciens,  admirables  suivant  lui,  par  leur  goût  et  par  la  forme  de  leurs  démon- 
strations *.  » 

Voici  un  aperçu  des  découvertes  qu'Huygens  dut  à  la  Géométrie  des 
Anciens,  et  qui  montre  bien  toutes  les  ressources  que  peut  offrir  cette 
méthode  à  celui  qui  sait  en  pénétrer  l'esprit  et  y  découvrir  les  voies  de 
l'intuition  qui  lui  est  propre  : 

Huygens,  en  s'occupant  de  la  quadrature  approchée  du  cercle  et  de 
l'hyperbole,  trouva,  entre  ces  deux  courbes,  des  rapports  nouveaux  et  sin- 
guliers. 

Il  donna  la  rectification  de  la  cissoïde,  quand  on  n'avait  encore  rectifié 
que  deux  courbes,  la  parabole  cubique  et  la  cycloïde. 

Il  détermina  les  surfaces  des  conoïdes  paraboliques  et  hyperboliques;  pre- 
mier exemple  de  telles  déterminations  de  surfaces  courbes. 

On  lui  doit  des  théorèmes  curieux  sur  la  logarithmique  et  les  solides 
qu'elle  engendre.  Toutes  ces  propriétés,  qui  n'avaient  été  qu'énoncées  par 
Huygens  à  la  suite  de  son  discours  sur  la  cause  de  la  pesanteur,  ont  été 
démontrées,  par  Guido-Grandi,  à  la  manière  des  Anciens. 

*  Pembcrton ,  Préface  des  Éléments  de  la  philosophie  neivtonienne. 

On  peut  penser  que  eelte  admiration  méritée  pour  le  style  géométrique  d'Huygens  causa  chez 
le  grand  Newton  une  sorte  d'émulation  qui  lui  fit  adopter  la  même  manière  d'exposition  et  de 
méthode  dans  son  immortel  ouvrage  des  Principes,  quoiqu'il  fût  déjà  en  possession  de  toutes 
les  ressources  de  l'Analyse  la  plus  savante. 

Nous  énonçons  cette  opinion  d  après  M.  le  baron  Maurice,  qui  l'a  émise  dans  son  excellente 
Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  d'Huygens. 
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Huygens  résolut  le  problème  de  la  chainelte^  imaginé  par  Galilée^  qui 
y  avait  échoué ,  et  remis  sur  la  scène  par  Jacques  Bernoulli;  et  le  célèbre 
problème  de  la  Courbe  aux  approches  égales^  proposé  par  Leibniz ,  comme 
dé(i^  aux  disciples  de  Descartes ^  à  l'occasion  de  son  démêlé  sur  la  mesure 
des  forces  vives.  Ces  deux  questions  paraissaient^  aux  deux  illustres  géo- 
mètres qui  les  proposaient^  nécessiter  impérieusement  le  calcul  intégral. 
Huygens  sut  les  résoudre  par  les  seules  ressources  de  la  Géométrie 
ancienne. 

§  12.  Le  célèbre  traité  De  horologio  oscillatorio  doit  prendre  place  à 
côté  de  Fouvrage  des  Principes,  dans  l'histoire  des  grandes  conceptions  de 
Tesprit  humain:  il  en  est  l'introduction  indispensable^  que  Newton  eût  dû 
créer,  si  le  génie  d'Huygens  ne  l'eut  prévenu. 

Chacun  des  chapitres  de  ce  traité  suffirait  seul  pour  exciter  l'admira- 
tion. 

Le  premier  est  la  description  des  horloges  à  pendule,  qui  offraient,  pour 
la  première  fois,  la  mesure  exacte  du  temps. 

Le  deuxième,  intitulé  De  descensu  gravium,  complétait  la  grande  décou- 
verte de  Galilée,  sur  l'accélération  des  corps  qui  tombent  librement  par  la 
pesanteur,  ou  qui  glissent  sur  des  plans  inclinés.  Huygens  considérait  leur 
mouvement  sur  des  courbes  données.  C'est  là  qu'il  démontra  cette  célèbre 
propriété  de  la  cycloïde,  d'être  la  courbe  tautochrone  dans  le  vide. 

Le  troisième.  De  evolutione  et  dimensione  linearum  curvarum,  est  la 
célèbre  théorie  des  développées;  acquisition  capitale  pour  la  théorie  des 
courbes,  et  dont  les  usages  dans  toutes  les  autres  parties  des  sciences 
mathématiques  sont  devenus  aussi  fréquents  qu'étendus.  Cette  importante 
découverte  ne  fut  point  une  simple  spéculation  géométrique  dans  les  mains 
d'Huygens  ;  il  sut  en  tirer  les  plus  heureuses  conséquences,  pour  démontrer 
une  foule  de  propositions  neuves  et  remarquables,  telles  que  divers  théorèmes 
sur  les  rectifications  des  courbes ,  et  la  propriété  de  la  cycloïde ,  d'avoir 
pour  développée  une  seconde  cycloïde  égale  :  on  peut  considérer  celle-ci 
comme  la  cycloïde  même,  déplacée,  dans  le  sens  de  sa  base,  de  toute  la  Ion- 
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gueur  do  la  demi-circonférence  du  cercle  générateur,  et ,  dans  le  sens  perpen- 
diculaire à  la  base,  de  la  longueur  du  diamètre  de  ce  cercle  *. 

Dans  le  quatrième  chapitre  de  YHoroloyium  oscillatorium ,  Huygens  ré- 
solvait, d'une  manière  générale  et  complète,  le  fameux  problème  des  Cetitres 
d'oscillation  y  qui  avait  été  proposé  par  Mersenne,  et  fort  agité  entre  Des- 
cartes et  Roberval.  Cest  dans  cette  solution  que  Ton  vit,  pour  la  première 
fois,  Fun  des  plus  beaux  principes  de  la  mécanique,  connu  depuis  sous  le 
nom  de  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

Enfin,  le  cinquième  chapitre,  où  Huygens  donnait  une  seconde  construc- 
tions de  ses  horloges,  est  suivi  des  treize  célèbres  théorèmes  sur  la  force 
centrifuge  dans  le  mouvement  circulaire. 

Ce  fut  l'application  de  cetle  théorie  au  mouvement  de  la  Terre  autour  de 
son  axe ,  et  au  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  application  qui 
dérivait  virtuellement  des  propositions  2,3  et  5,  qui  fit  découvrir  à  Newton 
la  loi  de  la  gravitation  de  la  Lune  vers  la  Terre. 

Cette  même  théorie  semblait  être  le  complément  de  celle  des  développées, 
pour  conduire  naturellement  à  la  connaissance  des  forces  centrales  dans  le 
mouvement  curviligne,  qui  fut  aussi  Tune  des  grandes  découvertes  de 
Newton,  et  qui  lui  donna  la  démonstration  a  priori  des  fameuses  lois  de 
Kepler.  Mais  ces  rapprochements  échappèrent  à  l'esprit  d'Huygens,  occupé 
de  tant  d'autres  grandes  conceptions. 

§  1 3.  Le  Traité  de  la  Lumière  est  l'un  des  plus  beaux  monuments  du  génie 
d'Huygens,  qui  sut  appliquer,  avec  une  sagacité  admirable,  la  Géométrie  à 
son  ingénieuse  théorie  des  ondes.  On  y  remarque  surtout  la  belle  loi  mathé- 
matique, qu'il  découvrit  dans  les  phénomènes  de  la  double  réfraction  du 

^  Paf  cette  disposition,  la  cycloïde  et  sa  développée  forment  un  pont  à  deux  étages:  le  pied- 
droit  de  rétage  supérieur  repose  sur  la  clef  de  Tétage  inférieur. 

On  a  coutume  de  dire  que  la  développée  de  la  cycloïde  est  une  seconde  cycloïde  égale,  posée 
dans  une  situation  renversée,  ou  bien  posée  en  sens  contraire,  {Voyez  V Analyse  des  infiniment 
petits  du  marquis  de  Lliospital,  pag.  9^,  et  V Histoire  des  Mathématiques  de  Montucla,  tom.  II, 
pag.  72  et  154).  Cette  manière  de  s'exprimer  est  erronée.  C'est  pour  cela  que  nous  avons  décrit 
minutieusement  la  position  de  la  cycloïde  et  de  sa  développée. 
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spath  d'Islande.  C'était,  je  crois,  la  première  apparition,  qui  s'est  reproduite 
depuis,  des  surfaces  du  second  degré  dans  les  phénomènes  naturels.  Cette 
grande  découverte  a  été  complétée  par  Fresnel,  qui,  pour  expliquer  les 
phénomènes  de  la  polarisation  de  la  lumière,  a  substitué  aux  ondes  ellipsoï- 
dales d'Huygens  une  surface  du  quatrième  degré  ^  Fresnel,  qu'une  mort 
prématurée  a  enlevé  aux  sciences  physiques  et  mathématiques,  dont  il  était 
déjà  l'un  des  plus  illustres  adeptes,  a  rendu,  par  ce  grand  travail,  une  nou- 
velle vie  à  la  théorie  d'Huygens,  tombée,  depuis  un  siècle,  dans  un  inexpli- 


*  Fresnel  a  donné,  pour  cette  surface  du  quatrième  degré,  la  construction  géométrique  sui- 
vante, qui  est  extrêmement  remarquable  et  qui  conserve  aux  surfaces  du  second  degré  le  prin- 
cipal rôle  dans  toute  celte  théorie:  Que  l'on  conçoive  un  ellipsoïde  (dont  les  trois  demi-diamètres 
principaux  sont  proportionnels  aux  racines  carrées  des  trois  élasticités  principales  du  milieu,  ou 
bien  aux  vitesses  de  la  lumière  suivant  les  axes  de  ces  élasticités);  qu'on  mène  par  le  centre  de 
cette  surface  une  transversale  quelconque^  et  qu'on  porte  sur  cette  droite,  à  partir  du  centre,  des 
segments  égaux  aux  demi-diamètres  de  l'ellipse  résultant  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan 
diamétral  perpendiculaire  à  la  transversale  :  les  extrémités  de  ces  segments  seront  sur  la  surface 
du  quatrième  degré  en  question,  (Voir  le  Mémoire  de  Fresnel,  sur  la  double  réfraction,  dans 
le  tome  VU  des  Mémoires  de  l'Académie;  le  Mémoire  de  M.  Ampère  sur  la  Détermination  de  la 
surface  courbe  des  ondes  lumineuses  dans  un  milieu  dont  l'élasticité  est  différente  suivant  les 
trois  directions  principales,  etc.,  imprimé  dans  les  Annales  de  chimie  et  de  physique,  année 
i828,  et  le  Traité  de  la  Lumière  de  Ilerschel,  tom.  Il,  pag.  190,  traduction  de  MM.  Verhulst  et 
Quetelet.) 

D'après  ce  théorème,  les  belles  lois  de  polarisation,  découvertes  dans  ces  derniers  temps  par 
d'illustres  physiciens,  et  particulièrement  celles  de  M.  Biot  et  du  docteur  Brewster,  donnent 
immédiatement  des  propriétés  géométriques  de  Tellipsoïde,  et  en  général  des  surfaces  du  second 
degré. 

Ainsi  ces  phénomènes  optiques,  qui  ont  déjà  jeté  une  si  vive  clarté  sur  tout  ce  qui  tient  à  la 
stractnre  intime  des  corps  cristallisés,  peuvent  apporter  les  mêmes  secours  dans  Tétude  de  la 
Géométrie  rationnelle. 

On  ne  peut  trouver  un  plus  bel  exemple  de  Tenchainement  qui  unit  toutes  les  sciences,  ni 
une  preuve  plus  évidente  que  des  secours  mutuels  leur  sont  nécessaires  pour  suivre  leur  marche 
progressive,  d'un  pas  sûr  et  rapide. 

Puisse-t-on  voir  surtout,  dans  ce  rapprochement,  que  les  surfaces  du  second  degré  sont  des- 
tinées à  jouer  un  rôle  important  dans  toutes  les  déductions  des  lois  les  plus  générales  de  la 
nature*  et  que  l'on  ne  peut  trop  se  hâter  d  étudier  et  d'approfondir  les  innombrables  propriétés 
Symétriques  que  présentent  ces  surfaces ,  soit  dans  leur  constitution  propre,  soit  dans  leurs 
relations  entre  elles  ! 

u 
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cable  oubli  ;  il  Ta  replacée  au  rang  qu'elle  doit  occuper  parmi  les  grandes 
vérités  du  monde  physique. 

C'est  ici  le  lieu  de  remarquer  encore  une  belle  déduction  mathématique  ^ 
tirée  par  Huygens  de  sa  Théorie  de  la  Lumière,  mais  qui  a  eu  besoin  d'être 
créée  de  nouveau^  dans  ces  derniers  temps,  par  M.  Quetelet,  pour  fixer 
Fattention  des  géomètres  et  porter  les  fruits  dont  elle  était  susceptible. 
Huygens,  par  l'application  de  son  système  ondulatoire,  a  trouvé  que 
«  quand  des  rayons  incidents  émanés  d'un  point  fixe ,  ou  parallèles 
entre  eux ,  se  réfractent  sur  une  courbe ,  si  l'on  conçoit  une  circonférence 
de  cercle  décrite  du  point  lumineux  comme  centre,  ou  bien  une  droite 
perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons  parallèles,  et  que  de  chaque  point 
de  la.  courbe  dirimante,  comme  centre,  on  décrive  une  circonférence  dont 
le  rayon  soit  dans  une  certaine  proportion  constante  avec  la  distance  de 
ce  point  à  la  circonférence  ou  à  la  droite  fixe,  toutes  ces  nouvelles  circon- 
férences auront  une  courbe  enveloppe,  à  laquelle  les  rayons  réfractés 
seront  tous  normaux.  » 

Cette  courbe  est  la  forme  de  Vonde  réfractée.  C'est  de  là  qu'Huygens 
concluait  la  loi  du  rapport  constant  des  sinus  d'incidence  et  de  réfraction. 

Ainsi,  de  même  que  Tschirnhausen  a  considéré,  depuis  *,  la  courbe 
enveloppe  des  rayons  réfractés ,  de  même  Huygens  considérait  la  courbe 
normale  à  ces  rayons.  La  première  seule  a  fait  impression  sur  l'esprit  des 
géomètres,  et  sa  considération  est  devenue  la  base  de  leurs  travaux  en 
optique.  La  seconde  a  passé  inaperçue ,  comme  si  elle  n'avait  pas  reposé , 
comme  la  première,  sur  une  construction  purement  géométrique,  et  indé- 
pendante du  système,  alors  douteux,  qui  y  avait  donné  naissance. 

*  Tschirnhausen  a  communiqué  en  1682,  à  l'Acadcmic  des  sciences  de  Paris,  ses  premières 
vues  et  ses  premiers  résultats  sur  la  théorie  des  caustiques.  Huygens  avait  présenté  &  la  même 
Académie,  trois  ans  auparavant,  son  Traité  de  la  Lumière.  Il  était  alors  en  possession  depuis 
longtemps  de  sa  théorie  des  développées;  il  n'aurait  donc  eu  à  faire  qu'un  pas  facile  pour  donner 
son  nom  aux  célèbres  caustiques  dont  Tinvenlion,  et  les  usages  en  optique,  et  en  Géométrie  pour 
la  rectification  de  certaines  courbes,  ont  fait  la  gloire  de  Tschirnhausen. 
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Et  cependant  la  courbe  d^Huygens  est  généralement  beaucoup  plus 
simple  que  celle  de  Tschirnbausen  y  et  se  prête  mieux  à  Fétude  des  pro- 
priétés optiques  des  courbes.  Il  nous  suffit  de  dire  y  par  exemple  y  que  la 
caustique  de  Tschirnbausen^  produite  par  réfraction  dans  le  cercle^  s'est 
refusée  jusqu'à  ce  jour  à  toutes  les  ressources  de  l'Analyse,  qui  n'a  pu 
encore  en  donner  l'équation,  tandis  que  la  courbe  analogue  d'Huygens  est 
tout  simplement  une  ovale  de  Descartes  (courbe  du  quatrième  degré),  dont 
quelques  considérations  de  Géométrie,  ou  quelques  lignes  d'Analyse,  font 
connaître  la  nature  ou  l'équation  ^ 

Néanmoins,  les  courbes  d'Huygens  sont  restées  inaperçues,  et  c'est  seule- 
ment depuis  dix  ans  que  M.  Quetelet,  en  cherchant  à  diminuer  les  difficultés 
d'Analyse  présentées  par  les  questions  de  réfraction  de  la  lumière,  imagina 
de  substituer,  dans  cette  théorie,  aux  caustiques  de  Tschirnbausen,  des 
courbes  qui  en  fussent  les  développantes  :  il  parvint ,  en  suivant  cette  idée 
heureuse,  et  par  de  pures  considérations  de  Géométrie ,  à  la  construction 
de  ces  développantes  par  l'enveloppe  d'un  cercle  mobile;  ce  sont  ces 
ceurbes,  qui  répondent,  comme  on  le  voit,  aux  ondes  réfractées  d'Huygens, 
que  M.  Quetelet  appela  caustiques  secondaires;  cet  habile  géomètre  en  a 
étendu  la  doctrine  au  cas  où  les  rayons  incidents  sont  perpendiculaires  à  une 
même  courbe,  et  au  cas  de  l'espace,  où  les  rayons  incidents  sont  normaux 
à  une  même  surface  ^. 

Cette  extension  était  comprise  aussi  dans  la  théorie  d'Huygens.  Il  en 
résulte  immédiatement  cette  belle  loi  de  la  réfraction  de  la  lumière  :  «  des 
rayons  incidents,  qui  sont  normaux  à  une  même  surface,  jouissent  de  la 

*  Dans  la  rëfraclion  sur  une  droite,  lu  différence  entre  les  deux  courbes  de  Tschirnliausen  et 
dQuygens  n'est  pas  moins  sensible  :  la  première  est  une  courbe  du  sixième  degré,  dont  le  calcul 
est  assez  long,  et  la  seconde  est  simplement  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  ainsi  que  Ta  trouvé, 
le  premier,  M.  Gergonne.  [Annales  de  Math,,  tom.  XI,  pag.  229.) 

Ce  savant  géomètre  avait  eu  déjà  la  pensée  qu'il  se  pourrait  bien  que  les  caustiques  eussent 
pour  développantes  des  courbes  beaucoup  plus  simples  qu'elles.  (Annal,  de  Math.,  tom.  V, 
W  289.) 

*  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  tom.  III,  IV  et  V. 
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même  propriété  après  une  réfraction  sur  une  autre  surface  quelconque; 
et  conséquemmcnt  se  divisent,  après  cette  réfraction,  en  deux  groupes ,  qui 
forment  deux  séries  de  développables  se  croisant  à  angle  droit.»  Malus,  le 
premier,  avait  démontré  ce  théorème,  pour  le  cas  d'un  faisceau  de  rayons 
émanés  d'un  même  point,  ou  parallèles  entre  eux;  mais  il  avait  cru,  diaprés 
le  résultat  de  calculs  trop  compliqués ,  que  la  proposition  ne  pouvait  être 
étendue  à  un  système  de  rayons  normaux  à  une  même  surface  ^  M.  Dupio, 
par  de  pures  considérations  de  Géométrie,  donna  au  théorème  de  Malus 
toute  la  généralité  qu'il  devait  comporter  ^. 

On  voit,  par  les  considérations  précédentes,  quelles  ouvertures  utiles 
et  fécondes  le  Traité  de  la  Lumière  d'Huygens  présentait  aux  géomètres 
qui  auraient  eu  conflance  plus  tôt  dans  les  vues  de  ce  grand  génie. 
Exemple  remarquable  de  la  lenteur  avec  laquelle  avancent  et  se  perfec- 
tionnent nos  connaissances  positives,  et  leçon  sévère  pour  Torgueil  de 
l'esprit  humain! 

Cette  digression  est  étrangère  aux  progrès  propres  des  méthodes  géomé- 
triques; mais  du  moins  elle  roule  sur  l'une  de  leurs  plus  belles  applica- 
tions aux  sciences  physiques ,  et  peut-être  pourra-t-elle  porter  quelques-uns 
de  nos  jeunes  lecteurs  à  ce  genre  de  recherches  géométriques,  qui  est 
encore  neuf  et  qui  promet  d'abondants  résultats  ^. 

§  14.  La   sagacité  admirable  qu'Huygens  a  montrée  dans  toutes  les 

*  Mémoire  syr  ropliqve,  art.  22  et  27,  dans  le  14*  Cahier  du  Journal  de  V École  polytech- 
nique. 

*  Applications  de  Géométrie  et  de  Mécanique:  Mémoire  sur  (es  routes  de  la  lumière^  p.  192. 
^  M.  Hainilton^  directeur  de  TObservatoire  de  Dublin,  en  continuant  les  beaux  travaux  de 

Fresncl,  est  parvenu  a  soumettre  tons  les  phénomènes  si  compliqués  et  si  délicats  de  la  lumière 
à  un  calcul  analytique  nouveau,  qui  parait  devoir  conduire  aux  lois  mathématiques  qui  domi- 
nent toute  cette  vaste  et  importante  théorie. 

Nous  avons  appris  do  M.  Quctelel,  avec  un  extrême  plaisir,  qu'un  autre  savant  géomètre, 
M.  Mac  CuUagh,  poursuit  les  mêmes  recherches  que  M.  Hamilton,  mais  par  de  pures  considéra- 
tions géométriques. 

Puissent  les  travaux  de  M.  Mac  Gullagh  réhabiliter  la  Géométrie  auprès  des  personnes  d'un 
esprit  juste  et  impartial,  et  rendre  aux  méthodes  d'Huygens  et  de  Newton  Tcstime  qu'elles 
méritent  ! 
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grandes  questions  qu'il  a  soumises  à  la  Géométrie^  ne  Ta  point  abandonné 
dans  ses  recherches  sur  la  mécanique^  telle  que  la  fameuse  question  du 
choc  des  corps,  qu'il  résolut  en  même  temps  que  Wallis  et  Wren;  et  dans 
ses  découvertes  astronomiques,  qui  rendent  son  nom  inséparable  de  ceux 
de  Kepler,  Galilée  et  Newton. 

Quoique  la  méthode  des  Anciens  ait  été  presque  toujours  son  seul  instru- 
ment de  raisonnement  et  de  recherche,  il  connaissait  toutes  les  ressources, 
uon-seulement  de  la  Géométrie  de  Descartes,  mais  aussi  du  nouveau  calcul 
de  Leibniz,  qu'il  avait  étudié  dès  que  cette  sublime  découverte  avait  paru,  et 
dont  il  avait  su  apprécier  tous  les  avantages  K 

§  15.  Nous  devons  citer,  parmi  les  contemporains  de  Wallis  et  d'Huy-  barrow, 
gens  qui  ont  le  plus  contribué  à  Favancement  de  la  Géométrie,  Barrow, 
le  professeur  de  Newton  à  l'Université  de  Cambridge.  Ce  géomètre  publia 
en  1669  ses  Lectiones  Geometricœ,  ouvrage  rempli  de  recherches  profondes 
sur  les  propriétés  des  courbes,  et  particulièrement  sur  leurs  dimensions. 
On  y  remarqua  surtout,  dans  la  dixième  leçon,  sa  Méthode  des  Tangentes, 
méthode  peu  différente ,  il  est  vrai,  de  celle  de  Fermât,  mais  qui  cependant, 
par  la  considération  du  petit  triangle  diiïérentiel  et  l'introduction ,  dans  le 
calcul,  de  deux  quantités  infiniment  petites  au  lieu  d'une  seule,  était  un  pas 
de  plus  vers  la  doctrine  et  l'algorithme  de  Leibniz. 

On  doit  à  Barrow,  que  ses  connaissances  dans  la  langue  grecque  et  dans 
la  langue  arabe  mettaient  en  état  de  rendre  ce  service  aux  sciences,  des 
versions  latines,  estimées,  des  Eléments  et  des  Données  d'Euclide,  des  quatre 
premiers  livres  d'Apollonius,  des  ouvrages  d'Archimède  et  des  Sphériqiies  de 
Théodose.  Les  démonstrations ,  dans  tous  ces  ouvrages,  se  trouvent  pour  la 
plupart  refaites  et  extrêmement  simplifiées. 

'  L'Universilë  de  Leyde  possède  de  riches  manuscrits  qui  lui  ont  été  lègues  par  lluygcns,  où 
se  trouve,  outre  les  productions  de  ce  grand  homme,  une  collection  de  lettres  qu'il  recevait  de 
tous  les  savants.  Messieurs  les  curateurs  de  cette  Université  ont  pense,  il  y  a  quelques  années,  à 
faire  imprimer  une  partie  de  ce  précieux  dépôt.  Un  projet  aussi  louable  ne  peut  recevoir  trop 
tôt  son  exécution. 
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On  a  recueilli  en  1684,  sous  le  titre  de  Lectiones  niatheynaticœ,  les  leçons 
faites  par  Barrow  à  TUniversité  de  Cambridge,  sur  la  philosophie  des  mathé- 
matiques, dans  les  années  1664,  1665  et  1666;  plus  quatre  leçons,  d'une 
date  incertaine,  qui  ont  pour  objet  d'indiquer  la  méthode  par  laquelle  Ârchi- 
méde  a  découvert  ses  plus  beaux  théorèmes,  et  de  montrer  combien  peu  elle 
diiïère  de  l'Analyse  moderne  ^  On  ne  pouvait  atteindre  ce  but  avec  plus  de 
précision  et  de  clarté  que  ne  Ta  fait  Barrow;  mais  Ton  regrette  que  ses  autres 
leçons  mathématiques  soient  hérissées  de  citations  grecques  qui  en  rendent 
la  lecture  difficile. 

Enfin,  Barrow,  dans  ses  Lectiones  opticce,  a  appliqué  avec  habileté  la  Géo- 
métrie à  un  grand  nombre  de  questions  concernant  la  réflexion  et  la  réfrac- 
tion sur  des  surfaces  courbes.  Il  a  construit  les  points  où  se  réunissent  les 
rayons  infiniment  voisins;  mais,  malgré  son  goût  et  son  habitude  des  spécu- 
lations géométriques,  il  n'a  pas  songé  à  considérer  la  courbe  qui  naît  de  la 
succession  de  ces  points  ou  de  Tenveioppe  de  ces  rayons;  comme  Huygens, 
qui  a  touché  de  près  aussi  à  la  découverte  de  cette  courbe ,  il  en  a  laissé 
rhonneur  à  Tschirnhausen. 

§  16.  C'est  ici  le  lieu  précisément  de  parler  du  géomètre  que  nous  venons 
de  nommer. 
TscniRMiAL^Ex,        Tscluruhausen  a  reçu  une  grande  célébrité  de  ses  fameuses  caustiques. 

Cette  invention,  en  effet,  est  devenue  aussitôt  la  base  de  plusieurs  théories 
physico-mathématiques.  Considérée  comme  pure  spéculation  géométrique, 
elle  avait  le  double  avantage  d'offrir  un  second  exemple,  après  les  déve^ 
loppées  d'Huygens ,  de  la  génération  des  courbes  comme  enveloppes  d'une 
droite  mobile,  et  de  donner  naissance  à  une  infinité  de  courbes  rectifiables. 

Ces  caustiques,  de  môme  que  les  développées,  étaient  en  quelque  sorte 
une  application  pratique  de  l'idée  de  De  Beauue,  d'exprimer  la  nature  des 
courbes  par  quelque  propriété  commune  à  leurs  tangentes. 

Mais  ce  n'est  point  cette  considération  abstraite  qui  a  conduit  Huygens  et 

'  Quo  pluniùs  appareat  qualem  ille  sublilissimus  vir  (ârcuimedes)  analysin  usurpârit,  et 
quant  hodiernœ  noslrœ  partim  dissimilem. 
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Tschirnhausen  à  Tinvcntion  des  courbes  qui  portent  leur  nom;  et  ce  fut 
Leibniz  qui  donna  suite  à  Tidée  de  De  Baune^  et  la  généralisa  méme^  en 
cherchant  la  courbe  enveloppe  d'une  infinité  de  lignes^  droites  ou  courbes ^ 
déterminées^  liées  entre  elles  par  une  propriété  commune  ^ 

§  47.  Tschirnhausen^  homme  de  génie  et  Tun  des  plus  passionnés  pour 
la  science  qu'il  cultivait,  a  encore  eu  d'autres  titres,  après  l'invention  de 
ses  caustiques,  à  un  rang  distingué  dans  l'histoire  de  la  Géométrie. 

Dans  un  traité  intitulé  Medicina  mentis^  publié  en  1686  2,^ dont  l'objet 
principal  était  d'indiquer  les  règles  qui  doivent  nous  guider  dans  la 
recherche  de  la  vérité,  Tschirnhausen,  partant  de  cette  idée  que  les  êtres 
mathématiques  sont  formés  par  le  mouvement  rapporté  à  quelque  chose 
de  fixe,  proposa  une  génération  nouvelle  et  universelle  des  courbes.  Il 
les  concevait  décrites  par  un  stylet  tendant  un  (il  qui ,  fixé  par  ses  extré- 
mités, glisse  sur  un  ou  plusieurs  autres  points  fixes,  ou  s'enroule  sur 
une  ou  plusieurs  courbes  de  nature  connue.  C'était,  comme  on  le  voit,  une 
généralisation  du  mode  de  description  des  coniques  au  moyen  de  leurs 
foyers,  généralisation  que  Descartes  avait  déjà  eu  l'idée  de  transporter  à  la 
description  de  ses  ovales  ^. 

Tschirnhausen  divisa  les  courbes  en  plusieurs  genres,  suivant  qu'il  y 
avait  plus  ou  moins  de  foyers,  et  suivant  la  nature  des  courbes  fixes.  Il 
apprit  à  mener  les  tangentes  aux  courbes  ainsi  décrites  :  c'est  là  l'origine  du 
problème  de  la  tangente  à  une  courbe  exprimée  par  une  équation  dont  les 
variables  sont  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  plusieurs 
points  fixes. 

'  Aeta  Erud.  Lips.,  ann.  1692  et  4694,  et  OEuvres  de  Leibnitz,  tom.  lU,  p.  264  et  296. 

*  Medicina  mentis,  sive  tentamen  genuinœ  logicœ,  in  quâ  disseritur  de  methodo  detegendi 
incognitos  veritaiesAn-i'',  Amst. 

On  trouve,  dans  le  tome  III  de  la  Bibliothèque  universelle  et  historique  (ann.  1686),  une  ana- 
lyse irèsHlëtaillée  de  ce  remarquable  ouvrage  de  Tschirnhausen. 

'  Géométrie  de  Descartes,  liv.  2'.  Ces  courbes,  imaginées  par  Descartes,  ont  joué  un  grand 
rôle,  surtout  dans  sa  Dioptrique.Nous  n'en  parlerons  que  dans  notre  quatrième  Epoque,  ou  nous 
les  trouverons  reproduites  dans  le  i"  livre  des  Principes  de  Newton. 
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§  4  8.  Ce  problème  a  eu  quelque  célébrité ,  et  a  été  résolu  de  diffé- 
rentes manières  originales  par  les  premiers  mathématiciens  de  Fépoque  : 
d'abord  par  Fatio  dé  Duiller,  qui  releva  une  erreur  échappée  à  Tschirn- 
hausen,  et  dont  la  solution,  basée  sur  de  simples  considérations  de  Géo- 
métrie, nous  paraît  offrir  l'un  des  beaux  exemples,  aujourd'hui  très-rares, 
de  la  méthode  des  Anciens  dans  la  construction  des  tangentes  ^  ;  puis  par 
le  marquis  de  Lhospital  qui,  par  la  considération  des  infiniment  petits^ 
et  sans  calcul,  en  donna  une  construction  élégante  et  de  la  plus  grande 
généralité  ^;  et  dans  le  même  temps  par  Leibniz,  dont  la  solution  k  qui  a 
cet  avantage  que  l'esprit  y  fait  tout  sans  calcul  et  sans  diagramme ,  n  repose 
sur  un  beau  théorème  de  mécanique  qu'il  imagina  à  cet  effet  ^  Quelques 
années  après,  Herman  compléta  en  quelque  sorte  cette  théorie,  en  donnant 
une  construction  très-simple  du  rayon  de  courbure  des  mêmes  courbes  de 
Tschirnhausen,  calculé  directement  et  par  la  pure  Géométrie,  sans  se  servir 
des  coordonnées  auxiliaires  de  Descartes  ^. 

M.  Poinsot  a  étendu  aux  surfaces  ce  mode  de  génération  des  courbes  et 

*  Réflexions  de  M.  Fatio  de  Duiller  sur  une  méthode  de  trouver  les  tangentes  de  certaines 
lignes  courbes,  Bibliothèque  universelle  et  historique,  lom.  V,  année  1688. 

Tschirnhausen  a  répondu  k  ces  réflexions  de  Fatio,  el  reconnu  son  erreur,  dans  le  tome  X  du 
même  recueil ,  même  année. 

^  Analyse  des  infiniment  petits,  section  2%  proposition  10. 

^  Leihniz  considère  la  question  sous  cet  énoncé  :  «  Mener  la  tangente  d'une  ligne  courbe  qui 
se  décrit  par  des  filets  tendus.  >  Sa  construction  est  fondée  sur  une  règle  générale  de  la  compta 
sition  des  mouvements,  qu'on  peut  énoncer  ainsi,  en  substituant  à  Tidée  de  mouvement  celle  de 
force,  comme  a  fait  Lagrange  en  reproduisant ,  dans  sa  Mécanique  analytique,  la  condition 
d  équilibre  qui  résulte  du  principe  de  Leibniz.  cSi  tant  de  forces  qu'on  voudra,  qui  sollicitent  un 
point,  sont  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  des  droites,  leur  résultante  passera 
par  le  centre  de  gravité  des  points  extrêmes  de  ces  droites,  et  sera  égale  en  grandeur  à  la  dis- 
tance de  ce  point  au  point  sollicité,  multipliée  par  le  nombre  des  forces.  »  {Journal  des  Savans, 
sept.  1095,  et  OEuvres  deLeibnitz,  tom.  III,  pag.  285.) 

Ce  théorème  peut  être  étendu  au  cas  où  les  forces  sont  appliquées  à  des  points  différents 
d*un  corps  solide  libre  dans  Tespace.  (Correspondance  mathématique  de  Bruxelles,  tom.  V, 
pag.  lOG.) 

^  Methodus  inveniendi  radios  osculi  in  curvis  ex  focis  descriptis.  Acta  Erudit.,  ann.  1702; 
pag.  501. 
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la  construction  de  leurs  normales^  et  s'en  est  servi  utilement  dans  un  fort 
beau  Mémoire  sur  la  mécanique  ^ 

§  19.  Revenons  à  Tschirnhausen.  En  1701,  ce  géomètre  annonça,  à 
TÂcadémie  des  sciences,  une  nouvelle  méthode  générale,  propre  à  suppléer 
le  calcul  infinitésimal  dans  plusieurs  questions  de  haute  Géométrie,  telles 
que  la  construction  des  tangentes  et  des  rayons  de  courbure  ^.  Mais  sa 
solution,  qui  reposait  sur  TAnalyse  de  Descartes,  n'était  qu'une  imitation 
des  deux  méthodes  que  ce  grand  géomètre  avait  données  du  problème  des 
tangentes,  et  qui  consistaient  à  supposer  que  deux  points  d'une  courbe, 
distants  d'abord  l'un  de  l'autre  d'une  quantité  finie,  venaient  à  se  con- 
fondre. 

Le  titre  suivant  :  Essai  d'une  méthode  pour  trouver  les  touchantes  des 
courbes  mécaniques,  sans  supposer  aucune  grandeur  indéfiniment  petite  ', 
sous  lequel  Tschirnhausen  présenta  l'une  de  ses  découvertes,  fit  grande 
sensation  alors;  et  il  devait  en  effet  piquer  vivement  la  curiosité  des 
géomètres  et  assurer  à  son  auteur,  déjà  célèbre ,  une  gloire  immortelle ,  si 
sa  promesse  était  pleinement  remplie.  Mais  cette  méthode,  loin  de  con- 
venir à  toute  courbe  mécanique  proposée,  ne  s'appliquait  qu'à  un  genre 
de  courbes  ayant  pour  abscisses  des  arcs  d'une  courbe  géométrique,  à 
laquelle  on  savait  mener  les  tangentes,  et  pour  ordonnées  des  parallèles  à 
une  droite  fixe  :  le  calcul  employé  par  Tschirnhausen  était  le  même  que 
pour  le  cas  ordinaire  où  les  abscisses  étaient  comptées  sur  une  droite, 
au  lieu  d'être  comptées  sur  un  arc  de  courbe.  Mais  cette  méthode  a  tou- 
jours le  mérite  d'être  une  extension  de  celles  de  Descartes  qui,  pour 
maintenir  l'universalité  et  la  suffisance  de  sa  Géométrie,  en  a  exclu, 
comme  Ton  sait,  les  courbes  mécanique,  désignant  par  ce  mot  celles  qui 
ne  pouvaient  pas  se  déterminer  par  une  mesure  exacte  et  connue.  Dès  1682, 

'  Théorie  générale  de  l*équilibre  et  du  mouvement  des  systèmes  ;  \  3*"*  Cah.  du  Joitrn,  de  l'Ecole 
polytechnique.  Ce  Mémoire  vient  d'être  reproduit  dans  la  G*  édition  de  la  Statique  de  M.  Polnsot. 


'  Histoire  et  Mémoires  de  l* Académie  des  sciences,  ann.  1 70i. 
>  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences,  ann.  1702. 
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Tschirnhauscn  avait  exposé  sa  méthode  des  tangentes  aux  courbes  géomé- 
triques ^  dans  les  Actes  de  Leipzig  ^  sous  le  titre  :  Nova  methodus  tangentes 
curvarum  expedite  determinandi ,  et  avait  annoncé  qu^ii  rappliquerait  plus 
tard  aux  courbes  mécaniques. 
Réaesions  wr  les  mé-      8  20.  Lc  but  coustaut  dc  Tschirnhausen,  dans  ses  diverses  spéculations 

tbodes  en  Géométrie.  ^  ' 

géométriques^  était  de  rendre  la  Géométrie  plus  aisée ^  persuadé  que  les 
véritables  méthodes  sont  faciles  ;  que  les  plus  ingénieuses  ne  sont  point  les 
vraies^  dés  qu'elles  sont  trop  composées^  et  que  la  nature  doit  fournir 
quelque  chose  de  plus  simple. 

Nous  rapportons  à  dessein  cette  pensée  de  Tschirnhausen^  persuadé  que 
toutes  les  vérités  géométriques  sont  de  même  nature;  qu'elles  doivent  être 
toutes  également  susceptibles  de  démonstrations  faciles^  et  très -souvent 
intuitives.  Et  en  effets  combien  nVt-on  pas  d'exemples  que  celles  qui 
avaient  semblé  d'abord  présenter  les  plus  grandes  difficultés^  et  se  refuser 
même  à  toutes  les  ressources  des  méthodes  connues  ^  sont  devenues  ensuite 
les  plus  simples  et  les  plus  évidentes  ?  C'est  qu'elles  dépendaient  de  théories 
non  encore  formées  ou  assez  étendues  y  ou  ne  reposant  point  sur  leurs  véri- 
tables bases. 

C'est  en  cela^  soit  dit  en  passant^  que  nous  parait  consister  le  principal 
avantage  de  l'Analyse  moderne  sur  la  Géométrie.  La  première  de  ces  deux 
méthodes  a  le  merveilleux  privilège  de  négliger  les  propositions  intermé- 
diaires dont  la  seconde  a  toujours  besoin^  et  qu'il  faut  créer  quand  la  ques- 
tion est  nouvelle.  Mais  cet  avantage^  si  beau  et  si  précieux^  de  l'Analyse^ 
a  son  côté  faible^  comme  toutes  les  conceptions  humaines  :  c'est  que  cette 
marche  pénétrante  et  rapide  n'éclaire  pas  toujours  suffisamment  l'esprit; 
elle  laisse  ignorer  les  vérités  intermédiaires  qui  rattachent  le  point  de  départ 
avec  la  vérité  trouvée,  et  qui  doivent  former,  avec  lun  et  l'autre,  ud 
ensemble  complet  et  une  véritable  théorie.  Car  est-ce  assez,  dans  l'étude  phi- 
losophique et  approfondie  d'une  science,  de  savoir  qu'une  chose  est  vraie, 
si  l'on  ignore  comment  et  pourquoi  elle  l'est,  et  quelle  place  elle  occupe 
dans  l'ordre  des  vérités  auquel  elle  appartient  ? 
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Il  faut^  ce  me  semble^  dans  Fétat  actuel  de  la  Géométrie^  pour  atteindre 
le  but  de  Tschirnhausen ^  le  perfectionnement  indéfîni  de  cette  science^  tou- 
jours observer^  dans  les  spéculations  auxquelles  on  appliquera  son  esprit^ 
les  deux  règles  suivantes  : 

l""  Généraliser  de  plus  en  plus  les  propositions  particulières^  pour  arriver 
de  proche  en  proche  à  ce  qu'il  y  a  de  plus  général;  ce  qui  sera  toujours^  en 
même  temps^  le  plus  simple^  le  plus  naturel  et  le  plus  facile  ; 

2"^  Ne  point  se  contenter^  dans  la  démonstration  d'un  théorème  ou  la 
solution  dun  problème^  d'un  premier  résultat^  qui  suffirait  s'il  s'agissait 
d'une  recherche  particulière^  indépendante  du  système  général  d'une  partie 
de  la  science;  mais  ne  se  satisfaire  d'une  démonstration  ou  d'une  solution, 
que  quand  leur  simplicité^  ou  leur  déduction  intuitive  de  quelque  théorie 
connue^  prouvera  qu'on  a  rattaché  la  question  à  la  véritable  doctrine  dont 
elle  dépend  naturellement. 

Pour  indiquer  un  moyen  de  reconnaître  si  la  pratique  de  ces  deux  règles 
a  conduit  au  but  désiré ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  rencontré  les  vraies  roules  de 
la  vérité  définitive,  et  pénétré  jusqu'à  son  origine,  nous  croyons  pouvoir 
dire  que,  dans  chaque  théorie,  il  doit  toujours  exister,  et  que  l'on  doit 
reconnaître,  quelque  vérité  principale  dont  toutes  les  autres  se  déduisent 
aisément,  comme  simples  transformations  ou  corollaires  naturels;  et  que 
cette  condition  accomplie  sera  seule  le  cachet  de  la  véritable  perfection  de 
la  science.  Nous  ajouterons^  avec  l'un  des  géomètres  modernes  qui  ont  le 
plus  médité  sur  la  philosophie  des  mathématiques,  «  qu'on  ne  peut  se 
flatter  d'avoir  le  dernier  mot  d'une  théorie ,  tant  qu'on  ne  peut  pas  l'ex- 
pliquer en  peu  de  paroles  à  un  passant  dans  la  rue  ^  »  Et  en  effet,  les 
vérités  grandes  et  primitives,  dont  toutes  les  autres  dérivent,  et  qui  sont 
les  vraies  bases  de  la  science,  ont  toujours  pour  attribut  caractéristique  la 
simplicité  et  l'intuition  ^. 

'  0|)inion  de  M.  Gergonnc,  qui  en  faisait  Tapplication  à  la  nouvelle  théorie  des  caustiques  de 
M.  Qoetelet.  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  tom.  IV,  pag.  88. 
*  Cette  opinion,  admise  dans  les  sciences  positives,  est  un  résultat  d'expérience,  auquel  con- 
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Dirision  de  u  Gcorac-     §  24.  Od  auFR  remaroué ,  dans  celte  analyse  succincte  des  progrès  pro- 
trie en  trois  branches.  •      js       » 

digieux  que  la  Géométrie  a  faits  dans  rintervalle  dune  trentaine  d années^ 

que  ces  progrès  furent  dus  principalement  à  deux  grandes  conceptions  :  celle 

des  indivisibles  de  Cavalieri,  et  celle  de  X Analyse  appliquée  aux  lignes 

courbes,  de  Descartes. 

La  première  s^adaptait  aux  formes  et  aux  procédés  accoutumés  de  la 
Géométrie  ancienne;  et  Ton  regarda,  comme  appartenant  à  la  Géométrie 
pure  des  Anciens,  les  découvertes  auxquelles  conduisit  cette  méthode  de 
Cavalieri. 

La  deuxième,  véritable  instrument  analytique,  faisait  de  la  Géométrie 
une  science  toute  nouvelle,  qui  exciterait  Tétonnement  et  Tadmiration 
d'Archimède  et  d'Apollonius,  qui  n'en  ont  laissé  aucun  germe  :  on  Ta  appelée 
Géométrie  mixte,  Géométrie  analytique  y  ou  Géométrie  de  Descartes. 

Mais,  tandis  qu'une  sorte  de  division  s'établissait  ainsi  dans  les  méthodes 
de  la  Géométrie,  un  troisième  mode  de  procéder,  une  troisième  espèce  de 
Géométrie,  pour  ainsi  dire,  prenait  naissance.  C'est  celle  que  nous  avons 
déjà  dit  avoir  été  employée  par  Pascal  et  Desargues,  et  dont  les  premiers 
germes  se  trouvaient  dans  les  Porismes  d'Euclide,  et  nous  ont  été  conservés 
par  Pappus  dans  ses  Collections  mathématiques. 

Ainsi  donc  nous  voyons  la  Géométrie  divisée  en  trois  branches  : 

La  première  comprend  la  Géométrie  des  Anciens ,  aidée  de  la  doctrine 
des  indivisibles  et  de  celle  des  mouvements  composés; 

La  deuxième  est  l'analyse  de  Descartes,  accrue  des  procédés  de  Fermât, 
dans  sa  méthode  demaximis  et  minimis,  pour  calculer  l'infîni; 

duit  la  culture  de  chacune  d'elles.  Mais  on  peut  aussi  la  justifiera  priori.  Car  les  principes  les 
plus  généraux,  c*est-à-dire  qui  s'ëtendcnt  sur  le  plus  grand  nombre  de  faits  particuliers,  doivent 
être  dégagés  des  diverses  circonstances  qui  semblaient  donner  un  caractère  distinctif  et  diffé- 
rent à  chacun  de  ces  faits  particuliers,  considéré  isolément,  avant  qu'on  eût  découvert  leur  lien 
et  leur  origine  commune  :  s'ils  étaient  compliqués  de  toutes  ces  circonstances  ou  propriétés 
particulières,  ils  en  porteraient  Tempreinte  dans  tous  leurs  corollaires,  et  ne  donneraient  lieu, 
généralement,  qu*à  des  vérités  excessivement  embarrassées  et  compliquées  elles-mêmes.  Ces 
principes  les  plus  généraux  sont  donc  nécessairement,  par  leur  nature,  les  plus  simples. 
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La  troisième  enfin  est  cette  Géométrie  pure  ^  qui  se  distingue  essentielle- 
ment par  son  abstraction  et  sa  généralité;  dont  Pascal  et  Desargues  ont 
donné  les  premiers  exemples  dans  leurs  traités  des  coniques^  et  dont  nous 
verrons  que  Monge  et  Carnot^  au  commencement  de  ce  siècle^  ont  assis  les 
fondements  sur  des  principes  larges  et  féconds. 

Cette  troisième  branche  de  la  Géométrie^  qui  constitue  aujourd'hui  ce 
que  nous  appelons  la  Géométrie  récente,  est  exempte  de  calculs  algébriques^ 
quoiqu'elle  fasse  un  aussi  heureux  usage  des  relations  métriques  des  figures 
que  de  leur  relations  de  situation^  ou  descriptives;  mais  elle  ne  considère 
que  des  rapports  de  distances  rectilignes  d'un  certain  genre ^  qui  n'exigent  ni 
les  symboles  ni  les  opérations  de  l'Algèbre. 

Cette  Géométrie  est  la  continuation  de  Y  Analyse  géométrique  des  Anciens, 
dentelle  ne  diffère  point  quant  au  but  et  à  la  nature  de  ses  spéculations; 
mais  sur  laquelle  elle  ofTre  d'immenses  avantages,  par  la  généralité,  l'uni- 
formité et  l'abstraction  de  ses  conceptions  et  de  ses  méthodes ,  remplaçant 
les  propositions  particulières,  incomplètes  et  sans  liaison,  qui  formaient 
toute  la  science  et  l'unique  ressource  des  Anciens,  et  surtout  par  l'usage, 
si  utile,  de  la  contemplation  des  figures  à  trois  dimensions  dans  les  simples 
questions  de  Géométrie  plane. 

Cest  dans  cette  Géométrie  générale  que  rentrent  les  théories  et  leurs 
applications,  auxquelles  on  a  donné,  dans  ces  derniers  temps,  les  dénomi- 
nations de  Géométrie  de  la  règle  et  de  Géométrie  de  situation,  suivant  qu'on 
y  fait  usage  d'intersections  de  lignes  droites  seulement,  ou  d'intersections 
de  courbes  ou  de  surfaces,  dans  l'espace,  pour  découvrir  les  propriétés 
descriptives  des  figures. 

Des  trois  branches,  bien  distinctes,  que  nous  venons  de  reconnaitre  dans 
la  Géométrie,  la  deuxième,  qui  est  l'Analyse  de  Descartes,  offrit  un  tel  attrait 
et  de  si  prodigieux  avantages,  qu'elle  fut  cultivée,  avec  une  prédilection 
marquée,  par  les  grands  géomètres  que  nous  avons  nommés  dans  le  cours 
de  cette  troisième  Époque. 

Il  est  vrai  que  cette  Géométrie  de  Descartes,  loin  d'offrir  un  ordre  de 


1640-1718. 
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spéculations  particulières^  n'était  autre  qu'un  instrument  universel^  propre 
à  toutes  les  conceptions  géométriques  anciennes  et  modernes. 

§  22.  Quelques   mathématiciens  cependant  furent  encore  fidèles  à  la 
méthode  des  Anciens.  Parmi  eux  on  distingue  surtout  La  Hire. 
LA  BiRE,  Ce  géomètre^  quoique  familiarisé  avec  TAnalyse  de  Descartes^  enrichit  la 

Géométrie  pure  de  plusieurs  ouvrages  écrits  dans  le  style  des  Anciens^  et 
qui  eurent  beaucoup  de  succès. 

Il  fut  aussi  le  digne  continuateur  des  doctrines  de  Desargues  et  de 
Pascal^  et  introduisit  dans  la  Géométrie^  principalement  par  une  nouvelle 
façon  d'engendrer  les  coniques  sur  le  plan,  plusieurs  innovations  qui  se 
rapportent  aux  méthodes  récentes.  C'est  donc  à  un  double  titre  que  nous 
avons  à  citer  ici  ce  célèbre  mathématicien. 

Ses  principaux  ouvrages,  écrits  dans  le  style  de  la  Géométrie  ancienne^ 
sont  :1e  grand  traité  des  sections  coniques,  intitulé  :  Sectioms  conicœ  in 
novem  libros  distributœ  (in-fol.,  Paris  1685);  son  Mémoire  sur  les  épicy- 
doïdes y  contenant  leurs  dimensions,  leurs  développées  et  leur  usage  en 
mécanique  pour  la  construction  des  roues  dentées  ^  ;  un  second  mémoire  sur 
le  même  sujet,  généralisé  et  appliqué  à  toutes  sortes  de  courbes,  sous  le 
titre  :  Traité  des  Roulettes ^  où  l'on  démontre  la  manière  universelle  de 
trouver  leurs  touchantes,  leurs  points  d'inflexion  et  de  rebroussement ,  leurs 
superficies  et  leurs  longueurs,  par  la  Géométrie  ordinaire '^;  et  un  Mémoire 
sur  les  eo/icAoî(/e«v  en  général ,  contenant  leurs  tangentes,  leurs  dimensions, 
leurs  longueurs,  leurs  points  d'inflexion  (publié  dans  les  Mémoires  de  F  Aca- 
démie des  sciences,  année  1708). 

*  Ce  mémoire  a  paru  en  4694,  parmi  d'autres  mémoires  de  mathématiques  et  de  physique  de 
La  Hire.  Il  a  été  imprimé  de  nouveau  dans  le  tome  IX  des  anciens  Mémoires  de  V Académie  des 
sciences. 

La  Hire  y  dit  qu'il  y  a  vingt  ans  qu'il  avait  découvert  les  épicycloîdes  et  leur  usage  en  mé- 
canique. Depuis,  Leibniz  a  revendiqué  Thonneur  de  cette  double  invention  pour  le  célèbre 
astronome  Roemcr,  qui  l'aurait  imaginée  en  1G74,  pendant  son  séjour  &  Paris.  Mais,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  il  parait,  d'après  La  Hire  lui-même,  que  la  partie  mécanique,  au  moins,  de 
cette  invention  remonte  à  Desargues. 

^  Imprimé  en  4704  dans  les  Mémoires  de  C Académie  des  sciences. 
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Nous  devons  ajouter  à  cette  liste  le  Traité  de  Gnomonique,  qui  parut  en 
4682,  et  qui  était  un  ouvrage  vraiment  nouveau^  où  La  Hire  résolvait 
toutes  les  questions  graphiquement^  sans  trigonométrie,  même  reetiligne,  et 
en  n'employant  que  le  compas,  la  règle  et  le  fil  à  plomb. 

§  23.  Le  traité  des  sections  coniques  eut  une  grande  réputation  dans 
toute  l'Europe  savante ,  et  fit  regarder  La  Hire  comme  un  auteur  origi- 
nal sur  cette  matière.  Sa  méthode  en  effet,  quoique  purement  synthé- 
tique comme  celle  des  Anciens,  en  différait  essentiellement.  Les  Anciens 
avaient  considéré  les  sections  coniques  dans  le  cône,  mais  seulement  pour 
en  concevoir  la  génération  et  en  démontrer  quelques  propriétés  princi- 
pales (dont  la  plus  considérable  était  le  rapport  constant  du  carré  de 
l'ordonnée  au  produit  des  segments  faits  sur  l'axe)  ^,  et  faire  servir  en- 
suite ces  propriétés  primitives  à  la  recherche  et  à  la  démonstration  de 
toutes  les  autres  ;  de  sorte  qu'ils  formaient  leur  théorie  des  coniques  sans 
connaître  la  nature  ni  aucune  propriété  du  cône,  et  indépendamment  de 
celles  du  cercle  qui  lui  sert  de  base  :  Apollonius  démontre  souvent  les  pro- 
priétés du  cercle  de  la  même  manière  et  en  même  temps   que  celles 


'  Si  Ton  demande  la  raison  de  la  fécondité  de  celte  propriété  des  coniques,  on  dira,  en 
Géométrie  analytique,  que  c*cst  parce  qu'elle  est  V équation  même  delà  courbe,  et  que  dès 
lors  il  n*est  point  étonnant  que  cette  propriété  se  prête  à  toutes  les  transformations  que  Ton 
ferait  subir  à  cette  équation.  Mais,  en  Géométrie  pure,  il  faut  remonter  à  une  raison  plus  directe, 
prise  de  la  nature  seule  de  la  cbose,  et  non  empruntée  d'un  système  de  coordonnées  auxiliaire 
et  artificiel  ;  et  l'on  reconnaît  alors  que  cette  raison  est  que  la  relation  en  question  exprime 
une  propriété  de  six  points  pris  sur  une  conique.  Mais  ces  six  points  n'ont  pas  entre  eux  toute 
la  généralité  de  position  possible  :  quatre  de  ces  points  sont  deux  à  deux  sur  deux  droites  paral- 
lèles. 

Malgré  cette  condition  restreinte,  la  relation  dont  il  s'agit  suffit  pour  construire  une  co- 
nique par  points,  quand  on  en  connaît  cinq,  donnés  arbitrairement.  On  conçoit  donc  qu'elle 
doit  suffire  aussi  pour  conduire  à  toutes  les  propriétés  des  coniques.  Mais  il  faudra  souvent 
suivre  une  voie  moins  directe ,  qui  nécessitera  quelques  détours  de  plus  que  si  l'on  connaissait 
tioe  relation  générale  de  six  points  quelconques  d'une  conique.  Cette  observation  explique  pour- 
quoi les  beaux  théorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal,  qui  expriment  cette  relation  tout  à  fait 
féoëralede  six  points  d'une  conique,  ont  apporté  dans  cette  théorie  une  facilité  inconnue  aux 
Anciens. 


i 
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de  Tellipse.  La  Hire  conçut  une  marche  plus  rationnelle  et  plus  métho- 
dique^ et  conséquemment  plus  courte  et  plus  lumineuse.  II  commença  par 
établir  les  propriétés  du  cercle,  qui  devaient  se  représenter  dans  les  coni- 
ques, particulièrement  celles  qui  tiennent  à  la  division  harmonique;  et 
ensuite,  il  en  fit  usage  pour  découvrir  et  démontrer,  dans  les  sections  du 
cône,  les  propriétés  analogues.  Et  cette  méthode  eut  cela  de  remarquable 
alors,  qu'elle  ne  faisait  point  usage  du  triangle  par  Taxe,  et  qu'elle  s'appli- 
quait indistinctement  à  toutes  les  sections  du  cône. 

Cette  manière  de  procéder  était,  comme  on  le  voit,  dans  Tesprit  de  celle  de 
Desargues  et  de  Pascal,  qui,  par  la  perspective,  transportaient  aux  coniques 
les  propriétés  du  cercle.  La  Hire  a  pu  aussi  emprunter,  du  Brouillon  projet 
des  Coniques  de  Desargues,  l'usage  heureux  que  l'auteur  y  faisait  de  la 
proportion  harmonique  et  de  quelques  relations  d'involution.  C'est  sous  ces 
deux  rapports  que  nous  regardons  ce  géomètre  comme  le  continuateur  des 
doctrines  de  Desargues  et  de  Pascal. 

§  24.  Nous  devons 'dire  que  la  nouvelle  méthode,  qui  fait  dériver  les 
propriétés  des  coniques  de  celles  du  cercle,  et  de  la  considération  du  solide 
dans  lequel  ces  courbes  prennent  naissance,  avait  déjà  été  pratiquée  par 
deux  géomètres  du  siècle  précédent.  D'abord  par  Verner,  de  Nuremberg, 
qui  avait  démontré  ainsi  plusieurs  propriétés  élémentaires  des  sections 
coniques  *  ;  et  ensuite,  avec  plus  d'étendue  et  d'une  manière  plus  savante, 
par  le  célèbre  Maurolicus  de  Messine,  qui,  après  avoir  traduit  plusieurs 
écrits  des  Anciens,  mit  au  jour,  entre  autres  nombreux  ouvrages  de  lui- 
même,  un  Traité  des  Coniques,  où  il  suivit  cette  marche  nouvelle,  attri- 
buant à  celle  qu'avaient  suivie  les  Anciens  la  prolixité  de  leurs  démonstra- 
tions 2. 

*  J.  Verneri  Libellus  super  vigintiduobua  elemeniis  conicis,  etc.;  in-i*".  4522. 

^  Quoniam  Apollonius  omniaferè  conicorum  demonstrata  conatus  est  in  planum  redigere, 
antiquioribus  insignior;  neglectâ  conorum  descriptione,  et  aliundè  quœrens  argumenta,  eogitur 
persœpe  obscurius  et  indirecte  demonstrare  id ,  quod  cofttemplando  solidœ  flgurœ  sectionem, 
apertius  et  brevius  demonstratur.  (D.  Fbàncisci  Mauholici  Opuscula  natuenatica.  In-4'';  VeneUis» 
1575;  p.  280.) 


i 


HISTOIRE  DE  LA  GÉOMÉTRIE.  12i 

Il  est  juste  de  citer  encore  à  ce  sujet  Guarini^  contemporain  de  La 
Hire,  qui  avait  aussi  donné,  en  1671,  un  Traité  des  Coniques,  où  il  fai- 
sait un  usage  fréquent  de  la  considération  du  cône,  pour  démontrer 
leurs  propriétés.  On  y  remarque  surtout  une  démonstration  extrêmement 
simple,  et  qui  s'applique  aux  trois  sections  coniques  en  même  temps, 
de  la  propriété  du  rapport  constant  des  produits  des  segments  faits  sur 
des  cordes  parallèles,  qui  avait  toujours  exigé  la  connaissance  de  plu- 
sieurs propositions  préliminaires.  Cette  méthode  était  un  progrès  dans 
la , théorie  des  coniques;  mais  Guarini,  très-savant  du  reste  dans  toutes 
les  parties  de  la  Géométrie,  ne  Ta  pas  suivie  systématiquement  et  avec 
le  talent  de  La  Hire.  (Voir,  au  sujet  de  Maurolicus  et  de  Guarini,  la 
Note  XVIL) 

§  25.  Nous  dirons,  en  passant,  qu'outre  la  méthode  des  Anciens  et 
celle  qu'adopta  La  Hire,  nous  en  concevons  une  troisième  qui  n'a  point 
été  employée,  et  qui  eut  été  propre  pourtant,  si  nous  ne  nous  abusons,  à 
simplifier  beaucoup  les  démonstrations,  et  à  mettre  dans  tout  leur  jour 
les  principes  et  la  véritable  origine  des  diverses  propriétés  des  coniques  : 
sous  ce  rapport,  on  ne  peut  se  dissimuler  que  la  méthode  des  Anciens 
n'offrait  qu'obscurité. 

Cette  méthode  eut  consisté  à  étudier  les  propriétés  du  cône  lui-même,  et 
à  les  formuler,  indépendamment  et  abstraction  faite  de  celles  des  coniques; 
et  celles-ci  se  seraient  déduites  des  premières  avec  une  facilité  et  une  géné- 
ralité ravissantes.  On  le  concevra  sans  peine,  car  partout  où  les  Anciens 
employaient  trois  démonstrations  différentes  pour  établir  la  même  pro- 
priété dans  les  trois  sections  coniques  :  ellipse,  hyperbole  et  parabole, 
fmrce  qu'ils  s'appuyaient  sur  les  caractères  particuliers  à  chacune  de  ces 
courbes,  un  seul  raisonnement  suffît  pour  démontrer,  dans  le  cône  même, 
la  propriété  analogue,  d'où  celles  des  trois  coniques  doivent  se  déduire 
comme  de  leur  vraie  et  commune  origine. 

De  celte  manière,  on  eût  vu  plusieurs  propriétés  des  coniques  prendre 
naissance  dans  le  cône,  telle  que  celle  des  foyers,  qu'il  semble  qu'Apol- 
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lonius  ait  devinée^  et  que  ni  ce  géomètre,  ni  aucun  de  ceux  qui  Font 
suivi,  n'ont  rattachée  aux  propriétés  du  cercle,  ou  à  celles  du  cône; 
de  sorte  que  Torigine  première  de  ces  points  singuliers,  celle  qui  ne  par- 
ticipe que  de  la  nature  du  cône  où  la  courbe  prend  naissance ,  est  restée 
ignorée. 

Un  autre  avantage  de  la  méthode  que  nous  indiquons  eût  été  de  former, 
en  même  temps  que  la  théorie  des  coniques,  celle  des  cônes  à  base  cir- 
culaire, dont  très-peu  de  propriétés  étaient  connues  jusqu'à  ces  derniers 
temps.  Cela  n'eût  présenté  aucune  difficulté;  et  nous  croyons  pouvoir  jbu 
indiquer  comme  preuve  l'essai  que  nous  avons  fait  de  cette  méthode  dans 
un  Mémoire  où,  en  n'admettant  que  les  seules  propriétés  du  cercle,  dont 
la  plupart  sont  évidentes,  nous  sommes  parvenu  à  un  très-grand  nombre  de 
propriétés  nouvelles  des  cônes  du  second  degré,  dont  quelques-unes  sont 
analogues  et  conduisent  à  celles  des  foyers  des  coniques;  ce  qui  montre 
comment  Texistence  de  ces  points  et  leurs  propriétés  se  rattachent  à  celles 
du  cône  ^ 

On  penserait,  à  la  lecture  des  premiers  mots  du  Traité  des  Sections 
coniques  de  Wallis,  que  la  méthode  que  nous  venons  de  proposer  fut  celle 
que  suivit  ce  grand  géomètre;  car  il  annonce  qu'ayant  reconnu  que  la  théorie 
des  coniques  est  difficile,  il  va  d'abord,  dans  le  but  de  la  simplifier,  étu- 
dier la  nature  du  cône  mieux  que  ne  l'ont  fait  les  Anciens,  pour  en  déduire, 
comme  de  leur  vraie  source,  les  propriétés  de  ces  courbes.  Mais  Wallis  se 
hâte  d'ajouter  qu'il  se  bornera  aux  principales  de  ces  propriétés,  à  celles 
qui  peuvent  conduire  à  la  découverte  de  toutes  les  autres.  Et  en  effet,  après 
avoir  démontré  celle  qui  lui  sert  à  exprimer  les  coniques  par  une  équation 
entre  deux  coordonnées,  à  la  manière  de  Descartes,  il  suit  une  autre  marche 
et  donne  un  traité  analytique  de  ces  courbes. 

§  26.  Revenons  au  Traité  de  La  Hire.  Cet  ouvrage  est  divisé  en  neuf 
livres.  Le  premier,  qui  est  le  fondement  de  tout  le  reste,  traite  successive- 

*  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  propriétés  générales  des  cônes  du  second  degré.  In -4*; 
1830. 
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ment  des  propriétés  de  la  division  harmonique  d'une  ligne  droite  ;  de  celles 
des  faisceaux  harmoniques;  et  enfin  des  lignes  divisées  harmoniquement 
dans  le  cercle.  Il  s'y  trouve  aussi  quelques  cas  particuliers  de  la  relation 
d'involution  de  six  points^  quoique  cette  relation  ne  s'y  trouve  pas  dans 
toute  sa  généralité.  Ce  livre  est  une  introduction  d'où  se  déduisent^  dans 
la  suite,  des  démonstrations  faciles  et  générales  de  théorèmes  qui  avaient 
coûté,  aux  Anciens,  de  longs  et  pénibles  développements.  C'est  en  cela  que 
consistent  la  nouveauté  et  le  mérite  de  la  méthode  de  La  Hire. 
^  A  exception  du  problème  ad  très  et  quatuor  lineas,  et  des  beaux  théo- 
rèmes généraux  qui  faisaient  la  base  des  ouvrages  de  Desargues  et  de  Pascal, 
toutes  les  autres  propriétés  connues  des  coniques  se  trouvaient  réunies,  pour 
la  première  fois,  dans  le  traité  de  La  Hire,  et  démontrées  synthétique- 
ment,  d'une  manière  uniforme  et  élégante.  Plusieurs  étaient  dues  à  ce  géo- 
mètre. Parmi  celles-ci,  nous  citerons  d'abord  la  théorie  des  pôles,  qui  con- 
siste dans  les  trois  théorèmes  suivants  : 

1*  «  Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale  qui 
»  rencontre  une  conique  en  deux  points,  les  tangentes  en  ces  points  se 
»  croiseront  toujours  sur  une  même  droite.  »  (Propositions  27  et  28  du 
»  livre  4^,  et  24  et  27  du  livre  2.) 

Et  réciproquement  :  «  Si,  de  chaque  point  d'une  droite,  on  mène  deux 
^  tangentes  à  une  conique,  la  droite  qui  joindra  les  deux  points  de  contact 
»  passera  par  un  point  fixe.  »  (Propositions  26  et  28  du  livre  4*%  et  23 
et  26  du  livre  2.) 

Ce  point  a  été  appelé,  dans  ces  derniers  temps,  le  pôle  de  la  droite  :  celle-ci 
est  la  polaire  du  point. 

2®  «  Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  plusieurs  transversales  qui  ren- 
contrent une  conique,  les  droites  qui  joindront  deux  à  deux  les  points  de 
i^Qcontre  de  deux  quelconques  des  transversales  se  rencontreront  sur  la 
polaire  du  point  fixe.»  (Propositions  22  et  23  du  livre  l*'',  et  30  du 
livres.) 

3"^  «  Enfin  :  le  point  où  chaque  transversale  rencontre  la  polaire  du 
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»  point  fixe  est  le  conjugué  harmonique  de  ce  point  fixe^  par  rapport  aux 
»  deux  points  où  la  transversale  rencontre  la  courbe.  »  (Propositions  21  du 
livre  1«%  et  23  et  26  du  livre  2.) 

Cette  dernière  proposition  était  connue  d^Apollonius. 

Elle  est^  dans  le  traité  de  La  Hire^  la  proposition  fondamentale^  dont 
presque  toutes  les  autres  se  déduisent.  On  voit^  par  exemple^  dans  la  pro- 
position 3  du  3®  livre  ^  comment  elle  conduit  naturellement  à  la  propriété  du 
carré  de  Fordonnée  comparé  au  rectangle  fait  sur  l'axe. 

Ainsi  cette  proposition  joue^  dans  le  grand  traité  de  La  Hire^  Icrinénie 
rôle  que  la  proposition  du  lattis  rectum  dans  Apollonius;  que  le  théorème  de 
rinvolulion  de  six  points  dans  le  Brouillon  projet  des  Coniques  de  Desar-i* 
gues^  et  que  Fhexagrammc  mystique  dans  Touvrage  de  Pascal. 

II  est  aisé  de  voir  quc^  des  trois  propositions  énoncées^  les  deux  pre- 
mières sont  comprises  dans  le  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit  aux 
coniques  :  nous  avons  dit  que  Pascal  Pavait  probablement  déduit  de  son 
hexagramme;  et  la  troisième  est  une  conséquence  aussi  de  ce  même  théo- 
rème, au  moyen  de  la  134'°«  proposition  du  7«  livre  des  Collections  mathé- 
matiques, que  nous  avons  citée  en  parlant  de  Pappus. 

Mais  Touvrage  de  Pascal  n'ayant  jamais  été  publié,  La  Hire  a  le  mérite 
de  l'invention  de  ces  belles  propositions.  Depuis,  elles  ont  été  reproduites 
par  Mac-Laurin,  dans  son  Traité  des  Fluxions,  et  dans  son  Traité  des 
Courbes  géométriques;  par  R.  Simson,  dans  son  Traité  des  Sections  coniques; 
par  Carnot,  dans  sa  Théorie  des  Tra^isversales ;  et  par  divers  autres  géo- 
mètres. 

La  première  et  sa  réciproque  ont  été  démontrées,  dans  la  Géométrie  des- 
criptive  de  Mongc,  d'une  manière  intuitive  fort  élégante,  et  ont  été  étendues^ 
par  cet  illustre  géomètre,  aux  surfaces  du  second  degré.  C'est  de  cette  époque 
que  datent  l'importance  et  les  usages  de  cette  théorie  des  pôles,  renfermée 
auparavant  dans  les  ouvrages  profonds  que  nous  venons  de  nommer,  et 
presque  inconnue  aux  jeunes  géomètres  qui  n'ont  étudié  les  coniques  que 
dans  les  traités  analytiques. 
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Parmi  d'autres  propriétés  remarquables  des  sections  coniques^  dues  à 
La  Hire^  nous  citerons  encore  le  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle 
droit  circonscrit  à  une  conique^  lequel  est  un  cercle  pour  Tellipse  et 
Thyperbole,  et  une  droite  pour  la  parabole  (8^  livre,  .propositions  26,  27 
et 28)  ^  :  c'est  Monge  aussi  qui  a  généralisé  cette  proposition,  et  fait  voir 
que  le  point  d'intersection  de  trois  plans  rectangulaires,  tangents  k  une  sur- 
face du  second  degré,  se  trouve  toujours  sur  une  sphère  qui  devient  un 
plan  si  la  surface  est  un  paraboloïde. 

ia  Qire  a  considérablement  enrichi  la  théorie  des  foyers,  et  donné  une 
construction  élégante  et  facile,  par  la  ligne  droite  et  le  cercle,  d'une  conique 
qai  doit  passer  par  trois  points  et  dont  le  foyer  est  donné.  Problème  utile  en 
astronomie,  et  pour  lequel  le  célèbre  astronome  et  géomètre  Halley,  qui 
l'avait  résolu  le  premier,  avait  employé  une  hyperbole  -. 

§  27.  Jusqu'à  Descartes,  il  n'y  avait  eu  qu'une  manière  de  concevoir 
la  génération  des  coniques  :  c'était  dans  le  solide;  c'est-à-dire,  dans  le  cône 
à  base  circulaire.  Mais  la  Géométrie  de  cet  illustre  novateur  fit,  comme 
dans  les  autres  parties  des  mathématiques,  une  révolution  complète  dans  la 
théorie  de  ces  courbes  :  elle  apprit  à  leur  donner  naissance  sur  le  plan, 
et  sans  qu'il  fut  besoin  d'employer  la  considération  du  cône.  Il  suffisait  à 
Descartes  de  remarquer  que,  dans  son  système  de  coordonnées,  toutes  les 

'  La  Rire  a  aussi  donné  (dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  sciences,  année  1704),  le 
lieodes  angles  égaux,  aigus  ou  obtus,  circonscrits  à  une  conique,  lequel  est  une  courbe  du  qun- 
(n^e  degré,  qui  se  réduit  au  second,  et  devient  une  hyperbole,  quand  la  conique  proposée  est 
une  parabole. 

Dans  ce  même  Mémoire,  La  Hire  a  traité  la  même  question  pour  la  cycloïde,  et  est  par- 
Tenu  à  ce  résultat  curieux,  savoir,  que  tous  les  angles  égaux,  droits,  aigus  ou  obtus,  circonscrits 
iceUe courbe,  ont  leurs  sommets  sur  une  seconde  cycloïde  raccourcie  ou  allongée. 

Nous  avons  trouvé  que  les  épicycloïdes  du  cercle  jouissent  de  la  même  propriété  ;  c'est-à-dire 
que: 

Si  â  une  épicycloïde,  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence  de  cercle  qui  roule  sur  un 
t»tre  cercle  fixe,  on  circonscrit  des  angles  tous  égaux  entre  eux,  leurs  sommets  seront  situés 
nr  une  épicycloïde  allongée  ou  raccourcie. 

'  Metkodus  directa  et  geometrica  cujus  ope  investigantur  Aphelia,etc»f  Planetarum.  Transac- 
TKNI8  PHILOSOPHIQUES ,  année  1676,  n«  128. 
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coniques  étaient  représentées  par  Téquation  générale  du  second  degré.  Ce 
mode  d'expression  analytique  était  propre  à  la  recherche  et  au  dévelop- 
pement de  leurs  nombreuses  propriétés.  Cette  méthode  fut  adoptée  d'abord 
par  Wallis,  qui,  le  .premier,  donna  un  traité  analytique  des  sections  co- 
niques; et  depuis,  par  la  plupart  des  géomèlres  qui  écrivirent  sur  ces 
courbes.  Cependant  on  continua  encore,  pendant  un  siècle,  de  considérer  les 
coniques  dans  le  cône;  et  les  traités  qui  parurent  dans  cet  intervalle  réunirent 
les  deux  méthodes,  celle  des  Anciens  et  celle  de  Descartes. 

La  manière  de  Desargues  et  de  Pascal,  de  considérer  les  coniques,  fin- 
irait dans  celle  des  Anciens,  puisqu'ils  formaient  ces  courbes  par  la  perspec- 
tive du  cercle.  Mais  leur  méthode  tirait  Tun  de  ses  principaux  avantages  de 
l'emploi  de  la  théorie  des  transversales,  dont  les  Anciens  avaient  fait  usage 
dans  les  systèmes  de  lignes  droites  seulement ,  et  non  dans  la  théorie  du 
cercle  ni  des  coniques. 

Grégoire  de  St.-Vincent,  comme  nous  l'avons  dit,  avait  imaginé  de 
nombreuses  manières  de  former  les  coniques  l'une  par  l'autre  ;  Schooten 
en  avait  donné  diverses  descriptions  organiques;  De  Witt  avait  fait  un  pas 
de  plus,  en  formant  ces  courbes  de  différentes  manières  assez  générales, 
dont  il  s'était  servi  avec  habileté  pour  démontrer  leurs  propriétés  princi- 
pales; mais  ses  modes  de  description  n'étaient  pas  les  mêmes  pour  les  trois 
courbes. 

La  Hire,  ayant  sous  les  yeux  la  manière  universelle,  mais  analytique, 
de  Descartes,  et  les  tentatives  de  De  Witt,  chercha  aussi  un  mode  de  des- 
cription générale  des  coniques  sur  le  plan ,  qui  pût  servir  à  démontrer  leurs 
mêmes  propriétés  que  dans  le  solide. 

§  28.  Il  exécuta  son  dessein  de  deux  manières,  dans  deux  ouvrages  qui 
précédèrent  son  grand  Traité  de  1685,  et  commencèrent  sa  réputation  comme 
géomètre,  en  1673  et  1679. 

Dans  le  Traité  de  1679  ^,  La  Hire  définit  les  sections  coniques,  des  courbes 

*  Nouveaux  élétnens  des  sections  coniques.  Les  lieux  géométriques.  La  construction  ou  effèc- 
tion  des  équations.  (In- 12;  4679.) 
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telles^  que  la  somme  ou  la  difierenec  des  dislances  de  chacun  de  leurs 
points  à  deux  points  fixes ^  est  constante^  ou  bien  dont  chaque  point  est  à 
égale  distance  d'un  point  et  d^une  droite  fixes.  De  ce  seul  point  de  départ^ 
il  conclut  un  grand  nombre  de  propriétés  de  ces  courbes. 

Cette  manière  de  présenter  la  théorie  des  coniques  a  été  adoptée  par  plu- 
sieurs géomètres^  qui  en  ont  fait  la  base  de  leurs  ouvrages^  tels  que  le  mar- 
quis de  Lhospital^  R.  Simson^  Guisnée^  Mauduit^  etc. 

La  Hire  réunit  à  cet  ouvrage  deux  autres  parties  différentes  sur  les  lieux 
géymétriques^  traités  par  la  mélhode  de  Descartes,  et  sur  leur  usage  pour 
la  construction  des  équations. 

Cette  dernière  partie  est  terminée  par  la  construction,  en  n'employant 
que  la  ligne  droite  et  le  cercle,  d'un  des  plus  fameux  problèmes  sur  les  coni- 
ques, qui  est  de  leur  mener  une  normale  par  un  point  pris  au  dehors  de  la 
courbe.  Ânderson  *,  Sluze  et  Huygens  Pavaient  résolu  pour  la  parabole 
seulement;  ce  qui  n'offrait  pas  une  grande  difficulté,  parce  que  la  question, 
D^ayant  dans  ce  cas  que  trois  solutions,  pouvait  être  résolue  par  un  seul 
cercle.  Mais  le  cas  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole,  qui  admet  quatre  solutions, 
était  une  question  très-difficile,  qui  suffisait  pour  prouver  toute  la  sagacité 
de  La  Hire  dans  l'Analyse  de  Descartes. 

§  29.  Le  Traité  de  1673,  intitulé  :  Nouvelle  mélhode  en  Géométrie, 
pour  les  sections  des  superficies  coniques  et  cylindriques,  est  celui  où 
La  Hire  se  montre  vraiment  original  et  novateur,  et  celui  surtout  qui  nous 
porte  à  placer  ce  géomètre  au  rang  des  fondateurs  de  la  Géométrie  moderne. 

Cet  ouvrage  se  compose  de  deux  parties,  dont  chacune  offre  une  méthode 
nouvelle,  et  a  un  mérite  différent.  Le  titre  que  nous  venons  d'énoncer  se 
rapporte  plus  particulièrement  à  la  première  partie,  où  l'auteur  considère 
les  coniques  dans  le  cône  :  la  seconde,  où  il  les  engendre  sur  le  plan,  est 
intitulée  Planiconiques. 

La  première  partie  peut  être  regardée  comme  un  essai  de  la  méthode 

*  A.  Andersoni  Exercitationum  mathematicarum  Decas  prima  y  etc.  Paris;  1619,  in-4*. 


128  HISTOIRE  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 

que  La  Hire  a  suivie^  douze  ans  après ^  dans  son  grand  Traité;  car  il  y 
commence  par  vingt  lemmes  qui  roulent  sur  la  môme  matière  que  le  l^  livre 
de  ce  Traité,  et  dont  il  se  sert  ensuite  pour  démontrer,  avec  une  généralité 
nouvelle  alors,  et  sans  se  servir  du  triangle  par  Taxe,  les  principales  pro- 
priétés des  coniques.  Mais  ses  démonstrations  sont  loin  d^ofirir  le  même 
degré  d^élégance  et  de  simplicité  que  celles  du  Traité  de  1685. 

Dans  ses  Plankoniques,  La  Hire  imagina  une  description  générale  des 
coniques  sur  le  plan,  au  moyen  du  cercle,  comme  dans  Fespace,  et  sans 
connaître  aucune  propriété  de  ces  courbes;  puis  il  fit  voir  que  les  courtes 
ainsi  engendrées  sont  eiïeclivement  les  mêmes  que  celles  que  Ton  peut  tracer, 
dans  Fespace,  sur  le  cône.  Ce  que  cette  méthode  a  surtout  de  beau,  c'est  que 
les  mêmes  lemmes  qui  ont  servi  à  transporter  aux  sections  du  cône  les  pro- 
priétés du  cercle ,  servent  pareillement  pour  1^  appliquer  aux  Planiconiques, 
et  les  démonstrations  restent  les  mêmes  que  dans  la  première  partie. 

§  30.  Ce  premier  ouvrage  de  La  Hire  étant  extrêmement  rare,  et  les 
auteurs  qui  en  ont  parlé  dans  le  temps  n'en  ayant  point  fait  connaître  l'esprit  ^y 
on  nous  pardonnera  d'entrer  ici  dans  quelques  développements  pour  dire  ce 
qu'était  cette  merveilleuse  théorie  des  Plankoniques,  restée  si  longtemps  en- 
sevelie et  ignorée,  et  qui  offrait  la  première  méthode  suffisamment  générale 
pour  la  transformation  des  figures  en  d'autres  figures  du  même  genre. 

Concevons  dans  un  plan  deux  droites  parallèles  entre  elles,  que  l'auteur 
appelle  l'une  formatrice,  l'autre  directrke ,  et  un  point  appelé  pôle.  Par 

•  Les  Transactions  philosophiques  y  année  1676,  n**  129,  rendent  un  compte  favorable  de 
l'ouvrage  de  La  Hire,  mais  ne  parlent  pas  de  la  partie  des  Planiconiques, 

Le  Journal  des  Savans,  année  1674  (i7  décembre),  après  avoir  donné  l'analyse  de  la  pre- 
mière partie  de  Touvrage,  dit  ces  seuls  mois  des  planiconiques,  qui  devaient  suflire  pour  les 
préserver  de  l'oubli  :  <  L'auteur  a  ajouté  à  sa  nouvelle  méthode  un  traité  des  planiconiques,  qiiî 
»  est  très-beau  et  très-commode,  puisque,  par  Ih,  il  n'est  plus  besoin  d'imaginer  aucun  solide, 
»  ni  plan,  que  celui  sur  lequel  est  la  figure.  » 

Wolf,  dans  son  Commentaire  des  principaux  écrits  des  géomètres,  cite  les  autres  ouvrages  de 
La  Hire  et  omet  celui  dont  il  est  ici  question.  Montucla  n'en  dit  mot  non  plus.  Cependant 
Cornélius  h  fieughem  en  avait  fait  mention  dans  sa  Bibliographica  mathemalica,  et  Murrbard, 
depuis,  l'a  inscrit  aussi  dans  sa  Bibliotheca  mathematica. 
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chaque  point  M  d'une  courbe  donnée  dans  le  plan^  on  mène^  sous  une 
direction  arbitraire^  une  transversale;  elle  rencontre  la  directrice  en  un 
point  qu'on  joint  au  pôle  par  une  droite^  et  la  formatrice  en  un  second 
point,  par  lequel  on  tire  une  parallèle  à  cette  droite.  Cette  parallèle  rencontre 
la  droite  qui  va  du  point  M  au  pôle  y  en  un  point  M '^  qui  est  dit  formé  par 
le  point  M. 

Chaque  point  de  la  courbe  proposée  forme  ainsi  le  point  correspondant 
d^uoe  seconde  courbe. 

Les  points  d'une  ligne  droite  forment  des  points  appartenant  à  une 
seconde  ligne  droite,  et  ces  deux  droites  se  coupent  sur  la  formatrice. 

Enfln,  les  points  d'un  cercle  forment  les  points  d'une  section  conique. 

Pour  démontrer  cette  proposition  sans  supposer  aucune  propriété  des 
coniques ,  Lia  Hire  imagine  uri  cône  à  base  circulaire ,  dans  lequel  est  faite 
une  section  plane;  il  abat  le  plan  du  cercle  sur  celui  de  la  section,  en  le 
faisant  tourner  autour  de  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans;  puis, 
prenant  cette  droite  pour  formatrice,  une  seconde  droite  (qui,  dans  la 
position  primitive  du  plan  du  cercle ,  était  son  intersection  par  un  plan 
mené  par  le  sommet  du  cône ,  parallèlement  à  celui  de  la  section)  pour 
directrice ,  et  pour  pôle  un  certain  point  qu'il  détermine  convenablement  : 
il  prouve,  par  des  comparaisons  de  triangles  semblables,  que  la  section 
peut  élre  formée  par  le  cercle  ^ 

Telle  est  la  méthode  par  laquelle  La  Hire  effectuait  sur  le  plan ,  sans 
avoir  besoin  d'aucun  solide,  ni  d'autre  plan  que  celui  de  la  figure,  les 
sections  d'un  cône.  C'est  ce  qu'il  appelait  réduire  le  cône  et  ses  sections  en 
plan,  f  appliquai  à  ces  sections  planes,  dit-il  dans  la  préface  de  son  Traité 
de  1679,  les  mêmes  démonstrations  que  f  avais  faites  pour  les  solides,  et  je 
pà  dire  que  cet  ouvrage  eut  assez  de  bonheur  pour  mériter*  l'approbation 
des  jdus  savans  géomètres. 

L'éclat  que  jeta  cette  première  production  de  La  Hire  fut  de  peu  de 

*  Celle  démonstrRtîon  est  assez  diflicile  ;  le  principe  de  perspective,  que  nous  avons  déduit  du 
théorème  de  Desargues,  en  offre  une  qui  est  naturelle  et  d^une  extrême  simplicité. 
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durée;  et  cet  ouvrage,  malgré  son  mérite  incontestable,  est,  depuis  plus 
d'un  siècle,  tombé  dans  Toubli;  ce  dont  nous  nous  étonnerions,  si  nous  ne 
savions  que  chaque  époque  a  ses  questions  du  moment,  et  que  les  idées  les 
meilleures  et  les  plus  fécondes,  pour  être  bien  saisies ,  doivent  venir  dans  le 
temps  où  les  esprits  sont  tournés  vers  Tobjet  auquel  elles  se  rapportent. 
L'étude  des  sciences  nous  offre,  à  chaque  pas,  la  preuve  de  cette  vérité  *. 
LE  POIVRE.  §  31.  La  méthode  de  La  Hire  a  pourtant  été  reproduite,  ou  plutôt  inventée 

de  nouveau,  en  1704,  par  Le  Poivre  (de  Mons),  géomètre  inconnu  de 
nos  jours,  mais  qu'il  y  aurait  injustice  à  ne  pas  nommer  à  côté  de  Desar- 
gues, Pascal  et  La  Hire,  dans  l'histoire  de  l'origine  et  des  progrès  de  la 
Géométrie  moderne.  Son  ouvrage  est  intitulé  :  Traité  des  Sections  du  cylindre 
et  du  cône,  comidérées  dam  le  solide  et  dans  le  plan,  avec  des  démonstrations 
simples  et  nouvelles.  (In-8^  de  60  pages.)  La  partie  relative  à  la  description 
des  coniques  sur  le  plan  n'est  au  fond  que  la  méthode  de  La  Hire,  mais  pré- 
sentée d'une  manière  très-différente,  qui  mérite  que  nous  en  exposions  ici 
l'esprit  el  les  procédés  ^. 

Il  parait  que  la  première  idée  de  l'auteur  a  été  de  tracer  sur  un  cône  une 
section  plane,  sans  mener  effectivement  le  plan  qui  la  contient;  ce  qu'il  fait  de 

I  Nous  pourrions  ajouter,  avec  Montucla:  <  Qu'il  est  des  préjugés  jusque  dans  la  Géométrie, 
et  qu'il  est  rare  que  ceux  qui  sont  dès  longtemps  accoutumes  h  une  certaine  manière  de  rai- 
sonner soient  disposes  à  quitter  une  ancienne  habitude  pour  en  contracter  une  nouvelle.  • 
{Histoire  des  Mathématiques ,  tom.  11,  pag.  144.) 

^  II  a  été  rendu  compte  de  cet  ouvrage  dans  le  Journal  des  Savans,  année  i704;  et  dans  les 
Acta  eruditorum,  année  1707. 

L'article  fort  étendu  du  Journal  des  Savans  parait  supposer  que  la  méthode  de  Le  Poivre  est 
prise  de  celle  de  La  Hire.  Mais  la  voie  d'invention  est  trop  différente  dans  Tune  et  Tautre, 
pour  que  nous  adoptions  cette  conjecture.  Ajoutons  que  l'ouvrage  de  Le  Poivre  a  un  mérite  qui 
ne  se  trouve  pas  dans  celui  de  La  Hire  et  qui  n'a  point  été  remarqué  par  l'auteur  de  Tarlicle 
du  journal;  c'est  de  contenir  un  second  mode  de  description  de  ses  figures,  basé  sur  leurs  rela- 
tions métriques,  dont  Fauteur  aurait  pu  tirer  un  parti  considérable  s'il  eût  poussé  plus  loin  cette 
idée  heureuse. 

Le  Journal  de  Leipzig  parle  très-favorablement  de  Touvrage  de  Le  Poivre,  t  I^on  solum , 
inquî! ,  intra  paucas  pagellas  palmarias  sectionum  conicarum  proprietates  mira  facilitate  ae 
perspicuitate  expticat  ;  sed  intereas  quoque  aliquot  proponit  anteàparum  cognitas. 


HISTOIRE  DE  LA  GÉOMÉTRIE.  151 

deux  manières  :  par  rintersection  de  chaque  arête  du  cône  et  d'une  autre  droite 
menée  convenablement^  ou  bien  par  une  proportion  dont  le  dernier  terme 
détermine^  sur  chaque  arête  ^  le  point  de  la  section.  Puis^  il  observe  que  ces 
mêmes  procédés  peuvent  s'exécuter  aussi  sur  le  plan  même  du  cercle  qui  sert 
de  base  au  cône^  comme  dans  Tespace,  et  donner  naissance  aux  mêmes  courbes. 
Concevons  un  cône  à  base  circulaire  :  un  plan  coupant^  mené  arbitraire- 
ment^ déterminera  sur  le  cône  une  section;  c'est  cette  courbe  qu'il  s'agit 
de  construire^  en  faisant  abstraction  du  plan  qui  la  contient.  Pour  cela^  il 
faut  d'abord  prendre  dans  l'espace  les  éléments  nécessaires  à  la  détermina- 
tion de  la  position  de  ce  plan;  ce  qui  peut  se  faire  de  diverses  manières.  Le 
J^oivre  prend  la  trace  du  plan  coupant  sur  la  base  du  cône  et  une  seconde 
droite  parallèle  à  cette  trace,  et  qui  est  l'intersection  du  plan  de  la  base  par 
e  plan  mené^  par  le  sommet  du  cône,  parallèlement  au  plan  coupant.  Ces 
eux  droites  et  le  sommet  du  cône  déterminent  la  position  du  plan  coupant  : 
es  trois  données  doivent  donc  suffire  pour  la  construction  de  la  courbe  qui 
ésulterait  de  l'intersection  du  cône  et  de  ce  plan,  s'il  existait  réellement. 
Or,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  effectuer  cette» construction,  il  n'y  a  qu'à 
ener  par  un  point  M  du  cercle,  base  du  cône^  appelé  cercle  gémrateur, 
ne  transversale  quelconque  qui  rencontrera  la  trace  du  plan  coupant  et  sa 
arallèle,  en  deux  points  ;  joindre  le  second  de  ces  poinis  au  sommet  S  du 
^^ne,  par  une  droite,  et  mener  par  l'autre  point  une  parallèle  à  cette  droite, 
parallèle  est  évidemment  dans  le  plan  coupant,  et  rencontre  l'arête 
Jl  du  cône,  en  un  point  M'  qui  appartient  à  la  courbe  cherchée.  Pour  un 
wtre  point  du  cercle  générateur  y  on  aura  un  autre  point  de  la  section. 
Cette  construction  est  générale,  quelle  que  soit  la  position  du  point  S  dans 
t'*cspace;  et  elle  subsiste  quand  ce  point  est  situé  sur  le  plan  du  cercle,  auquel 
Cas  il  n'y  a  plus  de  cône.  La  courbe  formée  alors  par  le  point  est  encore 
Une  section  conique  K 

I  Pour  s*en  convaincre,  il  suffit  de  concevoir  la  courbe  que  nous  venons  de  construire  dans 
^'espace,  cl  delà  projeter  sur  le  plan  du  cercle,  avec  toutes  les  lignes  qui  ont  servi  à  sa 
<^onflrucUon.  En  projection  on  aura  une  courbe,  et  des  droites  qui  serviront  à  sa  construction, 
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Ainsi^  la  construction  de  Fauteur  s'applique  à  la  description  des  coniques 
sur  le  plan,  comme  dans  Tespace.  Pour  le  cas  du  plan,  c'est,  comme  on 
le  voit,  la  même  construction  que  celle  de  La  Hire.  Le  point  S  est  le  pôle, 
la  trace  du  plan  coupant  est  la  formatrice,  et  sa  parallèle  est  la  directrice. 

§  32.  Il  y  a,  en  général,  dans  les  questions  de  Géométrie,  deux  manières 
d'appliquer  les  solutions  auxquelles  la  théorie  a  conduit.  La  première  est 
de  déterminer  les  points  cherchés  par  des  constructions  de  lignes;  la  seconde, 
de  les  déterminer  par  des  formules  qui  se  réduisent  ensuite  à  des  calculs 
numériques.  Il  est  toujours  utile  de  chercher  ces  deux  genres  de  solu- 
tions, parce  que  chacune  comporte  des  propriétés  de  la  figure  que  l'autre 
n'indique  point  :  la  question  est  résolue  complètement  quand  elle  a  été 
envisagée  sous  toutes  ses  faces,  et  que  les  diverses  propriétés  graphiques  et 
métriques  qui  se  rattachent  aux  deux  solutions  dont  nous  parlons,  ont  été 
découvertes  et  mises  dans  tout  leur  jour. 

La  construction  que  nous  venons  de  donner  pour  décrire  les  coniques, 
soit  dans  l'espace,  soit  sur  le  plan,  appartient  au  premier  mode  de  solution. 
Pour  la  convertir  en  une  formule  numérique,  on  compare  deux  triangles 
semblables,  qui  ont  un  sommet  commun  au  point  M  du  cercle  générateur, 
et  l'on  en  tire  une  proportion  entre  leurs  côtés  adjacents  à  ce  sommet.  Cette 
proportion  donne  la  distance  du  point  M'  de  la  conique  au  point  correspon- 
dant du  cercle  :  c'est  la  formule  cherchée  *. 

4 

comme  les  droites  dans  Tcspacc  à  la  conslruction  de  la  section  du  cône;  c'est-à-dire  que  la 
construction  de  la  courbe  projette  sera  absolument  semblable  à  celle  de  la  courbe  située  dans 
l'espace;  et,  si  Ton  prend  les  lignes  projetantes  perpendiculaires  a  la  trace  du  plan  de  la  section 
sur  celui  de  la  base  du  cane,  et  également  inclinées  sur  ces  deux  plans,  alors  la  courbe  projetée 
sera  égale  a  la  section  du  cône;  ce  sera  donc  une  section  conique. 

De  là  aussi  on  conclut  que,  pour  transporter  aux  coniques  les  propriétés  du  cercle,  une  seule 
démonstration  suflit,  que  Ton  considère  la  conique  sur  le  plan  du  cercle  ou  dans  l'espace. 

*  Il  eût  mieux  valu  prendre  pour  inconnue  la  distance  du  point  M'  au  point  S;  la  formule 
aurait  conduit  naturellement  à  diverses  propriétés  des  coniques,  particulièrement  à  celles  de 
leurs  foyers,  dont  Tauteur  n'a  rien  dit.  Il  eût  suffi,  pour  cela ,  de  placer  le  point  S  au  centre  du 
cercle  générateur. 

CeUe  dernière  observation,  relative  à  la  position  du  point  S,  s'applique  aussi  au  Traité  de 
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,^  33.  La  méthode  de  La  Hire  et  de  Le  Poivre  était  la  plus  heureuse 
et  la  plus  féconde  qu'on  pût  imaginer  pour  découvrir  les  nombreuses  pro- 
priétés des  coniques  par  celles  du  cercle  ;  mais  les  avantages  qu'elle  offrait 
ne  devaient  point  se  borner  à  cet  usage  particulier;  elle  avait  un  avenir 
plus  grande  comme  offrant  un  moyen  général  de  transformer,  sur  le  plan, 
les  figures  en  d'autres  du  même  genre,  ainsi  que  ferait  la  perspective. 

L'importance  de  ces  méthodes,  qui  forment  l'une  des  doctrines  principales 
de  la  Géométrie  récente,  nous  engage  à  enlrer  encore  dans  quelques  consi- 
dérations au  sujet  de  celle  de  La  Hire  et  de  Le  Poivre,  qui  montreront 
ses  rapport^  avec  les  pratiques  de  la  perspective,  avec  une  méthode  analogue 
imaginée  dans  le  même  temps  par  Newton,  et  avec  plusieurs  autres  mé- 
thodes, d'invention  plus  moderne,  dont  nous  aurons  à  parler  dans  la  suite. 

Le  mode  de  ti'ansformation  du  cercle  en  une  conique  sur  le  plan, 
employé  par  La  Hire  et  Le  Poivre,  a  pour  propriété  caractéristique  que  : 
à  chaque  point  et  à  chaque  droite,  considérés  comme  appartenant  au  cer- 
cle générateur,  correspondent  un  point  et  une  droite  appartenant  à  la 
conique;  et  les  relations  de  position  des  deux  figures  sont  telles,  que  deux 
points  correspondants  sont  en  ligne  droite  avec  un  point  fixe  S,  et  que 
deux  droites  correspondantes  concourent  sur  un  axe  fixe  :  cet  axe  est  la 
droite  que  nous  avons  appelée  formatrice  dans  la  méthode  de  La  Hire,  et 
qui  nous  représentait,  dans  celle  de  Le  Poivre,  la  trace  d'un  plan  coupant. 

Ce  point  S  et  l'axe  fixe^  considérés  comme  appartenant  au  cercle,  sont 
eux-mêmes  leurs  correspondants  par  rapport  à  la  conique,  de  sorte  qu'ils 
jouent  le  même  rôle  par  rapport  à  chacune  des  deux  courbes. 

Si,  du  point  fixe,  on  peut  mener  deux  tangentes  au  cercle,  elles  seront 
aussi  tangentes  à  la  conique;  et  si  l'axe  rencontre  le  cercle  en  deux  points, 
la  conique  passera  par  ces  deux  points. 

La  Hire,  qui  démontre  les  propriétés  des  foyers,  mais  en  supposant  ces  points  connus  a  prtort, 
comme  dans  les  coniques  d'Apollonius,  et  sans  être  conduit  à  leur  découverte.  En  plaçant  le  pôle 
au  centre  du  cercle,  la  formatrice  ci  la  directrice  étant  d'ailleurs  quelconques  (mais  parallèles 
entre  elles),  on  forme  une  conique  qui  a  pour  foyer  le  pôle;  et  diverses  pro|)riétés  du  cercle 
s'appliquent  immédiatement  à  la  conique ,  relativement  à  son  foyer. 
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On  démontre  encore  que^  si  deux  droites  sont  parallèles^  leurs  cor- 
respondantes concourent  en  un  point  situé  sur  la  droite  que  nous  avons 
appelée  la  directrice,  de  sorte  qu^à  un  point  quelconque^  situé  à  Tinfini  dans 
la  première  figure^  correspond^  dans  la  seconde  figure^  un  point  situé  sur 
la  directrice;  ce  qui  prouve^  attendu  qu'il  n'y  a  qu'une  ligne  droite  qui 
puisse  correspondre  à  une  ligne  droite^  que  tous  les  points  d'un  plan^  situés  à 
l'infini^  doivent  être  considérés  comme  appartenante  une  même  ligne  droite. 

§  34.  On  reconnaît,  à  ces  diverses  propriétés,  les  figures  homologiques 
dont  M.  Poncelet  a  donné,  le  premier,  la  théorie  dans  son  Traité  des  Pro- 
priétés projectives.  Le  pôle  S  est  le  centre  d'homologie,  et  la  formatrice  est 
Vaxe  d'homologie. 

Les  personnes  qui  ont  l'habitude  des  pratiques  de  la  perspective  reconnaî- 
tront aussi,  dans  ce  mode  de  déformation,  les  figures  mêmes  que  l'on  trace 
sur  un  plan,  comme  devant  être  la  perspective  l'une  de  l'autre. 

Ainsi,  qu'on  regarde  la  foi^iatrice  (ou  axe  d'homologie),  comme  la  ligne 
de  terre,  la  directrice  comme  la  ligne  horizontale,  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  pôle  (ou  centre  d'homologie)  sur  cette  directrice,  comme  le 
point  de  vue,  et  enfin  que,  pour  déterminer  le  point  de  distance,  on  porte,  à 
partir  du  point  de  vue,  un  segment  égal  à  cette  perpendiculaire,  sur  la  direc- 
trice; puis,  qu'avec  ces  données  on  construise  la  perspective  de  la  conique 
décrite  par  La  Hire,  on  trouvera  précisément  son  cercle  générateur.  (  Foye-? 
la  Note  XVIII.) 

Ainsi,  la  description  générale  des  coniques  sur  le  plan,  qu'avait  désirée 
ce  géomètre,  existait  à  son  insu  depuis  longtemps;  mais  elle  ne  servait  que 
comme  simple  pratique  de  la  perspective,  à  l'usage  seulement  des  artistes. 
La  Hire  a  le  mérite  très -grand  d'avoir,  le  premier,  conçu  l'idée  de  se 
servir  d'une  telle  déformation  de  figure  comme  méthode  de  Géométrie  ratio- 
nelle,  pour  transporter  directement  à  une  courbe  les  diverses  propriétés 
d'une  autre  courbe  décrite  sur  le  même  plan. 

Cette  méthode  était  une  généralisation  de  deux  autres  modes  de  transfor- 
mation d'une  figure  en  une  autre  de  même  nature.  Le  premier  consiste  à 
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mener  d^un  point  flxc  des  rayons  à  tous  les  points  d^une  courbe^  et  à  les 
prolonger  dans  un  rapport  constant  :  leurs  nouvelles  extrémités  forment 
une  seconde  courbe  semblable  à  la  première^  et  semblablement  placée  par 
rapport  au  point  fixe  ;  le  second  mode  de  transformation  consiste  à  abaisser^ 
detOQsles  points  d'une  courbe^  des  ordonnées  sur  un  axe  fixe,  et  à  les 
prolonger^  à  partir  de  cet  axe,  dans  un  rapport  donné  :  leurs  extrémités 
appartiennent  à  une  seconde  courbe  qui  est  du  même  degré  et  du  même 
genre  que  la  proposée;  et  les  tangentes  en  deux  points  correspondants 
de  ces  deux  courbes  se  rencontrent  sur  Taxe  fixe.  C'est  de  cette  manière 
qne  Stévin,  Grégoire  de  Saint- Vincent  et,  avant  eux,  le  célèbre  peintre 
Albert  Durer,  formaient  Fellipse  au  moyen  du  cercle.  On  tombe  sur  ces 
deux  modes  de  déformation  en  supposant,  dans  celui  de  La  Hire,  que  la 
trace  et  la  directrice,  dans  le  premier  cas,  et  le  point  S  dans  le  second,  soient 
à  rinfini. 

Noos  trouvons,  dans  la  Géométrie  des  lignes  courbes  de  John  Leslie  ^, 
une  construction  des  coniques,  par  Tintersection  de  deux  droites  mobiles 
autour  de  deux  pôles  fixes,  qui  revient  à  celle  de  La  Hire.  Ce  célèbre 
géomètre  a  tiré  cette  construction  des  pratiques  de  la  perspective;  mais  il 
n^eo  a  point  fait  usage,  comme  La  Hire  et  Le  Poivre,  pour  démontrer  les 
propriétés  des  coniques. 

S  35.  Dans  le  même  temps  que  La  Hire  conçut  sa  méthode  de  des- 
cription des  coniques  au  nu)yen  du  cercle.  Newton  en  imagina  aussi  newton, 
une  du  même  genre,  dont  le  but  général  était  d'opérer,  sur  le  plan,  des 
transformations  de  figures,  dans  lesquelles  des  points  répondissent  à  des 
points,  et  des  droites  à  des  droites;  et  où  certaines  droites  convergentes 
devinssent  parallèles.  Il  donna  cette  méthode  dans  le  premier  livre  de 
ses  Principes  y  et  montra  comment  elle  pouvait  servir  pour  transformer  une 
conique  quelconque  en  un  cercle,  et  simplifier  ainsi  des  problèmes  difficiles. 

Ce  grand  géomètre  donna  une  construction  géométrique  et  une  exprès- 

'  Geomeirical  analysis  and  Geomelry  ofcurve  Unes,  etc.  Edinburgh,  1821,  in-8*. 
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sion  analytique^  Tune  et  Tautre  très-simples^  de  ses  figures  transformées^ 
mais  sans  laisser  apercevoir  la  route  qui  Favait  conduit  à  ce  mode  de 
transformation  des  figures;  et  c'est  peut-être  pourquoi  il  a  été  peu  cultivé 
depuis;  car  Tesprit  éprouve  toujours  quelque  difficulté  et  quelque  répu- 
gnance aux  choses  qui  ne  portent  pas  en  elles  plus  que  Févidence  qui 
convainc  ^  et  où  ne  se  trouve  |)as  celle  qui  éclaire  et  montre  les  véritables 
raisons  des  choses.  Nous  avons  été  curieux  de  comparer  cette  méthode  à 
celle  de  La  Hire ,  et  de  rechercher  les  différences  qui  pouvaient  les  carac- 
tériser, et  donner  quelque  avantage  à  Tune  sur  Tautre,  espérant  par  là 
retrouver  le  fil  qui  avait  pu  guider  Newton.  Nous  avons  reconnu  que  ses 
figures  n'étaient  autres  que  celles  de  La  Hire  placées  dans  une  position 
différente ,  Tune  a  Tégard  de  Tautre;  el  qu'on  peut  aussi  les  produire  par  la 
perspective,  en  les  abattant  ensuite  sur  un  môme  plan,  mais  d'une  autre 
manière  que  ne  l'avait  fait  La  Hire  ;  et  c'est  ainsi  probablement  que  Newton 
aura  imaginé  sa  méthode.  Ce  procédé  est  en  effet  l'une  des  pratiques  de 
perspective  enseignées  par  quelques  auteurs,  dont  nous  citerons  Vignole, 
Sirigati ,  Pozzo.  {Voir  la  Note  XIX.) 

§  36.  Il  nous  serait  facile  de  montrer  les  ressources  immenses  que  ces 
méthodes  de  transformation  des  courbes  sur  un  plan  auraient  offertes ,  depuis 
un  siècle  et  demi,  aux  géomètres,  si  une  fatale  et  injuste  prévention  ne 
les  avait  éloignés  de  la  culture  de  la  Géométrie  pure.  Mais  il  nous  suffît 
d'avoir  montré  que  celle  de  La  Hire,  particulièrement,  conduisait  aux 
mêmes  transformations  et  au  même  but  que  la  belle  théorie  des  figures 
homologiques ,  dont  M.  Poncelet  a  tiré  des  résultats  aussi  nombreux  que 
remarquables.  Cette  méthode  d'ailleurs,  comme  celle  de  Newton,  n'est 
qu'un  corollaire  de  notre  principe  général  de  déformation  homographiqiie, 
et  nous  ferions  double  emploi  en  nous  étendant  ici  davantage  sur  ses  appli- 
cations. 

§  37.  En  terminant  cet  historique  des  premières  méthodes  de  trans- 
formation des  courbes,  nous  remarquerons  que  la  manière  ingénieuse  par 
laquelle  Le  Poivre  est  parvenu  à  la  sienne,  aurait  mérité  aussi  rattention 
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des  géomètres;  car  elle  repose  sur  une  idée  qui  comprend  tout  un  sys- 
tème de  Géométrie  desa^iptive^  ou  de  représentation  graphique^  sur  une 
aire    plane  ^  des  corps  situés  dans  Fespace.  Cette  idée  consiste  à  repré- 
senter, dans  la  pratique  de  la  perspective,  un  plan  situé  dans  Fespace, 
par  deux  droites  parallèles  tracées  sur  le  tableau^  dont  l'une  est  la  trace 
du  plan,  et  Tautre  la  trace  d'un  plan  parallèle,  mené  par  le  point  de  vue. 
De  cette  manière,  une  droite  est  déterminée  par  deux  points,  qui  sont 
ceux  où  cette  droite  et  sa  parallèle,  menée  par  le  point  de  vue,  percent 
le  tableau.  Ainsi,  voilà  un  moyen  de  représenter  sur  un  plan  tous  les 
corps  de  l'espace,  en  se  servant  uniquement  d'un  point  fixe  pris  arbitrai- 
rement au  dehors  de  ce  plan.  Ce  nouveau  mode  de  Géométrie  descriptive 
a  été  conçu  et  mis  à  exécution,  il  y  a  peu  d'années,  par  M.  Cousînery,  ingé- 
nieur des  ponts  et  chaussées.  Nous  reviendrons  sur  l'ouvrage  de  ce  géomètre, 
quand  nous  en  serons  à  parler  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge. 

§  38.  Les  travaux  des  géomètres  que  nous  avons  cités  au  commence- Géomêirie  analytique  à 

/  trois  dimensions. 

ment  de  cette  troisième  Epoque,  comme  les  promoteurs  de  la  Géométrie 
de  Descartes,  ne  roulèrent  généralement  que  sur  la  Géométrie  plane. 
Cependant,  ce  célèbre  philosophe,  comprenant  toute  la  portée  et  la  puis- 
sance de  sa  doctrine  des  coordonnées,  ne  l'avait  pas  restreinte  aux  courbes 
planes,  et  en  avait  montré  l'usage  dans  la  Théorie  des  Courbes  à  double 
wrbwre.  Pour  cela,  des  points  d'une  courbe  quelconque  tracée  dans  l'es- 
pace, il  abaissait  des  perpendiculaires  sur  deux  plans  rectangulaires  ;  leurs 
pieds  formaient  deux  courbes  planes  qu'il  rapportait  chacune  à  deux  axes 
<^rdonnés  situés  dans  son  plan,  et  dont  l'un  était  l'intersection  des  deux 
plans. 

Cette  doctrine  des  courbes  situées  dans  l'espace  conduisait,  comme  on  le 
voit,  au  système  de  coordonnées  à  trois  dimensions ,  et  à  l'expression  d'une 
surface  par  son  équation  unique  entre  ces  trois  coordonnées.  Mais  les  spécu- 
lations des  géomètres  se  bornèrent,  pendant  longtemps,  aux  courbes  planes  ; 
e(  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  ne  se  développa  que  plus  d'un 

demi-siècle  après. 
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C'est,  je  crois,  Parent  qui  représenta  pour  la  première  fois,  en  1700, 
une  surface  courbe  par  une  équation  entre  trois  variables,  dans  un  Mémoire 
qu'il  lut  devant  l'Académie  des  sciences. 

Ce  Mémoire,  écrit  dune  manière  assez  peu  soignée,  comme  les  autres 
ouvrages  de  l'auteur,  géomètre,  du  reste,  très-habile  et  pourvu  de  connais- 
sances très-variées,  mérite  pourtant  d'êlre  remarqué  comme  offrant  la  pre- 
mière application  de  notre  système  de  coordonnées  dans  l'espace  ;  et  cette 
application  portait  sur  des  questions  assez  difficiles.  On  y  trouve  l'équation 
de  la  sphère,  et  celle  de  son  plan  tangent;  la  détermination  des  ordonnées 
maxima  et  minima  dans  certaines  sections  de  la  sphère  ;  les  équations  de 
diverses  surfaces  du  troisième  degré,  et  des  courbes  à  double  courbure  pas- 
sant par  les  points  auxquels  répondent  des  ordonnées  maxima  et  minima  ; 
enfin ,  la  construction  des  points  d'inflexion  de  certaines  courbes  tracées  sur 
les  surfaces  *. 

Depuis ,  Jean  Bernouilli  a  aussi  exprimé  les  surfaces  par  une  équation 
entre  trois  coordonnées,  à  l'occasion  du  problème  de  la  ligne  la  plus  courte 
qu'on  puisse  tracer  sur  une  surface,  entre  deux  points  donnés. 

Mais  ce  ne  fut  qu'en  1731  que  Clairaull,  dans  son  célèbre  Traité  des 
Courbes  à  double  courbure,  qu'il  composa  à  l'âge  de  seize  ans  ^,  exposa  pour 

'  Des  aiîections  des  superficies  :  i°  de  leurs  plans  tangents;  2°  des  plus  grands  et  plus  petits 
des  superficies  et  de  leurs  plus  grands  et  plus  petits  absolus;  3°  des  courbes  qui  soutiennent  ou 
contiennent  les  plus  grands  et  plus  petits  des  superficies;  4^  des  courbes  qui  soutiennent  ou 
contiennent  les  inflexions  des  superficies.  Voir  le  deuxième  volume  des  Essais  et  Recherches 
de  mathématiques  et  de  physique  de  Parent;  3  vol.  in-i2,  seconde  édition,  1713. 

^  Dès  rage  de  douze  ans,  Clairault  s'était  déjà  annoncé  dans  le  monde  savant,  par  un  Mémoire 
sur  quatre  courbes  géométriques,  qui  a  été  jugé  digne  d'être  imprimé  h  la  suite  d'un  Mémoire 
de  son  père,  dans  le  recueil  de  l'Académie  de  Berlin  [Miscellanea  Berolinensia,  tom.  IV,  ann. 
i  734). 

Son  frère  puîné,  mort  à  l'âge  de  seize  ans,  avait  annoncé  la  même  précocité  de  talent,  en 
mettant  au  jour,  à  quatorze  ans,  un  écrit  sur  Diverses  quadratures  circulaires  elliptiques  et 
hyperboliques,  suivi  d'une  construction  des  paraboles  cubiques  et  de  diverses  autres  courbes 
par  des  mouvements  continus. 

Ce  petit  ouvrage,  qui  a  obtenu  l'approbation  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris  en  1730,  et 
qui  u  été  imprimé  en  173J,  mérite  d'être  placé,  dans  le  cabinet  des  bibliographes,  à  eôtë  de 
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la  première  fois^  d^une  manière  méthodique,  la  doctrine  des  coordonnées 
dans  l'espace  9  appliquée  aux  surfaces  courbes  et  aux  lignes  à  double  cour- 
bure qui  naissent  de  leur  intersection. 

Les  questions  relatives  aux  tangentes  de  ces  courbes,  à  leur  rectification, 

à  la  quadrature  des  espaces  qu'elles  déterminent  par  leurs  ordonnées,  sont 

résolues,  dans  ce  traité,  avec  une  élégance  et  une  facilité  qui  ne  le  cèdent 

aux  méthodes  actuelles  que  sous  le  rapport  de  la  symétrie  des  formules , 

introduite  par  Monge  dans  son  grand  Traité  de  V application  de  l'Algèbre  à 

k  Géométrie. 

La  dénomination  de  Courbe  à  double  courbure,  adoptée  par  Glairault,  parce 
([u'une  telle  courbe  participe  de  la  courbure  de  deux  courbes  planes  qui  en 
Uhïlk%  projections,  est  due  à  Pitot  \  qui  l'avait  employée  dans  un  Mémoire,         pitot. 
concernant  Thélice  tracée  sur  un  cylindre  droit  circulaire,  lu  à  l'Académie       lew-tTTi 
des  sciences  en  1724. 

§  39.  Nous  avons  eu  occasion  de  faire  voir,  en  parlant  d'Architas,  de 
Geminus  et  de  Pappus,  que  les  courbes  à  double  courbure  n'ont  pas  été 
étrangères  aux  études  des  Anciens.  Depuis,  et  jusqu'à  Glairault,  d'où  datent 

ITmi  pour  les  coniques  de  Pascal,  et  des  Recherches  sur  les  Courbes  à  double  courbure,  du  frère 
aioé  deTauleur.  La  rareté  du  livre  ajoute  au  prix  de  cette  curiosité  littéraire,  offerte  par  un 
gcomctre  de  quatorze  ans. 

'  Pitot,  en  se  proposant  de  carrer  la  courbe  appelée  d'abord  la  compagne  de  ta  cycloïde,  puis, 
par  Leibniz,  la  ligne  des  sinus,  parce  que  ses  abscisses  seraient  égales  aux  sinus  des  ordonnées 
si  on  enroulait  celles-ci  sur  une  circonférence  du  cercle;  Pitot,  dis-je,  trouve  :  \°  que  cette 
courbe  est  ce  que  devient,  dans  le  développement  d'un  cylindre  droit  circulaire  sur  son  plan 
*«»l5^nl,  lellipse  qui  aurait  été  formée  sur  ce  cylindre  par  un  plan  scc4mt  incliné  de  45  degrés 
swson  axe;  et, 2%  que  celte  courbe  provient  aussi  d'une  hélice  tracée  sur  le  même  cylindre,  et 
projetée  sur  un  plan  parallèle  à  Taxe  du  cylindre. 

Ces  deux  propositions  ont  été  démontrées,  depuis,  dans  plusieurs  ouvrages. 

U  courbe  dont  il  s'agit,  considérée  comme  provenant  d'une  ellipse,  dans  le  développement 
<("  cylindre,  a  fixé  l'attention  de  Schubert,  qui  en  a  donné  la  quadrature  et  la  rectification,  dans 
fcsA^oro  Acla  de  Pétersbourg,  tom.  XIII,  année  1795-17%. 

Burja,  dans  un  Mémoire  sur  les  cotmaissances  mathêmaliques  d'Arislote,  a  remarqué  (juc  ce 
prince  des  philosophes  de  Fantiquité  a  parlé  de  cette  même  courbe  dans  la  question  sixième  de 
^  dixième  section  de  ses  Problèmes. 
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leur  théorie  et  le  rang  qu'elles  ont  pris  dans  le  vaste  ensemble  des  pro- 
priétés de  rétendue,  on  les  retrouve  encore  dans  les  travaux  de  plusieurs 
géomètres. 

Voici,  pour  compléter  Thistorique  de  ces  courbes,  un  exposé  rapide,  et 
suivant  Tordre  des  temps,  des  différentes  circonstances  où  ces  courbes  se  sont 
présentées. 

En  1530,  Nonius,  Portugais,  et  plus  tard  Wright,  Stévin,  Snellius, 
examinèrent  la  loxoclromie^  qui  est  une  courbe  à  double  courbure,  tracée  sur 
le  sphéroïde  terrestre.  C'est  la  route  parcourue  par  un  vaisseau  dirigé  tou- 
jours sur  le  même  rumb  de  vent.  On  doit  à  Halley  cette  propriété  curieuse 
de  la  loxodromie,  d'être  la  projection  stéréographique  de  la  spirale  logarith- 
mique. 

Vers  1630,  Roberval,  dans  son  Traité  des  Indivisibles,  considéra  la 
courbe  à  double  courbure,  décrite  par  un  seul  trait  de  compas  sur  la  sur- 
face d'un  cylindre  droit  circulaire,  et  démontra  diverses  propriétés  de  cette 
courbe,  et  de  celle  qui  en  résulte  par  le  développement  du  cylindre  sur  un 
plan. 

Peu  après,  La  Loubère  étudia  aussi  cette  courbe,  et  l'appela  cydo-cylifi- 
drique. 

En  1637,  Descartes,  à  la  fin  du  second  livre  de  sa  Géométrie,  dit  quelques 
mots  des  courbes  à  double  courbure,  sans  s'occuper  d'aucune  en  particulier; 
mais  ce  peu  de  mots  en  comprenait  toute  la  doctrine  *. 


*  Descartes  indique  aussi  la  construction  des  normales  aux  lignes  à  double  courbure;  mais 
sur  ce  point  il  commet  une  erreur;  car  il  suppose  que  les  normales  aux  deux  courbes  planes, 
qui  sont  les  projections  de  la  courbe  à  double  courbure,  sont  elles-mêmes  les  projections  d*unc 
normale  à  cctle  courbe.  Cela  peut  se  dire  des  tangentes,  mais  non  des  normales. 

Quelque  peu  d'imporlance  qu'ail  cette  erreur,  et  quelque  étrangère  même  qu'elle  soit  à  la 
mélbode  qui  constitue  la  Géométrie  de  Descartes,  il  est  fort  étonnant  qu'elle  ait  échappé  aux 
envieux  comme  aux  admirateurs  qu'a  fait  naître  cette  œuvre  immortelle,  et  à  Roberval  surtout, 
qui  se  mit  l'esprit  a  la  torture  pour  y  découvrir  quelque  défaut.  Bien  plus,  le  P.  Rabuel,  dans 
son  Commentaire,  démontra  la  construction  indiquée  par  Descartes.  11  est  vrai  qu*iIomet,  dans 
cette  prétendue  démonstration,  de  citer  les  Éléments  d'Ëuclide,  comme  il  a  coutume  de  faire  à 
peu  près  une  fois  par  chaque  ligne. 
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Pascal  résolut  un  problème  sur  la  spirale  conique^  qui  est  une  ligne  à 
double  courbure,  tracée  sur  un  cône  droit  {OEuvres  de  Pascal,  tom.  V, 
pag.  422). 

Le  P.  Courcier,  dans  son  Traité  :  Optisculum  de  sectione  superficiei 
sphœricœ  per  superficiem  sphœricam,  cylindrkam  atque  conicam^  etc., 
in-4**,  1663,  eut  à  considérer,  d'une  manière  spéciale,  des  courbes  à  double 
courbure.  Ce  sont  celles  qui  naissent  de  Tintersection  de  la  sphère  par  le 
cône  et  le  cylindre  droits,  à  bases  circulaires,  et  de  Fintersection  de  ces  deux 
surfaces  entre  elles,  considérées  dans  toutes  les  positions  qu'elles  peuvent 
présenter.  Cet  ouvrage,  quoique  le  sujet  n'offre  pas  de  difficultés  sérieuses, 
mériterait  d'être  plus  connu  qu'il  ne  Test  K 

Un  problème  proposé  en  1 692  par  Viviani,  où  il  s'agissait  de  percer  quatre 
fenêtres  dans  une  voûte  hémisphérique,  telles  que  le  reste  de  la  voûte  fut 
quarrable,  était  résolu  par  des  lignes  à  double  courbure,  et  donna  lieu  à 
Wallis,  Leibniz  et  Bernoulli,  de  considérer  de  telles  courbes  sur  la  sphère. 

Herman ,  en  répondant  à  la  question  de  tracer  sur  la  sphère  des  courbes 
rectifiables ,  proposée  dans  les  Actes  de  Leipzig  de  1718,  fut  conduit  à  la 
considération  de  l'épicycloïde  sphérique,  engendrée  par  un  point  de  la  surface 
d'uD  cône  de  révolution  qui  roule  sur  un  plan ,  son  sommet  restant  fixe. 

En  1728,  Guido-Grandi  considéra  sur  la  sphère  deux  courbes  à  double 
courbure,  qu'il  appela  délies  y  et  dont  il  donna  la  quadrature.  L'une  de  ces 
courbes  est  simplement  l'intersection  de  la  sphère  par  une  surface  héliçoïde 
rampante,  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  la  sphère. 

Enfin  parut  l'ouvrage  de  Clairault,  qui  fonda  la  théorie  des  courbes  à 
double  courbure  ;  et  dSè  lors  les  spéculations  concernant  ces  courbes  se  mul- 
tiplièrent considérablement. 


CUORCIER. 


VIVIANI, 
ItiSi-  1703. 


HERMAN, 
1678-1753. 


GUIDO-GRANDI . 
i(>71-174i 


'  Freiicr,  dans  son  Traité  de  Stéréotomie ,  a  considéré  les  mêmes  courbes  que  le  P.  Cour- 
tier. Celui-ci  les  avait  appelées  curvitegœ;  Frczicr  les  appelle  imbricatœ  (en  forme  de  tuile 
creuse). 
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CHAPITRE  IV. 


quatrièihe  époque. 


caIcui  infinitc»imai.       g  \^  GinquaDtc  SUS  après  que  Descartes  avait  mis  au  jour  sa  Gémiiétrie, 

une  autre  grande  conception  préparée  par  Fermât  el  Barrow,  le  Calcul  infi- 
nitésimal  de  Leibniz  et  de  Newton,  prit  naissance  (en  1684  el  1687). 

Cette  sublime  invention,  qui  remplaçait  avec  un  avantage  inmiense  les 
méthodes  de  Cavalieri,  de  Roberval,  de  Fermât,  de  Grégoire  de  Saint- 
Vincent,  pour  les  dimensions  des  figures  et  les  questions  de  maxima  et 
mihhnay  s'appliqua  aussi,  avec  une  facilité  si  prodigieuse,  aux  grandes  ques- 
tions des  phénomènes  de  la  nature,  qu'elle  devint  presque  exclusivement 
l'objet  des  méditations  des  plus  célèbres  géomètres.  Dès  lors,  la  Géométrie 
ancienne  el  les  belles  méthodes  de  Desargues  et  de  Pascal ,  de  La  Hire  et 
de  Le  Poivre,  pour  l'étude  des  coniques,  furent  néjçligées. 

L'Analyse  de  Descartes,  seule  des  grandes  productions  de  notre  deuxième 
et  de  notre  troisième  Époque,  survécut  à  cet  abandon  général.  C'est  qu'elle 
était  le  véritable  fondement  des  doctrines  de  Leibniz  et  de  Newton,  qui 
allaient  envahir  tout  le  domaine  des  sciences  mathématiques. 

Cependant,  quelques  géomètres,  dans  les  premiers  temps,  et  à  leur  tête 
Iluygens,  quoiqu'il  sut  apprécier  toutes  les  ressources  de  l'Analyse  infini- 
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tésimale^  Mac-Laurin^  profond  commentateur  du  Traité  des  Fhixions  de 
Newton,  et  Newton  lui-même,  furent  fidèles  à  la  méthode  des  Anciens,  et 
surent  pénétrer  dans  les  mystères  de  la  plus  profonde  Géométrie,  pour 
résoudre,  avec  son  seul  secours,  les  plus  hautes  questions  des  sciences  phy- 
sico-mathématiques. 

Quelques  autres  géomètres  ensuite,  tels  que  Stewart,  Lambert,  dignes 
admirateurs  de  ces  grands  hommes,  marchèrent  sur  leurs  traces  et  conti- 
nuèrent leurs  savantes  méthodes.  Mais  enfin  Tattrail  de  la  nouveauté  et  les 
puissantes  ressources  que  présentait  l'Analyse  infinitésimale,  tournèrent  tous 
les  esprits  vers  d'autres  idées  et  d'autres  spéculations.  De  sorte  que,  si  l'on 
peut  dire  parfois  que  la  Géométrie  d'Huygens  et  de  Newton,  après  avoir 
posé  les  véritables  fondements  de  nos  connaissances  positives,  devenait 
insuffisante  pour  continuer  son  œuvre ,  il  est  juste  de  convenir  aussi  que 
des  disciples  lui  ont  manqué  ;  car  je  ne  sache  pas  que ,  depuis  trois  quarts 
de  siècle,  on  ait  fait  de  nouvelles  applications  de  cette  méthode;  et  c'est 
aujourd'hui  par  tradition  et  seulement  sur  parole,  que,  légèrement  peut- 
être,  on  parle  de  son  impuissance  et  des  limites  qui  en  restreignent  pour 
toujours  les  usages. 

§  2.  Nous  ne  pouvons  entreprendre  ici  d'analyser  tous  les  travaux  des 
grands  géomètres  que  nous  avons  nommés  ;  cette  tâche  n'entre  point  dans 
notre  cadre  et  serait  au-dessus  de  nos  forces.  Nous  ne  devons  citer  que  ceux 
de  ces  travaux  qui  se  rapportent  à  cette  partie  de  la  science  de  l'étendue, 
qnenous  avons  appelée  Géométrie  des  formes  et  des  situations;  qui  prend 
son  origine  dans  V Analyse  géométrique  des  Anciens;  qui,  pendant  deux  mille 
fins,  s'est  exercée  sur  l'inépuisable  théorie  des  sections  coniques,  et  à  laquelle 
enOn  Descartes  a  soumis,  d'un  trait  de  plume,  l'innombrable  famille  des 
courbes  géométriques. 

Nous  allons  présenter  d'abord  un  aperçu  rapide  des  découvertes  succes- 
sives des  principales  propriétés  de  ces  courbes;  puis,  en  revenant  sur  nos 
pas,  nous  parlerons  des  progrès  que  la  Géométrie  a  faits  dans  diverses  autres 
parties. 
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Propriété»  généraiM      §  3.  La  Géométrle  analytique  de  Descartes  était  un  instrument  universel , 

det  courbes  geonie-  ^  •/       i  7 

iriquts.  éminemment  propre  à  l'étude  des  courbes  géométriques;  et  ce  philosophe 

en  avait  niontré  fusage  et  toute  la  puissance  dans  la  solution  des  questions 
les  plus  diverses.  Mais  ce  furent  Newton  et  Mac-Laurin  qui,  les  premiers, 
rappliquèrent  à  la  recherche  des  propriétés  générales  et  caractéristiques  de 
ce  genre  de  courbes  ;  et  c'est  à  ces  deux  illustres  géomètres  et  à  leur  célèbre 
contemporain  Cotes,  que  Ton  doit  la  découverte  des  premières  et  plus  impor- 
tantes propriétés  des  courbes  géométriques. 
NEWTON.  Newton,  dans  son  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis  (anno  1706),  mo- 

dèle admirable  de  haute  Géométrie,  fit  connaître  les  trois  propriétés  suivantes, 
qu'il  présenta  comme  extensions  des  propriétés  principales  des  coniques  ^ 

La  première  concerne  leurs  diamètres  ;  elle  consiste  en  ce  que  :  étant 
iiienées,  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique,  des  transversales  paral- 
lèles entre  elles,  et  étant  pris  sur  chacune  d'elles  le  centre  des  moyennes 
distances  de  tous  les  points  oit  elle  rencontre  la  courbe,  tous  ces  centres 
se  trouvent  toujours  en  ligne  droite.  C'est  cetle  droite  qu'on  appelle  dia- 
mètre de  la  courbe  correspondant,  ou  conjugué,  à  la  direction  des  trans- 
versales. 

La  deuxième  propriété  générale  concerne  les  asymptotes,  et  consiste  en 
ce  que  :  quand  une  courbe  a  autant  d'asymptotes  qu'il  y  a  d'unités  datis  le 
degré  de  son  équation,  sous  quelque  direction  qu^on  tire  une  transversale, 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  oh  elle  rencontre  les  asymptotes 
est  le  même  que  celui  des  points  oh  elle  rencontre  la  courbe. 

Ou,  en  d'autres  termes,  la  somme  des  segments  compris  entre  chaque 
branche  de  la  courbe  et  son  asymjHote,  est  la  même  de  part  et  d'autre  du 
diamètre  conjugué  à  la  transversale. 

Enfin,  la  troisième  propriété  générale  est  celle  du  rapport  constant  des 
produits  des  segments  compris  sur  deux  transversales,  parallèles,  respective- 
ment, à  deux  axes  fixes.  On  l'énonce  d'une  manière  générale,  en  disant 

I  Proprietatts  secttonum  conicarum  compelunt  curvis  superiorum  generum. 
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que  :  si  par  un  jmnt  quelconque ,  fjris  dam  le  plan  d'une  courbe  géomé- 

trique,  on  mène  deux  transversales  parallèles  à  deux  axes  fixes,  les  pro- 

duits  des  segments  compris  sur  ces  deux  droites ,  entre  le  point  par  lequel 

eUes  sont  méfiées  et  la  courbe,  sont  entre  eux  dans  un  rapport  constant , 

qwl  que  soit  ce  point. 

11  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  trois  belles  propriétés^  communes  à 
toutes  les  courbes  géométriques^  sont  une  généralisation  de  trois  proposi- 
tioDS  de  la  théorie  des  coniques. 

§  4.  L'objet  principal  de  Fouvrage  de  Newton  était  Ténumération  des 
ligues  comprises  dans  Féquation  du  troisième  degré  à  deux  variables,  où  il 
en  reconnut  soixante-douze  espèces  diiïérentes^  auxquelles  Stirling  en  ajouta 
quatre. 

A  la  suite  de  cette  énumération^  Newton  donna  cette  belle  et  curieuse 
proposition^  qui  range  ces  courbes  en  cinq  grandes  classes  principales, 
savoir:  «  Qu'ainsi  que  le  cercle,  étant  présenté  à  un  point  lumineux, 
»  donne  par  son  ombre  toutes  les  courbes  du  second  degré ,  de  même  les 
»  cinq  paraboles  divergentes  donnent  par  leur  ombre  toutes  les  courbes  du 
»  troisième  degré.  » 

L'ouvrage  est  terminé  par  la  description  organique  des  coniques  au  moyen 
de  deux  angles,  mobiles  autour  de  leurs  sommets,  dont  deux  côtés  se  cou- 
pant toujours  sur  une  droite ,  les  deux  autres  engendrent,  par  leur  intersec- 
tion, une  conique;  et  ce  mode  de  description  est  étendu  aux  lignes  du  troi- 
^ème  el  du  quatrième  degré  qui  ont  un  point  double. 

Il  est  fâcheux  que  Newton  se  soit  contenté  d'énoncer  ces  belles  décou- 
vertes, sans  démonstration  ni  aucune  indication  de  la  méthode  qu'il  avait 
suivie.  Stirling,  peu  d'années  après,  suppléa  à  ce  défaut  en  rétablissant, 
avec  les  développements  préliminaires  nécessaires,  les  démonstrations  des 
propositions  de  Newton,  relatives  à  Ténumération  des  lignes  du  troisième 
degré.  Les  autres  parties  de  l'ouvrage  ont  été,  depuis,  démontrées  par 
divers  géomètres.  Le  beau  théorème  sur  la  génération  de  toutes  les  courbes 
du  troisième  degré  par  l'ombre  des  cinq  paraboles  divergentes,  qui  avait 
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paru  run  des  plus  difficiles,  la  été  par  Glairault ^  Nicole  -,  Murdoch ^  et  le 
Père  Jacquier  ^.  Mais  il  nous  semble  que  les  considérations  analytiques,  dans 
lesquelles  ces  géomètres  ont  puisé  des  preuves  suffisantes  de  la  vérité  du 
théorème  de  Newton ,  n'en  ont  pas  pénétré  la  nature  ni  Torigine.  Aussi,  un 
autre  théorème  semblable,  c'est-à-dire,  un  autre  mode  de  génération  de 
toutes  les  courbes  du  troisième  degré  par  Tombre  de  cinq  d'entre  elles,  qui 
a  une  conncxité  intime  avec  celui  de  Newton ,  a-t-il  échappé  aux  géomètres 
qui  ont  écrit  sur  celte  matière.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  :  jmrmi 
toutes  les  courbes  du  troisième  degré,  il  en  est  cinq  qui  ont  un  centre  ^  ; 
et  ces  cinq  courbes  y  par  leur  ombre  projetée  sur  un  plan,  donnent  naissance 
à  toutes  les  autres. 

Ce  nouveau  théorème  et  celui  de  Newton  reposent,  l'un  et  lautre,  sur 
une  même  propriété  des  points  d'inflexion,  qui  nous  parait  en  être  la 
véritable  origine,  et  pouvoir  être  utile  pour  une  classification  purement 
géométrique  dos  courbes  du  troisième  degré,  basée  sur  leurs  diiïérentes 
formes.  Nous  donnerons  Ténoncé  de  cette  propriété  dans  la  Note  XX. 
^Aii  iHiN.  t^  î).  Mac-Laurin,  inspiré  par  les  belles  découvertes  de  Newton,  produisit, 

sur  les  courbes  géon)étriques,  deux  écrits  d'une  haute  importance.  Dans  le 
prenn'(u*,  consacré  h  la  description  organique  des  courbes  géométriques  ^, 
lautiuir  apprend  à  décrire  de  diverses  manières ,  par  l'intersection  de  deux 
angles  mobiles,  dont  le  mouvement  est  déterminé  convenablement,  toutes 
l(*H  courbes  géomélri(|ues.  Ses  démonstrations,  traitées  par  la  méthode  des 
coordonnées,  n'olTrent  pas  toujours  un  degré  de  simplicité  satisfaisant; 
mais  le  deuxième  écrit  de  Mac-Laurin,  intilulé  :  De  linearum  (jeometricarum 
proprielalibus  fpneralibus  tractatus,  est  d'une  élégance  et  d'une  précision 
admirables. 

*  .Uihnourmlt'  TAf iith^iii**' *I*'H  Hvli'ncen,  niuh  1731. 

'  ihùl. 

»  \viihmi  fii'HVHiH  vuvvaruni  pvr  vmbras;  in-8".  Loiid.,  174G. 

*  tHi'Hunli  tli pi'rMiii'Uivit:  Appondicc,  in-8*.  Roihîc,  1753. 
»  Cl'  HiMil.  iliiii'»  IViiiiiiH^nitiiHi  <los  Moixniilc-(lou/o  espèces  de  Ncwloii,  les  cinq  courbes  clas- 

.  <ir  ,  Moiii  Wn  n"  *27,  ns,  Nî),  «14,  7tî,  cl  rcprëscnlces  par  les  figures  57, 47,  67,  70  et  8i. 
"  fii'unirh'iiinn/iuilnit  mivo  (IvHrrIplin  lineunun  curvarum  universalis,  in-4%  1719. 
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Tout  cet  ouvrage  repose  sur  deux  théorèmes,  qui  sont  deux  belles 
propriétés  générales  des  courbes  géométriques.  Le  premier  est  celui  du 
célèbre  Cotes,  que  son  ami^  le  savant  physicien  R.  Smith,  trouva  dans  ses 
papiers  et  communiqua  à  Sfac-Laurin.  On  peut  Ténoncer  de  cette  manière  : 
Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre 
une  courbe  géométrique  en  autant  de  points  A,  B....  qu'elle  a  de  dimensions, 
et  qu'on  prenne  sur  cette  tramversale,  dans  chacune  de  ses  positions,  un 
poifit  M  tel  que  la  valeur  inverse  de  sa  distance  au  point  fixe  soit  moyenne 
arithmétique  entre  les  valeurs  inverses  des  distances  des  points  A,  B...  r/  ce 
point  fixe ,  le  point  M  aura  pour  lieu  géométrique  une  droite. 

Mac-Laurin  a  appelé  le  segment  compris  entre  le  point  fixe  et  le  point 
M,  moyenne  harmonique  entre  les  segments  compris  entre  le  point  fixe 
et  la  courbe  *  ;  et  M.  Poncelet  a  appelé  le  point  M ,  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  points  A,  B....,  par  rapport  au  point  fixe  2.  Ce  géomètre 
a  fait  voir  que,  quand  le  point  fixe  est  à  Tinfini,  le  point  M  devient  le  centre 
des  moyennes  distances  des  autres  points  A,  B....,  d'où  il  résulte  que  le 
théorème  de  Cotes  est  une  généralisation  du  théorème  de  Newton  sur  les 
diamètres  des  courbes. 

Le  second  théorème  dont  se  sert  Mac-Laurin,  qui  lui  est  du,  est  celui-ci  : 

Que,  par  un  point  fixe  pis  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique, 
on  méfie  une  transversale  qui  rencontre  la  courbe  en  autant  de  points  quelle 
a  de  dimensions;  qu'en  ces  points  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe;  et 
que,  par  le  point  fixe,  on  tire  une  seconde  droite  de  direction  arbitraire, 
mais  qui  restera  fixe  :  les  segments  compris  sur  cette  droite,  entre  le  point 
fixe  et  toutes  les  tangentes  à  la  courbe,  auront  la  somme  de  leurs  valeurs 
inverses  constante,  quelle  que  soit  la  première  transversale  menée  jmr  le 
point  fixe; 

*  Mac-Laurin  dit  qu'une  quantité  est  moyenne  harmonique  entre  plusieurs  autres,  quand  sa 
valeur  inverse  est  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  inverses  de  ces  quantités.  [Traité  des 
Courbes  géométriques,  %  28.) 

^  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques  ;  Journal  de  M.  Crelle,  tom.  HI. 
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Cette  somme  sera  égale  à  celle  des  valeurs  inverses  des  segments  compris 
sur  la  même  droite  fixe,  entre  le  même  point  et  ceux  où  cette  droite  rencontre 
la  courbe. 

§  6.  Ce  second  ihéorème  est  une  généralisation  importante  de  celui  de 
Newton  sur  les  asymptotes.  L'un  se*  transforme  dans  l'autre  par  la  perspec- 
tive des  figures. 

Ainsi,  deux  des  trois  théorèmes  de  Newton  sur  les  courbes  géomé- 
triques se  trouvent  généralisés  par  ceux  de  Cotes  et  de  Mac-Laurin.  Le 
troisième,  qui  concerne  les  segmente  faits  sur  des  transversales  paral- 
lèles, a  reçu  une  généralisation  semblable  dans  la  Géométrie  de  position^ 
où  les  transversales  concourent  en  des  points  fixes.  Garnot  a  même  donné 
une  autre  généralisation  plus  étendue  et  plus  féconde  de  ce  théorème^ 
en  le  considérant  comme  cas  particulier  d'une  belle  proposition  générale 
relative  à  un  polygone  quelconque,  tracé  dans  le  plan  d'une  courbe  géomé- 
trique. 

§  7.  Dans  le  théorème  énoncé  ci-dessus,  Mac-Laurin  considère  le  cas  où  le 
point  fixe,  par  lequel  on  mène  des  transversales,  est  pris  sur  la  courbe;  et, 
au  moyen  d'une  propriété  du  cercle ,  il  transforme  l'équation  qui  exprime  le 
théorème  en  une  autre,  où  entre  une  corde  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
au  point  fixe.  De  là  il  conclut  deux  autres  théorèmes ,  qui  lui  servent  à 
construire  le  cercle  osculateur,  et  à  trouver  l'expression  de  la  différentielle 
du  rayon  de  courbure. 

Cette  construction  géométrique  du  cercle  osculateur,  sur  la  figure  méme^ 
et  sans  le  secours  du  calcul  des  fluxions,  ni  même  de  l'Analyse  de  Des- 
cartes^  parait  être  restée  inaperçue  dans  l'ouvrage  de  Mac-Laurin;  car  nous 
ne  voyons  pas  qu'on  en  ait  jamais  parlé.  Nous  croyons  pourtant  qu'elle 
méritait  d'y  être  remarquée,  parce  que  ce  problème  avait  paru  jusque-là 
exiger  absolument  l'emploi  de  l'Analyse. 

Mac-Laurin  suppose  connue  la  direction  de  la  normale  au  point  où  il  déter- 
mine le  cercle  osculateur.  Nous  nous  étonnons  qu'il  n'ait  pas  eu  l'idée  de 
construire  aussi  d'une  manière  purement  géométrique,  et  sans  calcul ,  cette 
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normale.  Ce  problème  était  du  même  ordre,  et  plus  facile  que  celui  du  cercle 
osculateur.  Nous  avons  trouvé,  de  Tune  et  de  l'autre,  une  construction 
simple,  qui  dérive  du  troisième  théorème  de  Newton.  Nous  ignorions  alors 
que  le  cercle  osculateur  eût  déjà  été  construit  :  du  reste  notre  solution  diffère 
complétemeni  de  celle  de  Mac-Laurin,  puisqu'elle  repose  sur  une  autre  pro- 
priété des  courbes  géométriques. 

§  8.  Les  quatre  théorèmes  généraux  dont  nous  venons  de  parler  font 
l'objet  de  la  première  section  de  l'ouvrage  de  Mac-Laurin.  Dans  les  deux 
autres  sections  sont  les  applications  de  ces  quatre  théorèmes  aux  coniques  et 
aux  courbes  du  troisième  degré. 

Les  diverses  propriétés  de  la  division  harmonique  des  sécantes  dans  les 
coniques,  et  le  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit,  qui  comprend  la 
théorie  des  pôles  (celui  que  nous  avons  déduit  de  Thexagramme  de  Pascal), 
se  trouvent  dans  la  deuxième  section.  Le  théorème  de  l'hexagramme  y  est 
seulement  énoncé,  Mac-Laurin  l'ayant  déjà  démontré  ailleurs  de  diverses 
manières  *. 

La  troisième  section  contient  un  grand  nombre  de  propriétés  curieuses 
des  courbes  du  troisième  degré.  La  plus  considérable,  d'où  se  déduisent  la 
plupart  des  autres,  qui  sont  relatives  aux  points  d'inflexion  et  au  point 
double,  est  celle-ci  : 

Quand  un  quadrilatère  a  ses  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  con- 
cours de  ses  côtés  opposés  sur  une  courbe  du  troisième  degré,  les  tangentes  à 
la  courbe,  menées  par  deux  sommets  opposés,  se  coupent  sur  cette  courbe. 
Mac-Laurin  avait  déjà  fait  connaître  ce  théorème,  qu'il  avait  énoncé  dans 
son  Traité  des  Fluxions  (art.  401),  en  observant  que  celui  sur  le  quadri- 
latère inscrit  aux  coniques,  dont  nous  venons  de  parler,  n'en  était  qu'un  cas 
particulier  :  ce  qu'on  voit  aisément  en  considérant  la  conique  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  au  quadrilatère,  comme 
représentant  une  ligne  du  troisième  degré. 

*  Trannactions  philosophiques,  n«439,ann.  1735,  et  Traité  des  Fluxions,  n»»  52Î2  et  623. 
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Le  lïiéorème  de  Pascal  pourrait  être  aussi  considéré  comme  un  corol- 
laire d'une  propriété  des  courbes  du  troisième  degré,  plus  générale  que 
celle  de  Mac-Laurin,  et  dont  voici  Ténoncé  : 

Quand  un  hexagone  a  ses  six  sommets  et  deux  des  trois  points  de  con- 
cours de  ses  côtés  opposés  sur  une  courbe  du  troisième  degré ^  le  troisième 
de  ces  points  de  concours  est  aussi  sur  la  courbe  ^ 

§  9.  On  a  encore  de  Mac-Laurin,  sur  la  théorie  des  courbes,  un  fragment 
d'un  Mémoire  qu'il  avait  écrit  en  France,  en  1721,  comme  supplément  à 
sa  Géométrie  organique,  çt  dont  l'impression  avait  été  commencée,  mais 
qui  n'a  point  été  mis  au  jour.  Ce  fragment  fut  adressé,  eh  1732,  à  la  Société 
royale  de  Londres ,  et  se  trouve  dans  les  Transactions  philosophiques  pour 
l'année  1735.  On  y  remarque  le  théorème  général  suivant,  qui  en  est  la 
partie  principale  : 

5/  un  polygone,  de  forme  variable,  se  meut  de  manière  que  tous  ses  côtés 
passent  respectivement  par  autant  de  points  fixes  donnés ,  et  que  tous  ses 
sommets ,  moisis  un  y  parcourent  des  courbes  géométriques  des  degrés  m,  n, 
p,  q....,  le  sommet  libre  engendrera  une  courbe  qui  sera  en  général  du  degré 
2mnpq...;  et  qui  se  7'éduira  au  degré  sous-double  mnpq....,  quand  tous  les 
points  seront  en  ligne  droite. 

Si  toutes  les  lignes  directrices  sont  droites,  la  courbe  engendrée  par  le 
sommet  libre  du  polygone  est  une  conique;  et  si  le  polygone  est  un  triangle, 
le  théorème  alors  n'est  autre  que  l'hexagramme  de  Pascal.  Ce  théorème 
avait  déjà  été  donné  par  Newton,  pour  le  cas  où  l'un  des  trois  points  par 
où  devaient  passer  les  trois  côtés  du  triangle  mobile  était  situé  à  Finfini 
(Icmme  20  du  1^*^  livre  des  Principes).  Mais  c'est  à  Mac-Laurin  qu'on  doit 
son  énoncé  général,  et  d'avoir  aperçu,  dans  ce  mode  de  description  des 

^  Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffît  de  regarder  les  trois  côtés  de  rang  impair  de  Fhexa- 
gone  comme  formant  une  première  ligne  du  troisième  degré,  et  les  trois  côtés  de  rang  pair 
comme  en  formant  une  seconde.  Par  les  neuf  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes  on  pourra 
faire  passer  une  infinité  de  courbes  du  troisième  degré;  mais  la  proposée  passe  par  huit  de  ces 
neuf  points;  il  s*ensuit  donc,  par  une  propriété  générale  des  courbes  du  troisième  degré,  qu*elle 
passe  par  le  neuvième. 
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coniques 9  le  beau  Ihéorème  de  Pascal,  qui  était  alors  ignoré;  V Essai  sur 
les  coniques,  qui  en  contient  Ténoncé,  n'ayant  été  retrouvé  qu'en  1779, 
par  les  soins  de  M.  Tabbé  Bossut  ^ 

Depuis,  Mac-Laurin  démontra  ce  théorème  directement  pour  le  cercle,  d'où 
il  le  conclut,  par  la  perspective,  pour  toute  espèce  de  coniques.  ÇVoir  le 
Traité  des  Fluxions^  chapitre  XIV,  dans  lequel  Mac-Laurin  démontre  les 
propriétés  principales  de  Tellipse,  on  la  considérant  comme  section  d'un 
cylindre  oblique  à  base  circulaire.) 

§  10.  Braikenridge  fut,  dans  la  description  des  courbes  de  tous  les 
degrés,  un  digne  émule  de  Mac-Laurin  ;  et  la  théorie  de  ces  courbes  lui  est 
redevable  de  plusieurs  belles  propositions  fondamentales ,  relatives  princi- 
palement à  leur  description  par  l'intersection  de  droites  qui  tournent  autour 
de  pôles  fixes;  propositions  qu'il  exposa  dans  son  traité  intitulé  :  Exerci- 
lalio  Geometriœ  de  desauplione  linearum  curvarum  (in-4%  1733),  et  dans 
uu  Mémoire  qui  fait  partie  des  Transactions  philosophiques,  année  1733. 
Depuis,  plusieurs  autres  géomètres  appliquèrent  avec  succès  la  Géométrie 
de  Descartes  à  la  théorie  générale  des  courbes  géométriques. 

Nicole,  à  l'imitation  de  Stirling,  qui  avait  démontré  les  propositions 
seulement  énoncées  par  Newton  dans  son  Enumération  des  lignes  du  troi- 
sième  degré ^  avait  aussi  commencé  une  explication  des  principes  qui  avaient 
guidé  ce  grand  géomètre,  et  la  démonstration  de  son  importante  et  curieuse 
proposition,  non  démontrée  par  Stirling^  sur  la  description  de  toutes  ces 
courbes  par  l'ombre  des  cinq  paraboles  divergentes  ^. 

L'abbé  de  Bragelongne,  qui,  dès  1708,  avait  démontré,  le  premier, 
les  beaux  théorèmes  de  Newton  sur  la  description  organique  des  coniques , 
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'  Il  serait  possible,  il  csl  vrai,  que  Mac-Laurin,  qui  résida  en  France  vers  1721,  ait  eu  connais- 
sance do  Touvragc  de  Pascal;  mais  le  tliéorcinc  de  Thexagonc  ressortait  si  naturellement  de  la 
description  des  coniques  par  le  triangle  mobile,  qu'il  nous  paraîtrait  étonnant  qu'il  eût  écbappé 
i  la  pénétration  de  Mac-Laurin,  qui  avait  profondément  médité  sur  tout  ce  qui  concerne  la  des- 
cription des  courbes,  ainsi  qu'il  nous  l'apprend  lui-même,  par  sa  lettre  communiquée  à  la  Société 
royale  de  Londres,  le  21  décembre  1732.  {Traits,  philosoph.,  année  I75Î).) 

*  Mémoires  de  V  Académie  des  sciences  y  année  1731. 
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et  (les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  degré  ayant  des  points  doubles  ^ 
entreprit  rénumcration  et  Fexamen  des  formes  et  des  affections  des  courbes 
du  quatrième  degré.  Travail  immense  et  diflieile^  dont  les  premières 
parties  seulement  ont  été  publiées,  la  mort  de  l'auteur  nous  ayant  privé 
des  suivantes  ^. 
DECLA,  L'abbé  De  Gua ,  dans  un  excellent  ouvrage  intitulé  :  Usage  de  l'Analyse 

17H-I786.  ^f^  Descartes  (in-12,  1740),  donna  le  moyen  de  déterminer  les  tangentes, 
les  asymptotes  et  les  points  singuliers  (multiples,  conjugués,  d'inflexion 
et  de  rebroussement),  des  courbes  de  tous  les  degrés,  et  fit  voir,  le  pre- 
mier, par  les  principes  de  la  perspective,  que  plusieurs  de  ces  points 
peuvent  se  trouver  à  l'infini;  ce  qui  lui  donna  l'explication  a  priori  d'une 
analogie  singulière  entre  les  différentes  espèces  de  points  et  les  diffé- 
rentes espèces  de  branches  infinies,  hyperboliques  ou  paraboliques,  que 
peuvent  présenter  les  courbes;  analogie  à  laquelle  le  calcul  l'avait  déjà 
conduit. 

Le  but  que  s'était  proposé  cet  habile  géomètre ,  était  de  démontrer  que 
l'Analyse  de  Descartes  pouvait  être  employée,  avec  autant  de  succès  que  le 
calcul  différentiel,  dans  la  plupart  des  recherches  relatives  aux  courbes 
géométriques.  Il  ne  reconnaissait  l'utilité  de  l'Analyse  infinitésimale  que 
pour  la  solution  des  problèmes  de  calcul  intégral,  et  de  ceux  qui  con- 
cernent les  courbes  mécaniques.  Ce  sont  en  effet  les  seuls  pour  lesquels 
il  paraît  impossible  de  s'en  passer,  et  ce  sont  même  les  seuls  que  Newton  ait 
résolus  par  cette  voie. 
EULER,  Euler,  dans  son  Introcluctio  in  analysin  infinitorum  (2  vol.  in-4°,  1748), 

1707. 1783.  exposa  les  principes  généraux  de  la  théorie  analytique  des  courbes  géomé- 
triques ,  avec  cette  généralité  et  cette  clarté  qui  caractérisent  les  écrits  de  ce 
grand  géomètre  ;  et,  étendant  ce  genre  de  recherches  à  la  Géométrie  à  trois 

•  Journal  des  Savans,  50  septembre  1708. 

*  La  première  partie  de  celle  éiiumcralion  a  clé  publiée  dans  les  Mémoires  de  l* Académie  des 
sciences,  années  1730el  1731  ;  la  seconde  partie  n'a  pas  paru  :  l'analyse  s'en  trouve  dans  V His- 
toire de  l'Académie  pour  1752. 
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dimeDsions^  discuta^  pour  la  première  fois^  Féquation  à  trois  variables  qui 
reoferme  les  surfaces  du  second  degré. 

Dans  le  même  temps  Cramer  donna  ^  sous  le  titre  :  Introduction  à  l'Ana- 
lyiedes  lignes  courbes  algébriques  (in-4**,  1750),  un  traité  spécial,  le  plus 
complet,  et  encore  aujourd'hui  le  plus  estimé,  sur  cette  vaste  et  importante 
braoche  de  la  Géométrie. 

Peu  après,  parut  le  Traité  des  Courbes  algébriques  (in-12,  1756)  de 
DioDis  du  Séjour  et  Goudin,  où  se  trouvaient  résolus,  par  TAnalyse  seule 
de  Descartes,  et  avec  clarté  et  précision,  les  problèmes  sur  les  aiïections  des 
courbes,  leurs  tangentes,  asymptotes,  rayons  de  courbure,  etc. 

Ou  a  encore,  de  Goudin,  un  Traité  des  propriétés  communes  à  toutes  les 
cowrbes,  qui  a  pour  objet  de  transformer  une  équation  quelconque  d'une 
courbe,  en  une  autre  qui  ait  des  coordonnées  différentes.  C'est  une  suite  de 
formules,  à  trois  et  à  quatre  variables,  dont  chacune  exprime  une  propriété 
différente  des  courbes  en  général  ^ 

Nous  citerons  enfin  Waring,  qui,  dans  plusieurs  écrits,  a  porté,  plus  loin 
que  ses  prédécesseurs,  ses  découvertes  dans  la  théorie  des  courbes  ^. 

Ce  sont  là,  je  crois,  les  derniers  perfectionnemens  notables  que  la  science 
des  courbes  dut  à  la  Géométrie  des  Anciens  et  à  l'Analyse  de  Descartes. 

§  11.  Les  progrès,  dans  les  autres  parties  de  la  science  de  l'étendue,  ont 
été  moins  marqués  et  moins  satisfaisants  pendant  l'intervalle  de  temps  que 
nous  venons  de  parcourir,  que  ceux  qu'elle  a  faits  dans  la  théorie  générale 
fe  courbes  géométriques.  Cependant ,  les  coniques  ont  continué  d'être  étu- 

'  On  y  trouve,  en  parliculier,  quarante-cinq  équations  différentes  de  Fellipse,  en  prenant  soit 
lccen(re,8oil  le  foyer,  pour  origine  des  coordonnées. 

Cet  intéressant  ouvrage  de  Goudin  a  eu  trois  éditions,  dont  In  dernière  est  de  1803;  on  a  joint  h 
ttlle*€i,  comme  aux  deux  premières,  un  Mémoire  sur  les  éclipses  de  Soleil,  et  un  précis  sur  les 
sorbes  algébriques  ;  et,  de  plus  qu'aux  deux  premières,  un  Mémoire  sur  les  usages  de  Tellipse 
li^ns  la  trigonométrie. 

'  Outre  plusieurs  Mémoires  écrits  en  anglais,  dans  les  Transactions  philosophiques  j  de  1763 
>  1791,  Waring  a  donné,  sur  les  courbes  géométriques,  les  deux  traités  intitulés  :  Miscellanea 
^nalyiieade  œquationibus  algebraïcis  et  eurvarum  proprielalibuSy  in-4%  1702;  et  Proprietates 
jtometriearutn  eurvarum  y  in-4*,  1772. 
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diées;  et  de  nouveaux  efforts  pour  donner  Fintelligence  et  ranimer  le  goût 
de  la  Géométrie  ancienne^  ont  été  faits  par  des  mathématiciens  d'un  grand 
nom,  tels  que  Halley,  Stewart,  Simson,  etc.  Quelques  questions  particu- 
lières ont  encore  été  traitées,  de  loin  en  loin,  par  les  célèbres  analystes 
Euler,  Lambert,  Lagrange,  Fuss,  etc.,  dans  les  courts  instants  de  loisir  que 
leur  laissaient  leurs  recherches  de  prédilection.  Mais  ces  travaux ,  propres  à 
entretenir  la  connaissance  des  doctrines  anciennes,  ne  nous  paraissent  pas 
en  avoir  fait  naître  de  nouvelles  ;  et  les  véritables  progrès  de  la  Géométrie 
pure  ne  datent  que  du  commencement  de  ce  siècle. 
Géométrie  appliquée       Mais  la  GéométHC  s'est  acquis,  à  Fépoque  qui  nous  occupe,  un  autre  titre 

aux     pliéauinenes  ,.         ,  i    ^  «  i         • 

physiques.  à  notrc  admiratioH,  par  ses  applications  aux  phénomènes  physiques,  et  par 

les  grandes  découvertes  auxquelles  elle  a  conduit  Newton,  Mac-Laurin,  Ste- 
wart, Lambert,  dans  le  système  du  monde.  A  aucune  époque,  cette  Géométrie 
appliquée  n'a  jeté  un  aussi  vif  éclat;  malheureusement,  il  a  été  de  peu  de 
durée,  et  nous  devons  convenir  que,  de  nos  jours,  cette  science  est  à  peu 
près  inconnue.  Le  calcul  infinitésimal  s'est  emparé  exclusivement  de  toutes 
les  questions  auxquelles  elle  avait  été  propre  entre  les  mains  de  Newton  et 
de  ses  disciples. 
Progrès  de  la  Géomé-     §  12.  Revcnous  à  la  Géométrie  théorique,  et  essayons  de  nous  rendre 

trie  pure. 

compte,  par  1  analyse  des  principaux  ouvrages  des  géomètres  qui  Font  cul- 
tivée pour  elle-même,  ou  qui  s'en  sont  servis  comme  d'un  instrument,  dans 
l'étude  des  phénomènes  physiques,  de  la  nature  et  de  l'étendue  des  recher- 
ches qui  ont  pu  contribuer  aux  progrès  de  cette  science. 
HALLET.  Le  célèbre  astronome  Halley,  d'une  grande  érudition  et  très-versé  dans 

la  Géométrie  de  l'école  grecque,  lui  éleva  un  magnifique  monument  par  ses 
traductions,  plus  fidèles  que  les  précédentes,  de  plusieurs  ouvrages  princi- 
paux des  géomètres  anciens.  On  distingue  surtout  sa  superbe  édition  du 
Traité  des  Coniques  d'Apollonius,  où  se  trouve  restitué,  avec  un  grand  talent, 
le  8*  livre,  dont  le  texte  n'a  point  encore  été  retrouvé  jusqu'à  ce  jour.  A  la 
suite,  sont  les  deux  livres  de  Serenus  sur  les  sections  du  cône  et  du  cylindre. 
On  doit  encore  à  llalley  la  traduction,  sur  un  manuscrit  arabe,  du  traité 


1656  - 1741. 
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De  seclione  rationis,  jusqu'alors  inconnu;  et  la  divination  du  traité  De  sec- 
tioAe  spatii,  rétabli  sur  les  indications  de  Pappus. 

L'objet  de  ces  deux  ouvrages  était^  comme  Ton  sait^  de  mener  par  un  points 
|yri$  au  dehors  de  deux  droites^  une  transversale  qui  fit  sur  les  deux  droites^ 
à  partir  de  deux  points  iixes^  deux  segments^  dont  le  rapport  dans  le  premier 
cas^et  le  produit  dans  le  second  cas^  était  donné. 

Chacune  de  ces  questions  admet  généralement  deux  solutions^  et^  par 
eonséquent^  conduirait^  en  Analyse^  à  une  équation  du  second  degré.  11  est 
iatércssant  de  voir  avec  quel  art  Apollonius  résout  la*  première  par  une 
moyenne  proportionnelle.  Ses  considérations  géométriques  correspondent  à 
ro|)ération  que  nous  ferions  pour  chasser  le  second  terme  d'une  équation  du 
second  degré. 

Dans  Testime  que  Newton  portait  à  la  Géométrie  ancienne ,  il  distinguait 
particulièrement  ce  traité  d'Apollonius.  «  Plus  d'une  fois^  nous  dit  le  savant 
»  Pemberton  *,  je  lui  ai  entendu  approuver  l'entreprise  de  Hugues  d'Omé- 
»  rique,  de  rétablir  l'ancienne  Analyse,  et  faire  de  grands  éloges  du  livre 
»  d'Apollonius,  De  sectione  ralionis,  ce  livre  nous  développant  mieux  la 
»  nature  de  cette  Analyse  qu'aucun  autre  ouvrage  de  l'antiquité.  » 

La  traduction  de  Halley  est  enrichie  de  plusieurs  scholies,  qui  embras- 
sent, dans  des  constructions  générales  et  très-élégantes,  le  grand  nombre  de 
casque  comporte  la  question,  et  qu'Apollonius  traite  minutieusement,  comme 
autant  de  formules  que  le  géomètre  doit  toujours  avoir  sous  la  main,  dans 
la  résolution  des  problèmes.  Dans  un  de  ces  scholies,  on  voit  que  le  cas  le 
plus  général  se  réduit  à  mener,  par  un  point  doimé,  deux  tangentes  à  une 
parabole  déterminée  suffisamment  par  les  données  de  la  question.  Remarque 
heureuse,  qui  se  prête  à  une  discussion  facile  et  lumineuse  des  cas  particu- 
liers du  problème,  et  qui  a  conduit  Halley  à  la  connaissance  de  diverses 
propriétés  de  la  parabole  concernant  ses  tangentes,  telles  que  celle-ci  :  Quand 
««  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  parabole,  toute  tangente  à  cette  courbe 

'  Vim  of  sir  Isaac  Kewton's  philosophy,  in-4%  17:28;  Iradiiil  eu  français  eu  1755,  sous  le 
ùinà'Éléinens  de  la  philosophie  newtonienne. 
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divise  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  en  segments  proportionnels.  Ces 
diverses  propositions  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  la  proposition  géné- 
rale que  nous  avons  appelée  propriété  anharmonique  des  tangentes  d^une 
conique.  (Voir  la  Note  XVI.) 

Halley  ne  savait  pas  un  mot  il'arabe  y  quand  son  amour  de  la  Géométrie 
ancienne  lui  fît  entreprendre  la  traduction  du  manuscrit  de  la  Section  de 
raison.  Dans  sa  préface,  il  fait  Thistoire  de  ce  manuscrit  enfoui,  depuis  de 
longues  années,  dans  la  bibliothèque  Bodieïenne.  Il  déplore  la  perte  d'une 
infînité  d'autres  ouvrages  de  l'école  grecque,  et  ne  doute  pas  que  licaucoup 
ne  nous  seraient  rendus,  si  Ton  voulait  se  donner  la  peine  de  les  rechercher. 
Il  adresse  à  ce  sujet  une  prière  à  tous  les  savants  qui  peuvent  avoir  accès 
dans  les  bibliothèques  de  manuscrits.  Nous  nous  faisons  un  devoir  de  rap- 
porter ici,  et  le  sentiment,  et  les  vœux  du  célèbre  Halley,  qui  doivent  avoir 
une  si  imposante  autorité  auprès  de  toutes  personnes  éclairées  et  en  position 
de  rendre,  de  quelque  manière  que  ce  soit,  quelques  services  aux  sciences 
mathématiques. 

Une  édition  des  Sphériques  de  Menelaûs,  en  trois  livres,  revue  sur  un 
manuscrit  hébreu,  avait  été  préparée  par  Halley.  Mais  elle  ne  vit  le  jour 
qu'en  1758 ,  par  les  soins  de  son  ami  le  docteur  Costard,  auteur  d'une  his- 
toire de  l'astronomie. 

Halley  joignait,  à  une  profonde  connaissance  de  la  Géométrie  ancienne, 
une  parfaite  intelligence  de  la  méthode  de  Descartes.  Il  en  fît  usage  parti- 
culièrement pour  perfectionner  la  construction  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  par  le  moyen  d'une  parabole  quelconque  donnée  et 
d'un  cercle  ^ 

Les  éditions  qu'il  a  données  des  ouvrages  d'Apollonius,  de  Serenus  et  de 
Menelaiis,  sont  très-recherchées  des  amateurs  de  la  Géométrie  *,  et  suffiraient 

'  Transactions  philosophiques ,  année  1687,  n"  188. 

*  Tous  CCS  oiivTiigcs  sont  Irès-rares,  surtout  le  Iraitc  De  sectione  rationis,  qui  est  encore 
aujourd  liui  le  seul  livre  où  Ton  trouve,  avec  une  traduction  plus  exacte  que  celle  de  Corn- 
mandin,  le  texte  grec  de  toute  la  préface  du  7"  livre  des  Collections  mathématiques  de  Pappus. 
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seules  pour  assurer  à  Halley  une  place  distinguée  parmi  les  savants  qui  ont 
contribué  aux  progrès  des  mathématiques ,  si  ses  travaux  en  astronomie  ne 
Pavaient  placé  à  côté  des  hommes  les  plus  célèbres  d'une  époque  qui  a  réuni 
les  noms  de  Dominique  Gassini ,  de  Huygens  et  de  Newton. 

§  13.  Quoique  Newton  et  Mac-Laurin^  dont  nous  avons  déjà  fait  connaître 
les  belles  recherches  sur  la  théorie  des  courbes  géométriques,  n'aient  pas 
écrit  spécialement  sur  la  Géométrie  des  Anciens,  ils  portèrent  une  telle  estime 
à  cette  méthode,  qu'ils  s'en  servirent  presque  exclusivement  dans  leurs 
recherches  physico-mathématiques.  Nous  avons  donc  encore  à  jeter  un  coup 
d^œîl  sur  les  travaux  de  ces  deux  grands  géomètres. 

Nous  citerons  de  Newton  son  Arithmétique  universelle,  et  son  grand        newton. 
ouvrage  des  Principes. 

V Arithmétique  universelle,  modèle  parfait  de  l'application  de  la  mé- 
thode de  Descartes  à  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie  et  à  la 
construction  des  racines  des  équations,  présentait  une  foule  de  questions 
variées,  se  rapportant  à  toutes  les  parties  des  mathématiques.  Cet  ouvrage 
est  trop  peu  lu  de  nos  jours,  parce  qu'on  oublie  sans  doute  que  son  illustre 
auteur,  en  en  faisant  le  texte  de  ses  leçons  à  l'Université  de  Cambridge,  l'avait 
ju^é  propre  à  initier  ses  élèves  dans  la  science  et  dans  l'art  du  géomètre. 

§  14.  Le  premier  livre  des  Principes  contient  un  grand  nombre  de 
propositions  diverses  de  pure  Géométrie.  On  y  remarque  particulièrement 
de  belles  propriétés  des  coniques,  et  les  problèmes  sur  la  construction 
d'une  conique  assujettie  à  passer  par  des  points  et  à  toucher  des  droites, 
ou  à  avoir  l'un  de  ses  foyers  en  un  point  donné.  Ces  recherches,  nouvelles 
^ors  pour  la  plupart,  étaient  des  préliminaires  qui  suffirent  à  Newton  pour 
soumetU'e  à  sa  loi  de  la  gravitation  universelle  tous  les  phénomènes  du 
ciel,  et  pour  déduire  de  ce  principe  unique  l'explication,  a  priori,  et  le 
calcul  de  tous  les  mouvements  des  corps  célestes.  C/est  là  le  plus  bel  hommage 
rendu  aux  recherches  des  géomètres  de  l'Antiquité  sur  les  coniques,  depuis 
floe  Kepler  y  avait  puisé  la  découverte  des  véritables  formes  des  orbites 
planétaires. 
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Le  peu  d'usage  que  Ton  fait  maintenant  des  propositions  de  Géométrie ^ 
et  des  nombreuses  propriétés  des  coniques,  par  lesquelles  il  faut  passer  pour 
traiter  par  la  méthode  de  Newton  les  grandes  questions  du  système  du  monde, 
a  contribué,  indépendamment  des  avantages  que  présentait,  sous  d'autres 
rapports,  la  voie  analytique,  à  faire  abandonner  cette  première  méthode 
que  Ton  a  jugée  longue  et  pénible,  et  qu'on  a  regardée  comme  ne  promet- 
tant rien  ou  presque  rien  pour  l'avenir.  Et  ce  jugement  a  acquis  chaque  jour 
d'autant  plus  d'autorité  que  l'Analyse,  cultivée  exclusivement,  a  fait  des 
progrès  continus  qui  permettent  de  simplifier  et  de  perfectionner,  de  plus 
en  plus,  les  premières  méthodes  analytiques  que  l'on  a  substituées  à  celle 
de  Newton.  Celle-ci  au  contraire^  ayant  cessé  d'être  cultivée,  est  restée  dans 
l'état  où  elle  était  en  sortant  des  mains  de  son  illustre  auteur.  Et  l'on  ne 
songe  pas,  quand  on  la  met  en  parallèle  avec  l'autre,  à  prendre  celle-ci  à 
son  origine ,  et  à  citer  les  premiers  essais  des  analystes  pour  convertir  les 
beaux  résultats  de  Newton  en  une  Analyse  d'abord  pénible  et  sans  élégance, 
mais  qui,  depuis,  s'est  perfectionnée  de  jour  en  jour,  par  les  efforts  continus 
des  plus  célèbres  géomètres.  Pourquoi  donc,  au  moins,  ne  pas  tenir  compte 
des  perfectionnements  que  la  méthode  géométrique,  qui  peut  devenir  si 
souvent  intuitive,  eut  reçus  aussi,  si  elle  n'avait  pas  été  abandonnée  com- 
plètement ? 

Un  examen  attentif  des  diverses  propositions  de  pure  Géométrie,  dont 
il  est  fait  usage  dans  les  Principes  de  Newton,  donnera  une  idée  de  ce 
qu'auraient  pu  être  ces  perfectionnements.  En  effet,  on  reconnaît  que  ces 
propositions,  qui  paraissent  différentes  entre  elles,  et  dont  chacune  a  sa 
démonstration  particulière,  peuvent  pourtant  se  rattacher  toutes  à  deux  ou 
trois  propriétés  principales  des  coniques ,  dont  elles  ne  sont  que  des  cas 
particuliers,  ou  des  conséquences  faciles.  Aujourd'hui  donc,  un  commen- 
taire nouveau  des  Principes  de  Newton,  fait  dans  l'esprit  et  dans  les  formes 
de  la  Géométrie  moderne,  abrégerait  et  faciliterait  singulièrement  la  lecture 
de  cet  ouvrage  immortel. 

§  15.  Nous  allons  voir  que  les  propositions  de  Newton  peuvent  dériver, 
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comme  nous  venons  de  le  dire^  de  deux  ou  trois  seulement  des  propriétés 
les  plus  générales  des  coniques. 

Dans  les  propositions  19^  20  et  21  ^  sont  résolus  tous  les  problèmes  sur 
la  construction  d'une  conique  dont  un  foyer  est  donnée  et  qui  doit  loucher 
des  droites  et  passer  par  des  points.  Or^  les  solutions  de  toutes  ces  questions 
se  déduisent  aujourd'hui  immédiatement  des  questions  analogues  sur  h 
cercle  assujetti  à  trois  conditions^  soit  par  la  théorie  des  figures  homolo- 
giques^  comme  Fa  montré  M.  Poncelet^  soit  par  les  transformations  polaires^ 
comme  nous  Tavons  fait.  (^Annales  de  mathématiques,  tom.  XVIII.) 

Les  iemmes  17^  18  et  19  sont  la  propriété  du  quadrilatère  inscrit  aux 
coniques^  ou  théorème  ad  quatuor  lineas  des  Anciens.  Nous  avons  fait  voir 
que  ce  théorème  se  déduit^  avec  une  extrême  facilité^  de  la  proposition  que 
nous  avons  appelée  propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique;  et 
celle-ci  se  démontre  d'une  manière  intuitive^  sans  qu'il  soit  besoin  de  faire 
usage  d'aucune  propriété  des  coniques.  {Voir  la  Note  XV.) 

Les  Iemmes  20  et  21  concernent  la  génération  des  coniques  par  l'inter- 
section de  deux  droites  qui  tournent  autour  de  deux  pôles  fixes. 

Dans  le  premier^  les  deux  droites  mobiles  aboutissent  respectivement 
aux  points  où  des  transversales^  parallèles  entre  elles  ^  rencontrent  deux 
droites  fixes.  C'est  le  théorème  que  nous  avons  énoncé  en  parlant  des  coni- 
ques de  De  Witt^  et  dont  nous  avons  signalé  un  cas  particulier  dans  un 
ouvrage  de  Cavalieri. 

Si  les  transversales^  au  lieu  d'être  parallèles^  concouraient  en  un  point, 
ce  serait  dans  toute  sa  généralité  le  théorème  de  Mac-Laurin  et  de  Braiken- 
^h^y  que  nous  avons  cité,  comme  étant,  sous  un  autre  énoncé,  le  théo- 
i^mede  l'hexagone  de  Pascal,  qui  se  déduit  immédiatement,  nous  l'avons 
f^t  voir  (même  Note),  de  la  propriété  anharmonique  des  points  d'une 
conique. 

Dans  le  second  lemme,  les  deux  droites  mobiles  sont  deux  côtés  de  deux 
angles  de  grandeur  constante,  dont  les  deux  autres  côtés  se  croisent  sur  une 
droite  fixe.  C'est  la  description  organique  des  coniques ,  qui  a  été  reproduite 
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par  Newton  dans  son  Enumération  des  lignes  du  troisième  ordre,  et  dans  son 
Arithmétique  universelle.  Nous  avons  montre  (même  Note)  que  ce  mode  de 
description  y  dont  les  démonstrations  qu'on  en  a  données  ont  toujours  été 
assez  longues,  se  déduit  avec  une  facilité  extrême,  comme  le  précédent,  de 
la  même  propriété  anharmonique. 

Les  lemmes  23,  24  et  2o,  et  leurs  corollaires,  sont  des  cas  particuliers 
de  la  propriété  générale  du  quadrilatère  circonscrit  à  une  conique,  analogue 
à  celle  du  quadrilatère  inscrit,  et  que  nous  avons  appelée  projyriété  anhar^ 
monique  des  tangentes  d'une  conique.  (FoîV  la  Note  XVI.) 

Le  corollaire  3  du  lemme  25  prouve  cette  belle  proposition,  démontrée 
depuis  de  bien  des  manières  :  «  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une 
»  conique,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  diagonales  passe  par  le 
»  centre  de  la  courbe.  » 

Beaucoup  d'autres  propositions  sont  des  problèmes  sur  la  description  des 
coniques  assujetties  à  cinq  conditions,  de  passer  par  des  points  et  de  toucher 
des  droites.  Toutes  ces  questions  se  résolvent  aujourd'hui,  comme  l'on  sait, 
avec  une  grande  facilité. 

Le  lemme  22  sert  à  changer  les  figures  en  d'autres  figures  du  même 
genre.  Dans  les  propositions  suivantes.  Newton  l'emploie  pour  transformer 
des  lignes  concourantes  en  des  lignes  parallèles,  et  faciliter  la  solution  de 
quelques  problèmes.  Nous  avons  parlé  de  celte  méthode  dans  notre  Iroisième 
Époque,  et  nous  avons  fait  voir  qu'elle  n'est  autre  qu'une  des  pratiques 
de  la  perspective.  Cette  remarque  nous  paraît  propre  à  en  faciliter  l'intelli- 
gence. 

§  16.  Dans  toutes  ces  propositions  préliminaires,  et  dans  leurs  corollaires, 
Newton  a  borné  ses  recherches  à  ce  qui  lui  était  strictement  nécessaire  pour 
sa  grande  entreprise.  Mais  on  voit,  par  la  nature  de  ces  propositions,  que  s'il 
eut  eu  en  vue  l'accroissement  et  le  perfectionnement  de  la  théorie  des  coni- 
ques, elles  l'eussent  conduit  facilement,  par  des  généralisations  naturelles  de 
ses  premiers  résultats,  aux  propriétés  les  plus  générales  de  ces  courbes. 

Il  ne  lui  aurait  point  échappé,  non  plus,  que  sa  méthode  pour  la  transfor- 
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niation  des  figures^  s'appliquait  Daturellement  aux  figures  à  trois  dimen- 
sions; et^  depuis  prés  d'un  siècle  et  demi^  nous  saurions^  ce  que  Ton  n'a  fait 
que  dans  ces  derniers  temps ^  transformer  la  sphère^  par  exemple^  en  une 
surface  quelconque  du  second  degré  y  comme  on  transforme  par  la  perspec- 
tive^ depuis  Desargues  et  Pascal^  le  cercle  en  une  conique^  pour  découvrir 
et  démontrer  les  propriétés  de  cette  courbe. 

Toutes  ces  généralisations  n'entraient  point  dans  le  dessein  de  Newton. 
Mais  elles  n'auraient  pu  échapper  aux  géomètres  qui  auraient  médité  sur  la 
partie  purement  géométrique  du  livre  des  Principes;  et  cette  circonstance 
prouve  combien  peu  les  doctrines  géométriques  ont  été  cultivées  depuis  lors. 
§  !?•  C'est  dans  l'ouvrage  de  Newton  qu'a  paru,  pour  la  première  fois, 
la  rectification  des  épicycloïdes.  11  n'avait  encore  rien  été  écrit  sur  ces 
courbes  célèbres,  quoiqu'il  semble ,  au  rapport  de  Leibniz,  que,  dix  ans 
auparavant,  Roemer  les  eût  déjà  imaginées;  et  même,  d'après  La  Hire, 
que  la  première  découverte  de  ces  courbes  et  de  leur  usage  pour  la  con- 
fectioD  des  roues  dentées,  remonte  à  Desargues,  dont  le  génie,  aujourd'hui 
mieux  apprécié,  était  à  la  hauteur  d'une  aussi  grande  et  aussi  utile  inven- 
tion. C'est  quelques  années  après  que  l'ouvrage  de  Newton  avait  paru ,  que 
La  Hire  donna  son  Traité  géométrique  des  Épicycloïdes. 

§  18.  Nous  citerons  encore,  du  livre  des  Principes^  les  fameuses  ovales, 
imaginées  par  Descartes  pour  réunir  en  un  seul  point,  par  la  réfraction, 
les  rayons  de  lumière  émanés  d'un  autre  point,  comme  font  l'ellipse  et  l'hy- 
perbole à  l'égard  des  rayons  de  lumière  parallèles  entre  eux  *,  Newton 
fait  voir,  d'une  manière  très-simple,  que  ces  courbes  sont  le  lieu  d'un  point 
dont  les  distances  à  deux  circonférences  de  cercle  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant  C'est  aussi  ce  qu'avait  montré  la  construction  géométrique 
^ces  courbes,  donnée  par  Descartes,  et  ce  que  Huygens  avait  conclu  im- 
niédiatement ,  et  sans  démonstration ,  de  son  système  ondulatoire ,  dans  son 
Trmté  de  la  Lumière. 

*  Celte  propriété  des  coniques,  qui  repose  sur  la  relation  entre  le  foyer  et  la  directrice,  est 
<ioeaussià  Descartes,  qui  Ta  démontrée  dans  sa  Diopiriqiie. 

2i 
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Nous  ferons  ici^  à  ce  sujets  une  obsenation  qui  se  rapporte  à  la  €réo- 
métrie  de  Descartes  ^  mais  que  nous  n'avons  point  trouvé  Foecasion  de  placer 
plus  tôt  :  la  construction  géométrique  de  ses  ovales^  qui  était  suflSsaote 
pour  l'application  spéciale  que  le  célèbre  philosophe  fit  de  ces  courbes  à 
la  Dioptrique^  n'était  pas  propre  à  les  lui  faire  connaître  complétemeot. 
El  ni  Roberval^  qui  avait  donné  aussi  ^  peu  de  temps  après  ^  la  constmc- 
tion  de  ces  ovales  et  discuté  leurs  formes^  ni  Huygens^  ni  Newton^  o^en 
ont  point  eu  la  connaissance  complète,  sous  le  point  de  vue  géométrique. 
En  eiïet,  une  de  ces  ovales  n'est  point  à  elle  seule  le  lieu  exprimé  par 
la  propriété  démontrée  par  Ne\i1on  y  ou  par  Téquation  du  quatrième  degré 
trouvée  par  Descartes;  mais  ce  lieu  doit  toujours  être  Fensemble  de  deux 
ovales  conjuguées,  inséparables  Tune  de  1  autre  dans  leur  expression  ana- 
lytique. 

G^tte  remarque  a  échappé  à  Descartes,  dans  sa  Géométrie  comme  dans 
sa  Dioptrique,  ensuite  aux  célèbres  géomètres  que  nous  venons  de  nommer. 
Elle  pouvait  bien  être  omise  dans  la  Dioptrique,  mais  elle  eut  dû,  ce  me 
semble,  être  faite  dans  la  Géométrie.  Il  est  résulté,  de  son  omission,  que 
Tune  des  formes  des  courbes  en  question  a  échappé  à  FAnalyse  de  Descartes: 
c'est  le  cas  où  les  deux  ovales  conjuguées  ont  un  point  commun  et  forment 
une  courbe  unique  ayant  un  point  double;  on  trouve  que  cette  courbe  est 
celle  qu'on  appelle  le  limaçon  de  Pascal.  Il  résulte  de  là  que  cette  courbe 
remarquable,  qui  est  tout  à  la  fois,  comme  Ton  sait,  une  épicycloîde  et  une 
conchoïde  du  cercle,  jouit  de  cette  autre  propriété,  qu'on  ne  lui  avait  pas 
encore  reconnue,  d'avoir  deux  foyers,  comme  les  ovales  de  Descartes. 

Dans  ces  derniers  temps,  ces  ovales  ont  reparu  sur  la  scène  géométrique. 

Le  célèbre  astronome  J.  Herschel  les  a  appelées  lignes  aplanétiques  ^  à 

cause  de  leur  usage  en  optique.  M.  Quelelet  leur  a  découvert  de  singulières 

et  curieuses  propriétés,  que  nous  ferons  connaître  dans  la  Note  XXI. 

MAciAimiN.  ^  l*K  Mac-Laurin  partagea  le  goût  de  Ne^lon  pour  la  Géométrie  pure, 

•  SiiHs  (tbrrratfon. 
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et  sut  rappliquer  aussi^  avec  la  plus  grande  habileté^  aux  recherches  philo- 
sophiques. Son  Traité  des  Fluxions,  où  il  se  proposait^  en  établissant  le 
lien  et  les  rapports  entre  les  méthodes  d'Archimède  et  celle  de  Newton,  de 
démontrer  celle-ci  avec  toute  la  rigueur  de  Técole  grecque,  présente  une 
foule  de  démonstrations  synthétiques,  dans  des  questions  diverses  de  méca- 
nique et  de  haute  Géométrie,  où  l'Analyse  n'eût  été  ni  plus  facile,  ni  plus 
expéditive.  Tout  le  monde  sait  avec  quelle  élégance  et  quelle  facilité  il  ré- 
solut^ par  cette  voie,  la  grande  question  de  la  fîgure  de  la  Terre,  qui  suffirait 
seule  pour  rendre  son  nom  immortel. 

Il  fallait  connaître  l'attraction  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur  des  points 
situés  à  sa  surface  ou  dans  son  intérieur.  Mac-Laurin  sut  tirer,  de  quelques 
propriétés  des  coniques,  toutes  les  ressources  suffisantes  pour  la  solution  de 
cette  question,  qui  a  toujours  passé,  auprès  des  plus  célèbres  analystes,  pour 
t'uQe  des  plus  difficiles.  Le  jugement  porté  par  l'illustre  Lagrange  à  ce  sujet 
fera  mieux  apprécier  que  tout  ce  que  nous  pourrions  en  dire,  le  mérite  du 
travail  et  de  la  méthode  de  Mac-Laurin.  Après  avoir  dit  qu'il  est  des  questions 
où  la  méthode  géométrique  des  Anciens  a  des  avantages  sur  l'Analyse ,  La- 
grange ajoute  :    <«  Le  problème  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction  qu'un 
sphéroïde  elliptique  exerce  sur  un  point  quelconque  placé  à  sa  surface  ou 
dans  son  intérieur,  est  de  cette  espèce.  M.  Maclaurin,  qui  a  le  premier 
résolu  ce  problème  dans  son  excellente  pièce  sur  le  flux  et  le  reflux  de 
la  mer,  couronnée  par  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  en  1740,  a 
suivi  une  méthode  purement  géométrique,  et  fondée  uniquement  sur  quel- 
ques propriétés  de  l'ellipse  et  des  sphéroïdes  elliptiques;  et  il  faut  avouer 
que  cette  partie  de  l'ouvrage  de  M.  Maclaurin  est  un  chef-d'œuvre  de 
Géométrie ,  qu'on  peut  comparer  à  tout  ce  qu'Archimède  nous  a  laissé  de 
plus  beau  et  de  plus  ingénieux.  Comme  M.  Maclaurin  avait  une  sorte  de 
prédilection  pour  la  méthode  des  Anciens,  il  n'est  pas  étonnant  qu'il  l'ait 
employée  dans  la  solution  du  problème  dont  nous  venons  de  parler;  mais 
il  l'est  extrêmement ,  ce  me  semble ,  qu'un  problème  aussi  important  que 
celui-là  n'ait  pas  été  résolu  depuis  d'une  manière  directe  et  analytique, 
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»  surtout  dans  ces  derniers  temps  où  TÀnalyse  est  devenue  d^un  usage  si 
»  commun  et  si  général.  On  ne  peut^  je  crois  ^  en  attribuer  la  cause  qu^aux 
»  difficultés  de  calcul  que  la  solution  de  celte  question  doit  renfermer^  lors- 

»  qu'on  Fenvisage  sous  un  point  de  vue  purement  analytique Je  me 

»  propose^  dans  ce  Mémoire,  de  faire  voir  que,  loin  que  le  problème  dont  il 
»  s'agit  se  refuse  à  l'Analyse,  il  peut  être  résolu  par  ce  moyen  d'une  manière^ 
»  sinon  plus  simple,  du  moins  plus  directe  et  plus  générale  que  par  la  voie 
»  de  la  synthèse,  etc.  K  » 

Cette  plus  grande  généralité  consistait  à  calculer  l'attraction  dans  un 
ellipsoïde  à  (rois  axes  inégaux  ,  au  lieu  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  comme 
avait  fait  Mac-Laurin.  Mais  d(\jà  d'Alembert  s'était  proposé  cette  extension, 
et  l'avait  obtenue  par  de  pures  considérations  de  Géométrie  ^  en  suivant  pas 
à  pas  la  marche  tracée  par  Mac-Laurin  ^. 

§  20.  Il  est  une  autre  partie  du  travail  de  Mac-Laurin,  dont  Lagrange  ne 
|)arle  pas  encore  dans  son  premier  Mémoire  que  nous  venons  de  citer,  et  qui 
conserN  ait  à  la  méthode  géométrique  un  véritable  avantage  sur  l'Analyse  : 
(^'élait  le  fameux  théorème  des  ellipsoïdes  dont  les  sections  principales  sont 
décrites  des  mêmes  foyers.  Il  consiste  en  ce  que  les  attractions  de  deux  tels 
ellipsoïdes,  sur  un  même  point  situé  au  dehors  de  leurs  surfaces,  s'exercent 
suivantja  même  direction,  et  sont  proportionnelles  aux  masses  des  deux 

^  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin^  nnn.  1775. 

^  Opuscules  mathématiques  y  tom.  VI,  pag.  165;  ami.  1775. 

Avant  de  savoir  que  d'Alembert,  en  suivant  les  traces  de  Mae-Lauriu,  était  parvenu,  par  de 
pures  considérations  de  Géométrie,  à  une  formule  d  intégrale  simple ,  pour  raltraclion  d^un 
ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  sur  un  point  situé  n  sa  surface  ou  dans  son  intérieur,  nous  avions 
cherché  à  donner  cette  même  extension  à  la  théorie  de  Mac-Laurin  ;  et,  en  adoptant  le  mode  de 
décomposition  du  solide  en  cônes  élémentaires,  qui  a  été  employé  par  Lagrange,  nous  sommes 
parvenu,  par  la  Géométrie  seule,  à  la  formule  de  quadrature  que  l*on  obtient  en  Analyse. Notre 
procédé  consiste  à  remplacer,  par  des  considérations  géométriques,  la  première  intégration  que 
Tonaffectue  en  Analyse;  et  cela  se  fait  en  remarquant  que  cette  intégration  correspond,  en  Géo- 
métrie, à  l'évaluation  de  Taire  d'une  ellipse,  qui  est  la  projection,  sur  un  des  trois  plans  prin- 
cipaux de  rcllipsoïde,  de  rintersection  de  cette  surface  par  celle  d'une  cône  de  révolution 
autour  d\ui  axe  perpendiculaire  a  ce  plan  principal;  ce  cône  ayant  même  centre  que  lellip- 
80Ïde. 
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corps.  Mac-LauriD  D'avail  démontré  que  le  cas  particulier  le  plus  simple  de  ce 
beau  théorème^  celui  où  le  point  attiré  est  sur  Pun  des  axes  principaux  des 
deux  ellipsoïdes  (art.  653  du  Traite  des  Fluxions).  Alais  ce  cas  particulier 
présentait  d'assez  grandes  difficultés  pour  que  les  efibrls  de  d'Àlembert  y  qui 
y  appliquait  TAnalyse^  ne  conduisissent  ce  grand  géomètre  qu'à  supposer 
faux  le  théorème  de  Mac-Laurin  ^;  et  pour  que  Lagrange,  qui  le  démontra 
quelque  temps  après ^  bornât  sa  démonstration  au  cas  particulier  en  ques- 
tion l  D'Alemberl,  pour  réparer  son  erreur,  en  donna  aussi  trois  démon- 
slratious;  mais,  comme  Lagrange,  sans  aller  au  delà  de  Mac-Laurin  \  Cest 
H.  Legendre  qui,  peu  de  temps  après,  fît  faire  un  pas  à  cette  question,  en 
démontrant  le  théorème  pour  le  cas  où  le  point  attiré  est  dans  Fun  des  plans 
principaux  des  ellipsoïdes  :  dès  lors  il  en  soupçonna  toute  la  généralité  ^, 
qu'il  démontra  en  effet,  quelques  années  après ,  dans  un  Mémoire  d'Analyse, 
qu'on  peut  regarder  comme  un  chef-d'œuvre  de  difficulté  vaincue  ;  Mémoire 
fort  beau  et  très-profond,  et  qui  serait  plus  riche  encore  en  résultats  inté- 
ressants, si  M.  Legendre  avait  donné  la  signifîcation  géométrique  de  plu- 
sieurs des  nombreuses  formules  par  lesquelles  il  lui  faut  passer,  pour  arriver 
à  la  conclusion  du  théorème  en  question  ^ 

Depuis,  on  a  trouvé  diverses  autres  démonstrations  du  théorème  de 
M.  Legendre ,  dont  une  que  nous  pouvons  citer  ici,  comme  rentrant  dans  la 
méthode  synthétique.  Cest  celle  qui  dérive  du  beau  théorème  de  M.  Ivory, 
par  lequel  on  ramène  le  calcul  de  l'attraction  sur  des  points  extérieurs,  à 
celui  des  attractions  sur  des  points  intérieurs  à  l'ellipsoïde.  Les  différentes 
démonstrations  que  l'on  a  données  de  ce  théorème  s'écartent  peu  de  celle 
même  de  son  célèbre  auteur,  et  l'on  y  fait  usage  de  quelques  transformations 
de  formules  analytiques.  Il  est  peut-être  à  désirer,  pour  faire  entrer  ce  théo- 


*  Opuscules  mathématiques,  loiu.  VI ,  pag.  â4!2. 

*  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  i774  et  I77î>. 

^  Ofmscules  mathématiques,  toni.  VU,  png.  10^;  anii.  1780. 

*  Mémoires  des  savants  étrangers,  tom.  X. 

^  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences,  ann.  1788. 


166  HISTOIRE  DE  LA  GEOMETRIE. 

rème  dans  la  théorie  géométrique  de  FatlractioD  des  ellipsoïdes^  à  laquelle  il 
appartient  par  sa  nature^  d'en  avoir  une  démonstration  plus  synthétique  que 
les  premières,  c'est-à-dire,  tout  à  fait  indépendante  des  formules  de  FAnalyse. 

La  question  de  Fattraction  des  ellipsoïdes,  restreinte  au  simple  calcul  de 
cette  attraction ,  est  maintenant  résolue  aussi  complètement  que  le  permet* 
tént  les  bornes  de  l'Analyse,  puisqu'elle  se  réduit  à  une  formule  de  quadra- 
tures elliptiques,  qu'on  ne  sait  pas  intégrer  en  termes  finis.  Mais  cette 
grande  question,  envisagée  sous  d'autres  points  de  vue,  est  loin  d'être 
épuisée,  et  donnera  lieu  encore  certainement  à  bien  des  recherches  et  à  de 
belles  découvertes  K  Les  travaux  tout  récents  de  deux  célèbres  analystes  de 
France  et  de  Koenigsberg,  MM.  Poisson  et  Jacobi,  sont  une  preuve  qu'il 
restait  encore  beaucoup  à  faire,  et  appelleront  de  nouvelles  méditations  sur 
cette  matière  d'un  si  haut  intérêt. 

§  21.  Le  problème  de  l'altraction  des  ellipsoïdes,  considéré  indépendam- 
ment de  son  application  à  plusieurs  questions  de  la  philosophie  naturelle^ 

*  Par  exemple,  quoi  quon  ne  suche  pas  déterminer  d'une  manière  absolue,  ni  en  grandeur 
ni  en  direction,  l'aitmction  d'un  ellipsoïde  sur  différens  points,  ne  pourrait-on  pas  trouver  cer- 
tains rapports  entre  ces  attractions,  ou  entre  leurs  directions? 

Mais,  sans  imaginer  de  nouvelles  questions,  qui  se  présenteraient  en  foule  h  l'esprit ,  il  en  est 
une  qui,  ce  me  semble,  s  est  offerte  d'elle-même,  et  dont  il  ne  parait  pas  qu'aucun  des  géomè- 
tres qui  ont  écrit  sur  cette  matière,  se  soit  occupé.  On  sait  que  la  formule  relative  à  l'attraction 
sur  un  point  extérieur  contient  un  coefficient,  qui  n'est  pas  connu  a  priori,  mais  qui  dépend 
d'une  équation  du  troisième  degré,  parfaitement  déterminée;  l'expression  géométrique  de  ce 
coefllicient  est  connue;  c'est  un  des  axes  principaux  de  Tellipsoïde  qui  passe  par  le  point  attiré, 
et  qui  a  ses  sections  principales  décrites  des  mêmes  foyers  que  celles  de  Tellipsoîde  attirant. 
Mais  cette  équation  du  troisième  degré  est  un  fait  d'Analyse,  que  l'on  ne  pouvait  prévoir  a /iriort 
d'après  la  nature  de  la  question,  et  que  Ton  n'a  point  encore  expliqué.  H  annonce  que  le  pro- 
blème de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  dérive  d'une  autre  question,  d'un  énoncé  plus  général,  et 
qui  admet  généralement  trois  solutions.  Dans  deux  de  ces  solutions,  les  deux  hyperboloîdes  è 
une  et  à  deux  nappes,  que  l'on  peut  faire  passer  par  le  point  attiré,  de  manière  que  leurs  sec- 
tions principales  soient  décrites  des  mêmes  foyers  que  celles  de  l'ellipsoïde  donné,  feront  la 
même  fonction  que  l'ellipsoïde  qui  passe  par  ce  point  fait  h  l'égard  de  la  première  solution  qui 
résout  la  question  même  de  l'attraction. 

il  n'est  pas  rare  de  rencontrer  de  pareils  faits  d'Analyse;  mais  il  est  toujours  intéressant  d'en 
savoir  l'origine  et  la  sigiiifi cation.  Alors  seulement  une  question  peut  être  i*egardée  comme 
résolue  complètement. 


HISTOIRE  DE  LA  GEOMETRIE.  167 

appartient  à  la  Géométrie^  et  la  solution  qu'en  a  donnée  Mac-Laurin  est  Fun 
des  morceaux  les  plus  propres  à  ranimer  le  goût  et  rintelligence  de  cette 
Géométrie  pure  et  intuitive^  si  méconnue  depuis  bientôt  un  siècle.  Nous 
espérons  que ,  par  cette  raison ,  on  nous  pardonnera  d'élre  entré  à  ce  sujet 
dans  quelques  détails^  qui  nous  ont  éloigné  de  la  direction  que  nous  aurions 
dû  suivre  dans  Fexamen  des  travaux  géométriques  de  Mac-Laurin  :  ce  sera 
rentrer  dans  cette  direction  que  d'indiquer  maintenant  sur  quelles  propriétés 
des  coniques  ce  géomètre  avait  établi  sa  solution. 

Une  seule  suffit  pour  le  calcul  de  Fattraction  sur  des  points  situés  à  la 
surface^  ou  dans  Fintérieur  de  Fellipsoïde^  la  voici  : 

«  Etant  données  deux  ellipses  semblables^  semblablement  placées  et 
»  concentriques;  par  un  des  sommets  de  la  plus  petite^  on  lui  mène  sa  tan- 
»  gente^  qui  rencontre  Fautre  ellipse  en  deux  points; 

»  Par  Fun  de  ces  points^  on  mène^  dans  cette  seconde  ellipse^  deux 
»  cordes  quelconques^  mais  également  inclinées  sur  la  tangente  en  question  ; 

»  Par  le  sommet  de  la  première  ellipse,  on  mène,  dans  cette  courbe,  deux 
»  cordes  parallèles  à  celles  de  Fautre  ellipse; 

»  La  somme  de  ces  deux  cordes  est  égale  à  celle  des  deux  autres  cordes.  » 

Mac-Laurin  démontre  ce  théorème  dans  le  cercle,  par  la  Géométrie  élé- 
mentaire; et  ensuite,  en  projetant  les  deux  ellipses  sur  un  plan  parallèle  à 
la  tangente  en  question ,  et  convenablement  incliné  pour  que  les  ellipses 
deviennent  en  projection  des  cercles,  il  en  conclut  le  théorème  énoncé  ^ 

§22.  Le  calcul  de  Fattraction  sur  les  points  extérieurs  à  Fellipsoïde, 
n'était  pas  aussi  facile;  Mac-Laurin  se  servit,  pour  y  parvenir,  des  deux 
propositions  suivantes,  dont  il  n'énonça  que  la  première,  mais  dont  on  aper- 
çoit la  seconde  dans  le  cours  de  la  démonstration  de  cette  première  : 

*  Ccsl  le  seul  théorème  qui  servit  à  Mac-Lauriii  pour  dcmonlrer  celte  importante  proposi- 
tion,admise  sans  preuve  par  Newton,  savoir  qu'une  masse  fluide  homogène,  tournant  autour 
idle-méme ,  devait  prendre  la  figure  dun  ellipsoïde  de  révolution ,  datis  l'hypothèse  de  Vat- 
^futtion  en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  Et  celle  voie  parut  si  belle  à  Clairault ,  qu'il 
•Iwndonna,  dans  sa  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre,  sa  méthode  analytique,  pour  suivre  celle 
<klla^Laurin. 
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«  l""  Quand  deux  ellipses  sont  décrites  des  mêmes  foyers^  si^  par  un 
»  points  pris  sur  un  de  leurs  axes  principaux^  on  mène  deux  transversales^ 
»  de  manière  que  les  cosinus  des  angles  qu'elles  feront  avec  Fautre  axe 
»  soient  proportionnels  respectivement  aux  diamètres  des  deux  coniques, 
»  dirigés  suivant  cet  axe^  les  parties  des  deux  transversales^  comprises  entre 
»  les  deux  courbes  respectivement^  seront  proportionnelles  aux  diamètres 
»  dirigés  suivant  leur  premier  axe. 

»  2**  Quand  deux  ellipses  sont  décrites  des  mêmes  foyers,  si  Ton 
»  mène  deux  diamètres  quelconques^  aboutissant  à  deux  points  corres- 
»  pondants  des  deux  courbes,  la  différence  de  leurs  carrés  sera  con- 
»  stante.  » 

Nous  appelons  points  correspondants,  ceux  dont  les  distances  à  chacun 
des  axes  principaux  sont  proportionnelles  aux  diamètres  des  deux  ellipses, 
perpendiculaires  à  ces  axes  respectivement. 

La  première  de  ces  deux  propositions  suffit  à  Mac-Laurin  pour  démontrer 
que  les  attractions  exercées  par  deux  ellipsoïdes  de  révolution,  décrits  des 
mêmes  foyers,  sur  un  même  point  pris  sur  le  prolongement  de  Taxe  de 
révolution,  sont  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  corps.  De  là,  il 
conclut,  au  moyen  de  la  seconde  proposition,  que  ce  théorème  a  lieu  aussi 
à  regard  des  points  situés  sur  le  plan  de  Téquateur  des  deux  sphéroïdes, 
au  dehors  de  leurs  surfaces.  Ensuite,  il  observe  que  sa  démonstration  de 
ce  second  théorème  s'applique  aux  ellipsoïdes  à  trois  axes  inégaux,  dont 
les  sections  principales  sont  décrites  des  mêmes  foyers,  quand  le  point 
attiré  est  sur  le  prolongement  d'un  de  leurs  axes;  d'où  résulte  le  célèbre 
théorème  dont  nous  avons  parlé. 

D'Alembert,  et  ensuite  Lagrange  et  Legendre,  avaient  pensé  que  Mac-Lau- 
rin n'avait  fait  qu'énoncer  son  théorème,  sans  en  donner  la  démonstration; 
c'était  une  erreur  de  la  part  de  ces  trois  illustres  géomètres,  car  cette 
démonstration  est  identiquement  la  même  que  celle  du  cas  qui  avait  pré- 
cédé, et  Tauteur  dès  lors  devait  se  borner,  comme  il  a  fait,  à  ces  seuls  mots  : 
l'on  prouvera  de  la  même  manière,  etc.  ;  et  ne  pas  répéter  des  raisonnements 
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qu'il  venait  de  faire  quelques  lignes  plus  haut,  et  auxquels  il  n'y  avait  à 
changer,  ni  ajouter  ou  retrancher  aucun  mot  K 

§  23.  Les  deux  propriétés  des  ellipses  décrites  des  mêmes  foyers,  que 
nous  avons  énoncées  ci-dessus,  sont  dues  à  Mac-Laurin;  ce  sont  probable- 
ment les  premières  que  Ton  ait  données  sur  les  coniques  biconfocales  ;  de 
même  que  son  théorème  sur  Fattraction  des  ellipsoïdes  dont  les  sections 
principales  sont  décrites  des  mêmes  foyers,  offre  la  première  circonstance 
où  il  ait  été  question  de  deux  tels  ellipsoïdes.  Ces  surfaces  se  sont  présen- 
tées^ depuis  quelques  années,  dans  d'autres  questions  particulières;  et  elles 
nous  paraissent  devoir  jouer  désormais  un  rôle  important  dans  la  théorie 
gëoérale  des  surfaces  du  second  degré.  Elles  jouissent  d'un  grand  nombre  de 

*  La  méprise  des  trois  grands  géomètres  que  je  viens  de  nommer  n'a  peut-être  pas  été  aper- 
çue, quoiqu'on  se  soit  tant  occupé,  depuis,  de  la  question  de  l'attraction  des  ellipsoïdes.  Je  n'en 
fais  la  remarque  ici,  que  parce  qu'elle  nous  offre  une  preuve  bien  certaine  de  l'abandon  où  est 
tombée  la  Géométrie,  dans  la  seconde  moitié  du  siècle  dernier,  et  du  peu  de  justice  qu'il  y  aurait 
•ujourd*hui  à  l'accuser  d'impuissance,  puisque,  loin  de  la  soumettre  à  de  nouveaux  essais,  on 
n'a  pas  même  approfondi  la  nature  et  l'esprit  des  belles  méthodes  qui  ont  conduit  Newton  et 
Nac-Laurio  à  leurs  grandes  découvertes.  On  a  préféré,  au  contraire,  après  avoir  traduit  ces 
méthodes  en  Analyse,  faire  honneur  à  celle-ci  des  grands  travaux  de  Newton,  que  ce  philosophe 
aurait  revêtus  ensuite  de  la  forme  géométrique.  Supposition  gratuite,  qui  montre  qu'on  mécon- 
naît le  caractère  de  fécondité  de  la  Géométrie,  et  la  facilité  extrême  de  ses  déductions  natu- 
fclies,  et  souvent  même  intuitives,  dans  les  questions  où  elle  peut  avoir  un  premier  accès.  Mais 
sans  entrer  en  discussion  sur  la  nature  et  les  moyens  de  cette  méthode,  qui  demanderait  un 
défenseur  habile,  il  nous  suffît  de  rappeler  que,  pour  attribuer  h  la  méthode  analytique  les 
ouvertes  de  Newton,  on  est  obligé  de  convenir  que  ce  géomètre,  en  suivant  cette  voie,  aurait 
bit  usage  du  calcul  des  variations,  dont  l'invention  est  due  à  l'illustre  Lngrange.  Est-il  possible 
^i'admettre  que  le  grand  Newton,  d'un  esprit  si  réfléchi  et  d'une  vue  si  sûre  et  si  étendue,  aurait 
oéconnu  assez  le  caractère  et  l'immense  importance  d'une  telle  découverte,  pour  la  passer  sous 
silence,  et  dédaigner  de  s'en  servir  ensuite  dans  la  lutte  si  pénible  et  si  passionnée  qu'il  soutint 
<^tre  Leibniz?  Autant  valait  qu'il  ne  produisit  pas  même  son  Calcul  des  fluxions.  Au  reste,  en 
aUribuanl  à  l'Analyse  les  découvertes  de  Newton,  on  devrait,  pour  être  conséquent  et  pouvoir 
en  conclure  rimpuissanCe  de  la  méthode  géométrique,  en  dire  autant  des  travaux  de  Mac-Laurin, 
<I^Stewart,  et  même  de  la  célèbre  formule  de  Lambert,  proclamée  par  Lagrange  lui-même  la 
pins  belle  et  la  plus  importante  découverte  de  toute  la  théorie  des  comètes,  quoiqu'elle  ait  dû  le 

•  - 

jour  à  de  simples  considérations  de  Géométrie. 

laissons  donc  à  la  Géométrie  se^  œuvres.  L'Analyse  n  doj^  d  assez  brillants  trophées ,  elle  est 
•SSCI  riche  d'avenir,  pour  applaudir  franchement  aux  anciens  succès  de  sa  sœur  aînée. 
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propriétés  qui  n'ont  point  encore  été  remarquées^  et  dont  nous  parlerons  dans 
une  des  Notes  relatives  à  notre  cinquième  Époque. 

§  24.  Cest  en  considérant  l'ellipse  comme  section  oblique  d^un  cylindre 
à  base  circulaire  ^  que  Mac-Laurin  démontre  les  propriétés  de  cette  courbe , 
en  les  faisant  dériver  de  celles  du  cercle.  Il  ne  s'est  pas  borné  aux  proposi- 
tions que  nous  avons  citées;  mais^  ayant  trouvé  cette  méthode  fort  expédi- 
tive^  il  voulut  la  pousser  plus  loin  que  n'avait  fait  le  marquis  de  Lhospital, 
qui  l'avait  déjà  enseignée  à  la  suite  de  son  Traité  analytique  des  Sections 
coniques  (liv.  VI).  En  quelques  pages  seulement^  Mac-Laurin  démontra,  avec 
une  simplicité  extrême,  les  principales  propriétés  de  l'ellipse.  On  y  remarque 
une  démonstration  naturelle,  et  qui  surpasse  en  brièveté  celles  de  Newton, 
pour  le  problème  des  forces  centrales  dans  l'ellipse,  le  point  attirant  étant 
placé  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  la  courbe  :  on  y  voit  immé- 
diatement que  l'attraction  est  en  raison  directe  de  la  distance,  quand  le  point 
attirant  est  au  centre  de  l'ellipse;  et  en  raison  inverse  du  carré  de  cette  dis- 
tance, quand  le  point  attii*ant  est  au  foyer  de  la  courbe. 

Le  Traité  des  Fluxions,  de  Mac-Laurin,  pourrait  donner  lieu  à  beaucoup 
d'autres  remarques  concernant  l'histoire  et  les  progrès  de  la  Géométrie; 
mais  nous  avons  déjà  dépassé  les  limites  que  nous  prescrivait  la  destination 
de  cet  écrit  ;  nous  arrêterons  donc  ici  notre  aperçu  sur  les  travaux  de  ce 
grand  géomètre. 

R.  siMsoN,  §  25.  Robert  Simson,  que  nous  avons  déjà  eu  plusieurs  fois  l'occasion 

de  citer,  est  l'un  des  géomètres  du  siècle  dernier  qui  ont  le  plus  approfondi 
la  Géométrie  ancienne,  et  qui  ont  le  plus  contribué  à  en  répandre  la  con- 
naissance. On  lui  doit  un  Traité  des  Sections  coniques  en  cinq  livres ,  écrit 
dans  le  style  rigoureux  d'Apollonius ,  que  l'on  commençait  à  abandonner  pour 
suivre  exclusivement  la  méthode  analytique.  Cet  ouvrage  était  le  premier  qui 
contînt  les  deux  célèbres  théorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal.  On  y  trouve 
aussi  le  théorème  ad  quatuor  lineas  ;  mais  celui-ci  avait  déjà  paru  dans  un 
Traité  des  Coniques  de  Milnes  ^,  qui  l'avait  emprunté  des  Principes  de  Newton. 

'  Seclionvt»  conicaruin  elenienta  nova  methodo  demonstrata ;  Oxonii,  i70â.  Cet  ouvrage, 


1687-1768. 
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Cette  circonstance^  que  Touvrage  de  Simson  contenait  les  trois  théorèmes 
principaux  que  nous  venons  de  eiter^  était  la  seule  qui  pût  lui  donner  quelque 
avantage  sur  le  grand  Traité  de  La  Hire  ;  car^  sous  le  rapport  de  la  méthode^ 
celui-ci  nous  parait^  à  plusieurs  égards^  infiniment  supérieur;  il  avait  été  un 
perfectionnement  notable  de  la  méthode  des  Anciens^  et  celui  de  Simson  fai- 
sait sous  ce  rapport  un  pas  rétrograde. 

En  effets  Simson^  à  Tinstar  de  La  Hire  dans  son  petit  Traité  de  1679^  et 
du  marquis  de  Lhospital  ensuite^  considère  les  coniques  sur  le  plan^  en  les 
définissant^  chacune^  par  une  propriété  spécifique  et  particulière.  Pour  la  pa- 
rabole^ c'est  Tégalité  des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à 
la  directrice;  pour  Tellipse^  c'est  la  somme  constante^  et  pour  Thyperbole^  la 
différence  constante  des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  aux  deux 
foyers.  De  ces  modes  de  description  des  trois  courbes,  Simson  déduit  les 
propriétés  principales  de  chacune  d'elles,  et  montre  ensuite  que  ces  courbes 
soQt  les  mêmes  que  celles  qu'Apollonius  formait  dans  le  cône  oblique,  en  se 
servant  du  triangle  par  l'axe. 

Ce  n'est  qu'après  avoir  traité  ainsi  en  particulier  des  trois  sections  coni- 
ques, dans  les  trois  premiers  livres  de  son  ouvrage,  que  Simson  les  consi- 
dère, dans  les  deux  livres  suivants,  toutes  trois  ensemble,  d'une  manière 
générale,  et  démontre  un  grand  nombre  de  leurs  propriétés  communes. 

Le  théorème  ad  quatuor  lineas  est  la  vingt -huitième  proposition  du 
livre  4;  Thexagramme  de  Pascal  est  la  quarante-septième  du  livre  5;  et  le 


imilédo  grand  Traité  de  La  Hire,  coiumc  Taiitour  Tavouc  dans  sa  préface,  eut  un  grand  succès 
ft  plusieurs  éditions.  On  considérait  les  coniques  comme  sections  d'un  c^ne  à  base  circulaire, 
psr  un  plan  tout  à  fait  arbitraire,  sans  se  servir  du  triangle  par  Taxe.  Mais  la  métliode  nous  y 
panit  moins  heureuse  que  celle  de  La  Hire,  en  ce  quVIle  consiste  à  démontrer  d'abord  en 
Particulier  certaines  propriétés  de  l'hyperbole,  qui  servent  de  fondement  pour  passer  h  celles 
<>el'(41ipse. 

Les  démonstrations,  du  reste,  sont  purement  synthétiques,  et  d'une  grande  simplicité;  quoique 
Itt  proportions ,  sans  cesse  répétées,  sous  la  forme  ancienne,  qu'il  serait  plus  commode  et  plus 
ntionnel  de  remplacer  par  celle  d'une  égalité  de  rapports,  en  rendent  aujourd'hui  la  lecture 
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Ihéorème  de  Desargues  est  démontré  dans  les  propositions  12  et  49  du  même 
livre.  Simson  n'a  pas  connu  les  rapports  intimes  qui  lient  ces  trois  théorèmes 
entre  eux,  et  qui  n'en  font,  pour  ainsi  dire,  que  des  expressions  diiïérentes 
d'une  seule  et  unique  propriété  générale  des  coniques;  mais  il  a  su  apercevoir 
toute  la  fécondité  des  deux  derniers,  car  il  a  fait  voir  que  toute  la  théorie  des 
pôles  se  déduit  de  l'un  ;  et  après  avoir  tiré  de  l'autre  six  corollaires,  il  ajoute 
qu'ils  contiennent  des  démonstrations  générales  de  plusieurs  propositions  du 
premier  livre  des  Principes  de  Newton, 

Il  est  à  regretter  que  Simson  n'ait  pas  mis  à  profit  cet  aperçu  heureux , 
pour  comprendre,  sous  un  seul  énoncé  général,  et  dans  une  seule  démonstra- 
tion, une  foule  de  propositions  partielles  et  restreintes,  dont  il  avait  donné 
auparavant  autant  de  démonstrations  diiïérentes.  C'était  la  seule  manière  de 
simplifier  la  théorie  des  coniques,  d'en  faciliter  et  d'en  étendre  la  connais- 
sance et  les  usages,  et  de  lui  préparer  de  nouvelles  acquisitions. 

§  26.  Nous  ne  ferons  que  mentionner  ici  le  célèbre  Traité  des  Porismes, 
où  Simson  a  fait  connaître  la  nature  de  ces  propositions,  qui  avaient  été  jus- 
qu'à lui  une  énigme  indéchiffrable  pour  les  plus  savants  géomètres  :  nous  en 
avons  parlé  longuement  à  l'article  d'EucIide  et  dans  la  Note  Ilf. 

La  Section  déterminée,  rétablie  par  Simson,  fait  partie  du  même  volume 
que  les  Porismes. 

Ce  géomètre  a  aussi  rétabli  les  Lieux  plans  d'Apollonius  *,  avec  plus  d'exac- 
titude et  de  fidélité  que  n'avaient  fait  Schooten  et  Fermât. 

11  avait  préparé  une  traduction  nouvelle  des  Œuvres  de  Pappus,  qu'on  a 
trouvée  dans  ses  manuscrits,  qu'il  avait  légués  au  collège  de  Glascow  :  il  est 
à  regretter  qu'elle  n'ait  pas  été  publiée;  car  c'était  une  entreprise  moins 
facile  qu'on  n'a  peut-être  pensé  alors,  et  qui  exigeait  une  profonde  instruc- 
tion dans  la  Géométrie  ancienne.  Personne  n'était  plus  capable  que  le  savant 
Simson  de  remplir  cette  tâche  avec  intelligence  et  habileté.  On  doit  s'étonner 
que  ses  compatriotes  n'aient  pas  recueilli  un  tel  travail;  et  qu'en  cette  cir- 

*  ApoUonii  Pergœi  locorum  planorum,  libri  II  rcstituli}  in-4".  Glosguœ,  i749. 
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constance^  le  noble  exemple  de  Milord  Stanhop^  à  qui  fut  due  la  publication 
des  Porisines  et  de  la  Section  déterminée,  n'ait  pas  eu  d'imitateur  dans  la 
pairie  de  Newton,  où  la  Géométrie  ancienne  a  toujours  compté  de  dignes  et 
célèbres  admirateurs. 

§  27.  Matthieu  Stewart,  disciple  de  Simson  et  de  Mac-Laurin  au  collège  de  m.  stewart, 
Glascow,  puis  à  l'Université  d'Edimbourg^  reçut  de  ses  maitres  le  goût  de  la 
Géométrie  ancienne ,  et  lui  dut,  comme  eux,  sa  célébrité.  Le  premier  de 
ses  ouvrages,  intitulé  :  Quelques  théorèmes  généraux,  cTun  grand  usage  dam 
les  hautes  mathématiques  (écrit  en  anglais),  in-8°,  1746,  le  plaça  aussitôt 
dans  un  rang  distingué  parmi  les  géomètres;  et  lui  procura,  peu  de  temps 
après,  la  chaire  de  mathématiques  devenue  vacante  par  la  mort  de  Mac-Laurin. 
La  nature  de  ses  fonctions  et  la  direction  de  ses  premières  études  le  por- 
tèrent à  continuer  de  cultiver  particulièrement  la  méthode  géométrique,  et 
lui  firent  concevoir  le  projet  de  l'appliquer  aux  questions  les  plus  difficiles 
de  l'astronomie  physique,  agitées  alors  parmi  les  géomètres,  et  qui,  suivant 
eux ,  u'étaient  accessibles  qu'à  la  plus  sublime  Analyse.  C'était  continuer  les 
méthodes  de  Newton  et  de  Mac-Laurin,  dans  les  problèmes  du  système  du 
monde,  devenus,  par  les  progrès  naturels  de  la  science,  plus  nombreux  et 
plus  compliqués  qu'au  temps  de  ces  deux  grands  géomètres.  Dans  cette  vue, 
Stewart  mit  au  jour,  en  1761,  l'ouvrage  intitulé  :  Tracts  physical  and 
mathematical ,  etc.,  c'est-à-dire  :  «  Traités  de  physique  et  de  mathéma- 
»  tiques,  contenant  l'explication  de  plusieurs  points  importants  de  l'astrono- 
»  mie  physique ,  et  une  nouvelle  méthode  pour  déterminer  la  distance  du 
»  Soleil  à  la  Terre,  par  la  théorie  de  la  gravité.  »  Une  théorie  très-étendue 
des  forces  centripètes,  le  calcul  de  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  et  le 
problème  si  difficile  des  trois  corps,  où  il  s'agissait  de  calculer  l'action 
réciproque  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  étaient  les  questions  princi- 
pales que  Stewart  résolut  dans  une  suite  de  propositions  qui  n'exigeaient 
d^autres  connaissances  mathématiques  que  celles  des  éléments  de  la  Géomé- 
trie plane  et  des  sections  coniques.  L'ordre  et  la  clarté  de  ces  propositions, 
la  simplicité  de  leurs  démonstrations,  et  la  nature  des  questions  difficiles 


i74  HISTOIRE  DE  LA  GEOMETRIE. 

qu'elles  résolvaient^  méritèrent  à  Stewart  de  grands  éloges^  et  le  firent 
estimer  Tun  des  plus  profonds  géomètres  de  Tépoque,  Cependant^  nous 
devons  dire  que  son  calcul  de  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre  était  erroné. 
La  cause  de  Terreur  fut  reconnue  et  expliquée  d'abord  par  Dawsoo  eo 
1769  ^y  puis  en  1771^  par  Landen  ^.  Elle  provenait^  non  de  la  méthode 
en  elle-même^  mais  de  quelques  quantités  négligées  à  tort^  dans  le  but  de 
la  simplifier.  On  a  faii  depuis ^  de  cette  circonstance^  un  argument  contre 
la  méthode  géométrique;  mais  il  suffit^  pour  le  réfuter^  de  rappeler  que  de 
telles  fautes  ont  échappé  aux  plus  célèbres  analystes^  et  qu'elles  ont  été 
communes  en  astronomie  surtout^  où  l'Analyse  ne  procède  que  par  voie 
d'approximations  successives. 

§  28.  Nous  avons  encore  à  citer  de  Stewart  un  ouvrage  de  pure  Géomé- 
trie, intitulé  :  PropoSitiones  geometricœ,  more  Veterum  denionstratœ,  ad 
Geometriam  antiquam  illustramlam  et  promovmdam  idoneœ.  Ëdim.^  1763, 
in-8°. 

Il  nous  faut  entrer  dans  quelques  détails,  pour  faire  connaître  cet  ouvrage, 
ainsi  que  celui  des  Théorèmes  généraux,  qui  l'avait  précédé  de  dix-neuf  ans. 
Peut-être,  à  raison  de  la  rareté  de  ces  deux  livres,  aimera-t-on  à  en  trouver 
ici  l'analyse,  ainsi  que  l'énoncé  des  principaux  théorèmes  qu'ils  contiennent 

Le  livre  des  Théorèmes  généraux  contient  soixante-quatre  propositions , 
dont  cinquante  seulement  ont  le  titre  de  théorèmes;  des  quatorze  autres, 
trois  sont  au  commencement  de  l'ouvrage ,  et  servent  pour  les  démonstra- 
tions des  théorèmes,  et  les  onze  autres  le  terminent;  celles-ci  sont,  pour  la 
plupart,  des  propriétés  du  cercle. 

Des  soixante- quatre  propositions,  les  huit  premières  seulement  sont 
démontrées;  on  y  trouve  les  cinq  premiers  théorèmes.  L'auteur  annonce, 
dans  une  courte  préface,  que,  pour  démontrer  tant  de  théorèmes  si  généraux , 

*  Four  Propositions ,  etc,  c'est -à-dirc,  Quatre  propositions  pour  prouver  que  la  distance  du 
Soleil,  déterminée  pnr  M.  Stewart,  est  erronée. 

*  Animadversions  on  d'  Stewarts  compu talion  of  the  stm's  distance  from  the  earth;  îii-8\ 
London. 
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et  de  si  grande  difficulté^  il  lui  aurait  fallu  plus  de  temps  qu'il  ne  pouvait 
en  consacrer  à  ce  travail.  Je  ne  sais  si  y  dans  la  suite^  Stewart  a  restitué 
les  démonstrations  de  ses  théorèmes  ^  ou  si  on  les  a  trouvées  dans  ses  pa- 
piers^ et  quel  usage  on  en  a  fait. 

Les  deux  premières  propositions  expriment  des  propriétés  générales  de 
quatre  points^  dont  trois  sont  en  ligne  droite^  et  le  quatrième  placé  arbitrai- 
rement. Dans  la  seconde  de  ces  propositions^  le  quatrième  point  peut  être 
pris  sur  la  droite  où  sont  situés  les  trois  autres.  Cette  proposition  mériterait 
d'être  plus  connue  qu'elle  ne  nous  parait  Fôtre.  En  voici  Ténoncé  : 

Etant  pris  en  ligne  droite  trois  points  A,  C,  R,  et  U7i  autre  point  quel- 
cofique  D,  eti  dehors  ou  dans  la  direction  de  la  droite,  on  aura 

dâ'.bc-*- db'.ac  — dc'ab  =  ab.ac.bc. 

Cest  cette  proposition  dont  nous  avons  dit  que  les  huit  lemmes  de  Pappus 
sur  les  LieUrX  plans  d'Apollonius  peuvent  dériver  comme  corollaires  ou  con- 
séquences faciles.  Peu  de  temps  après  qu'elle  avait  paru  dans  l'ouvrage  de 
Stewart^  Robert  Simson  en  a  fait  un  usage  utile  dans  un  appendice  à  ses 
Loca  plana  restituta,  et  un  autre  géomètre  célèbre,  Th.  Simpson,  l'a  aussi 
démontrée  et  s'en  est  servi,  sous  le  titre  de  lemme,  pour  résoudre  plusieurs 
problèmes,  dans  ses  Exercices  choisis  pour  les  jeunes  étudiants  en  mathéma- 
tiques ^  Plus  tard,  Euler  l'a  aussi  démontrée  comme  lemme,  pour  inscrire  à 
un  cercle  un  triangle  dont  les  trois  côtés  passent  par  trois  points  donnés  ^. 
Nous  trouvons  enûn  que  le  célèbre  physicien  et  géomètre  John  Leslie  l'a 
aussi  démontrée,  et  s'en  est  servi  dans  le  troisième  livre  de  son  Analyse 
géométrique  '. 

*  Select  exercises  for  young  proficients  in  the  mathematicks  ;  in-8%  i752. 

Les  deux  premières  parties  de  cet  ouvrage  sont  un  recueil  de  nombreux  problèmes  d'Algèbre 
et  de  Géométrie,  résolus  très-élégamment.  Elles  ont  été  traduites  en  français,  sous  le  titre  d'Élé" 
menU  d'analyse  pratique ,  ou  application  des  principes  Je  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie  à  la 
solution  d'un  très-grand  nombre  de  problèmes  numériques  et  géométriques;  in-8",  1771. 

'  Mémoires  de  l'Académie  de  Pétersbourg^  ann.  1780. 

>  Geometrieal  analysis,  Edinburgh,  1809;  in-8^  Seconde  édition  en  1821 
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Par  ces  citations  on  voit  que  cette  proposition^  à  peu  près  inconnue  de 
nos  jours  ^  mériterait  bien  de  prendre  place  dans  les  éléments  ou  au  moins 
dans  les  compléments  de  la  Géométrie  K 

Les  cinquante  théorèmes  de  Stewart  peuvent  être  compris^  à  peu  près 
tous^  dans  les  quatre  suivants^  qui  sont  les  plus  généraux^  et  dont  la  plupart 
des  autres  ne  sont  que  des  cas  particuliers  : 

*  Quand  le  point  D  est  pris  sur  la  mcmc  droite  que  les  trois  points  fixes ,  le  théorème  de  Ste- 
wart exprime  une  relation  générale  entre  quatre  points  quelconques  situés  en  ligne  droite.  Nous 
avons  reconnu  que  cette  relation,  ainsi  que  d'autres  concernant  aussi  quatre  points  en  ligne 
droite,  dérivent  d  une  relation  générale  entre  cinq  points  situés  en  ligne  droite. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  ces  cinq  points,  on  aura  : 

Eâ'.bc.cd.db-+-EB'.cd.da.ac- Ec*.da.ab.bd-êd'.ab.bc.ca  =  o. 

La  manière  de  former  les  termes  de  cette  équation  est  manifeste.  Pour  déterminer  leurs 
signes,  on  divisera  tous  les  termes  par  le  produit  ÂB.BC.CA.  L'équation  prend  la  forme  : 

— t   DB.DG       _t  DA.DC      _•    DA.DB       ^t 

EA. hKB. EC.  =ED. 

AB.AC  BA.BC  GA . CE 

Dans  cette  équation,  on  donnera  le  signe  +  au  produit  de  deux  segments  comptés  dans  le 
même  sens  a  partir  du  point  qui  leur  est  commun ,  et  le  signe  —  au  produit  de  deux  segments 
comptés  dans  des  sens  différents. 

Voici  quelles  sont  les  relations  entre  quatre  points,  qu'on  déduit  de  la  relation  générale 
ci-dessus  : 

1  *"  Si  on  suppose  le  point  E  à  Tinfîni ,  on  aura ,  en  divisant  par  ED , 

BC.  CD .  DB  -+-  CD .  DA  .  AC  —  DA .  AB .  BD  -  AB .  BC  GA  =  0. 

Chaque  terme  de  cette  équation  est  le  produit  des  trois  segments  formés  par  trois  points  pris 
deux  à  deux; 

2*"  Si  les  deux  points  E,  D  se  confondent,  il  vient  : 

DA  .  BG  -♦-  DB .  AG  —  DG  . AB  =  0. 

Cette  équation  exprime  la  relation  la  plus  simple  entre  quatre  points  A,  B,  G,  D,  situés  en  ligne 
droite; 

3®  Enfin,  quand  le  point  D  est  à  l'infini,  l'équation  générale  devient 

Êâ!  BG  -+- ÊB*  AC  —  ÊC!  AB  =  AB  .  BG  .  GA. 
C'est  réquation  de  Stewart. 
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1^  Soit  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  circonscrit  à  un  cercle  dont  le 
rayon  est  R  ;  soit  n  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  m  ; 

Si,  d'un  point  quelconque  (pris  dans  tintérieur  du  polygone  si  n  est 
impair,  et  pris  partout  où  ton  voudra  si  n  est  pair),  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés  du  polygone  :  la  somme  des  puissances  n  de  ces 
perpendiculaires  sera  égale  à 

m.  (R-  -+-  AvTl— •  -♦-  Br*R"-*  -+-  €©•. R"-«  ■♦-  etc.); 

V  étant  la  distance  du  point  au  centre  du  cercle;  A  le  coefficient  du  troi- 
sième terme  du  binôme  élevé  à  la  puissance  n,   multiplié  par  j;  B  fc 
coefficiefit  du  cinquième  terme,  multiplié  par ^;C  le  coefficient  du  septième 
terme  multiplié  par  jYê  >  ^^  ^'^^  ^^^  autres.  (Prop.  40). 
De  sorte  que 

n(n  — i) 


A  = 


1.2      ' 


n(n^i)(n-2)(n-^3)(n-4)(n~5) 

2«.4V6* 
Etc.,  etc. 

Si  le  point  d^où  Ton  abaisse  les  perpendiculaires  est  pris  sur  la  circonfé- 
rence^ la  formule  se  réduit  à 

1.3. 5. 7 (2n  — 1)^     ^^         ..      ^^^ 

m.  -— ^ '  R".  (Proposition  39.) 

i  .2.3.4 n 

Ce  théorème  général  comprend  les  propositions  3,  5^  ^%  23^  28^ 
29  et  45. 

2^  Soit  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  inscrit  à  un  cercle  dont  le 
rayon  est  R  ;  et  soit  n  un  nombre  plus  petit  que  m  ; 

Si  tan  prend  arbitrairement  un  point  dont  la  distance  au  centre  du  cercle 

23 
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soit  \y  la  somme  des  puissances  2n  des  distances  de  ce  point  à  tous  les  som-- 
mets  du  polygone  sera  égale  à 

m  (R*"  -+-  a*t?Tl*^'  -♦-  ô'v^R*-*  -♦-  c'w'R*-»  -♦-  etc.)  ; 

a  étant  le  coefficient  du  second  terme  du  binôme  élevé  à  la  puissance  n; 
b  le  coefficient  du  troisième  terme  ;  c  le  coefficient  du  quatrième  terme; 
et  ainsi  des  autres.  (Prop.  42). 

Si  le  point  est  pris  sur  la  circonférence  y  la  formule  se  réduit  à 

1.5.5.7 (2n— 1)^^.     ,^         ..      ,., 

m . ^^ 2"R*".  {Proposilion  41 .) 

1.^«5.4 fi 

Ce  théorème  général  comprend  les  propositions  4,  26,  27  et  34. 

S""  Etant  donnés  m  points  quelconques,  et  autant  de  quantités  a,  h,  c,...., 
n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m ,  on  pourra  trouver  (n + 1  )  autres  points , 
tels  que  la  somme  des  puissances  2n  des  distances  cTun  point  quelconque  aux 
points  donnés,  multipliées  respectivement  par  les  quantités  a,  b,  c,....,  sera, 
à  la  somme  des  puissances  2n  des  distances  des  points  trouvés  au  même  point, 
dans  le  rapport  rfea  +  b+c4-"àn+l.  (Proposition  44.) 

Ce  théorème  comprend  les  propositions  11,  12,  32,  33,  43. 

4°  Etant  données  m  droites  quelconques,  et  autant  de  quantités  a,  b,  c,...., 
n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m ,  on  pourra  trouver  (n  + 1  )  autres  droites, 
telles  que  la  somme  des  puissances  n  des  distances  d'un  point  pris  arbitrai- 
rement, aux  droites  données,  multipliées  respectivement  par  a,  b,  c,....,  sera, 
à  la  somme  des  puissances  n  des  distances  du  même  point  aux  droites  trou-- 
vées,  comme  a  +  b  +  c  +  •  •  e^/  à  n  +  1.  (Proposition  49  et  S3.) 

Ce  théorème  comprend  les  propositions  17,  'iiy'H,  25,  37,  38,  42, 
50,  51,  52. 

§  29.  Nous  avoiis  trouvé  qu'on  peut  donner  aux  énoncés  des  deux  der- 
niers théorèmes  une  extension  très-grande  et  assez  remarquable.  Car,  au 
lieu  d'une  seule  relation,  comme  le  comporte  le  premier  de  ces  théorèmes. 
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entre  les  puissances  2n  des  distances  d^un  point  quelconque  aux  points 
donnés  et  aux  points  trouvés,  il  y  a  une  pareille  relation  entre  les  puis- 
sances 2(n — â)  de  ces  mêmes  distances,  *  pouvant  avoir  toutes  les  valeurs 
0,  1,  2..,.  (n  —  1);  de  sorte  qu'il  existe,  entre  les  distances  d'un  point 
quelconque  aux  points  donnés  et  aux  points  trouvés,  n  relations.  Le  théo- 
rème de  Stewart  n'en  comprenait  qu'une  seule. 

La  dernière  de  ces  relations  a  lieu  entre  les  carrés  de  ces  distances. 
Elle  prouve  que  les  points  trouvés  ont  le  même  centre  de  gravité  que  les 
points  donnés,  les  masses  de  ceux-ci  étant  a,  h,  e, ...,  et  celles  des  points 
trouvés  étant  toutes  égales  à  l'unité. 

Pareillement,  dans  le  second  des  deux  théorèmes  en  question,  qui  énonce 
une  relation  entre  les  puissances  n  des  distances  d'un  point  quelconque  aux 
droites  données  et  aux  droites  trouvées,  on  aura  une  relation  semblable 
entre  les  puissances  quelconques  (n  —  2())  des  mêmes  distances,  â  pouvant 

avoir  toutes  les  valeurs  0,  1,2, ,  jusqu'à  ^^  si  n  est  impair,  et  jus- 

qu'à  -j—  si  n  est  pair;  de  sorte  qu'il  existe,  entre  les  distances  d'un  point 
quelconque  aux  droites  données  et  aux  droites  trouvées,  ^^  ou  ^^  rela- 
tions différentes ,  au  lieu  d'une  seule  que  donnait  le  théorème  de  Stewart. 
(^^oir  la  Note  XXII.) 

§  30.  Nous  avons  reconnu  aussi  que  les  deux  premiers  théorèmes  énoncés 
ci-dessus,  relatifs  aux  polygones  réguliers  inscrits  ou  circonscrits  au  cercle, 
sont  des  cas  particuliers  de  théorèmes  plus  généraux  qui  ont  lieu  dans  les 
sections  coniques  :  et  ceux-ci  font  partie  d'une  foule  d'autres  propriétés  de 
ces  courbes,  qu'on  ne  parait  pas  avoir  encore  aperçues.  Ces  nombreux 
théorèmes  offrent,  sous  un  rapport,  une  généralisation  assez  remarquable 
des  propriétés  connues  des  diamètres  conjugués  et  des  rayons  vecteurs  menés 
des  foyers  d'une  conique. 

Ces  courbes  sont  vraiment  d'une  fécondité  inépuisable.  Chaque  jour  ouvre 
des  voies  nouvelles  à  l'étude  de  leurs  nombreuses  et  intéressantes  propriétés. 
Que  l'on  ne  pense  pas  que  de  telles  spéculations  soient  oiseuses,  ni  de  mince 
iotérét  Chaque  découverte  sur  ces  courbes  sera  toujours  le  prélude  de  décou- 
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vertes  plus  belles  et  plus  générales^  qui  agrandiront  le  rôle  qu'elles  jouent 
dans  toutes  les  parties  des  sciences  mathématiques^  et  qui  conduiront  à  la 
connaissance  de  propriétés  analogues  dans  une  inûnité  d'autres  courbes 
d'un  ordre  supérieur;  propriétés  auxquelles  on  ne  serait  point  conduit,  en 
travaillant  directement  sur  ces  courbes  trop  compliquées  et  d'une  étude 
difficile. 

§  31.  Les  Propositiones geometricae  de  Stewartsont  en  deux  livres,  dont 
le  premier  contient  soixante  propositions ,  et  le  second  cinquante-deux. 

Ces  propositions  sont  relatives  à  la  ligne  droite  et  au  cercle. 

Les  premières  roulent  presque  toutes  sur  une  propriété  générale  du  qua- 
drilatère y  qui  revient  à  celle  que  Pappus  a  démontrée  dans  ses  lemmes  sur 
les  Porismes  d'Euclide,  à  savoir  que  toute  transversale  rencontre  les  quatre 
côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  en  six  points  qui  ont  entre 
eux  la  relation  d'involution. 

Nous  avons  vu,  dans  la  Note  X,  que  cette  relation  peut  s'exprimer  entre 
six  segments,  ou  bien  entre  huit.  C'est  la  relation  entre  six  segments  que 
Pappus  a  démontrée  ;  et  celle  entre  huit  segments  dont  Stewart  fait  usage. 
Il  la  démontre  dans  toute  sa  généralité,  dans  la  proposition  59  du  premier 
livre. 

Les  propositions  précédentes  :  51^  52,  53,  5i,  56,  57  et  58,  en  sont  des 
cas  particuliers,  dont  Stewart  se  sert  pour  passer  de  l'un  à  l'autre,  et  s'élever 
ainsi  à  la  proposition  générale.  La  proposition  60®  et  dernière  du  livre  en  est 
aussi  un  cas  particulier,  dans  lequel  deux  côtés  du  quadrilatère  sont  paral- 
lèles entre  eux. 

Les  propositions  6,  7,  8,  9, 10, 11, 12  et  13  du  second  livre  sont  d'au- 
tres propriétés  du  quadrilatère,  dans  l'énoncé  desquelles  n'entre  pas  la  rela- 
tion d'involution,  mais  qui  en  dérivent  aisément  Toutes  ces  propositions 
roulent  en  effet  sur  ce  théorème  bien  connu,  et  que  Pappus  nous  apprend 
avoir  fait  partie  des  Porismes  d'Euclide  :  quand  les  trois  côtés  d'un  triangle, 
de  forme  variable,  tournent  autour  de  trois  pôles  fixes,  situés  en  ligne  droite, 
et  que  deux  sommets  du  triangle  parcourent  deux  droites  fixes  données,  le 
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tmsièine  sammet  engendre  une  troisième  droite  qui  passe  par  le  point  de 
micours  des  deux  premières.  Stewart  n'énonce  pas  cette  proposition  dans 
toute  sa  généralité^  et  n'en  démontre  que  différents  cas  particuliers.  Il  semble 
qu'ail  n'ait  pas  aperçu  sa  liaison  intime  avec  la  relation  générale  d'involution 
des  segments  faits ^  par  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadri- 
latère, sur  une  transversale. 

§  32.  Les  propositions  relatives  au  cercle  peuvent  être  considérées  comme 
concernant  la  description  de  cette  courbe  par  l'intersection  de  deux  droites 
qdi  tournent  autour  de  deux  pôles  fixes,  en  faisant,  sur  une  transversale  fixe, 
des  segments  qui  ont  entre  eux  certaines  relations. 

ISous  rangerons  ces  propositions  en  trois  classes  distinctes. 
Dans  la  première,  les  deux  pôles  sont  placés  sur  la  circonférence  du  cercle, 
el  la  transversale  est  prise  arbitrairement. 

Dans  la  deuxième,  les  deux  pôles  sont  placés  arbitrairement,  l'un  d'eux 
(ouvant  être  sur  la  circonférence;  et  la  transversale  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  ces  pôles. 

Dans  la  troisième  classe  enfin,  les  deux  pôles  sont  placés  encore  d'une 
ir»niére  quelconque;  mais  la  transversale  est  perpendiculaire  ou  oblique  sur 
la  droite  qui  joint  les  pôles. 

Les  propositions  de  la  première  classe  concernent  tous  les  segments  que 
les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère,  inscrit  à  un  cercle,  font  sur  une  corde  du 
cercle. 

Od  penserait  qu'il  s'agit  ici  du  théorème  de  Desargues;  mais  non  :  Stewart 
exprime  la  relation  entre  les  segments  en  question,  non  par  une  équation 
unique,  comme  l'a  fait  Desargues,  mais  par  deux  équations  où  entrent  un 
point  et  deux  segments  auxiliaires. 

L'élimination  de  ces  deux  segments ,  que  Stewart  n'a  pas  faite ,  l'aurait 
conduit  à  une  relation  entre  les  seuls  segments  formés,  sur  la  corde  du 
cercle,  par  les  quatre  côtés  du  quadrilatère;  mais  cette  relation  n'a  pas  la 
forme  ordinaire  de  Cinvolution  de  six  points;  elle  est  une  équation  à  trois 
termes  :  de  sorte  que  nous  devons  penser  que  Stewart  n'a  pas  connu  le 
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théorème  de  Desargues^  ou  du  moins  qu'il  n'en  a  tiré  aucun  secours  dans  son 
ouvrage. 

Le  théorème  auquel  ce  géomètre  est  parvenu  est  démontré^  dans  toute  sa 
généralité;  dans  les  propositions  46^  i7  et  i8  du  premier  livre.  Les  propo- 
sitions 41;  42;  43;  44  et  45  en  sont  des  cas  particuliers;  qui  lui  servent 
pour  arriver  à  la  proposition  générale. 

Les  propositions  29;  30;  31;  32;  33;  34;  35;  36;  37  et  38  se  rattachent 
aux  propriétés  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle;  Stewart  ne  fait  usage,  dans 
leurs  énoncéS;  que  d'une  équation;  et  Ton  reconnaît  qu'elle  exprime  des  cas 
particuliers  du  théorème  de  Desargues. 

Les  propositions  39  et  40  font  connaître  cette  propriété  assez  remar- 
quable du  quadrilatère  inscrit  au  cercle  :  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés,  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
tangentes  menées,  de  ces  deux  points  de  concours,  à  la  circonférence  du 
cercle. 

Cette  proposition  peut  se  conclure  aisément;  comme  les  précédentes^  du 
théorème  de  Desargues. 

§  33.  Presque  tout  le  second  livre  est  consacré  aux  propositions  con- 
cernant les  segments  que  deux  droites  mobiles  ;  tournant  autour  de  deux 
pôles  fixeS;  non  situés  sur  la  circonférence  du  cerclC;  font  sur  une  trans- 
versale. 

Dans  les  propositions  14;  15; 21;  et  44;  45  ...  52;  la  transversale 

est  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  pôles.  Les  propositions  23;  25  et  26  du 
premier  livre  sont  de  même  nature  que  celles-là. 

On  aperçoit  aisément  quC;  dans  toutes  ces  propositions;  les  segments 
formés  ;  par  les  deux  droites  mobileS;  sur  la  transversale  ûxe,  ont  toujours 
entre  eux  une  relation  du  second  degré. 

En  voici  la  raison  a  priori;  ce  sera  en  même  temps  un  moyen  de  par- 
venir directement  aux  théorèmes  de  Stewart;  de  les  rétablir  s'ils  étaient 
perdus. 

En  général;  quand  le  point  d'intersection  des  deux  droites  mobiles  par- 
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court  une  conique^  les  segments  qu^elIes  font  sur  la  transversale  fixe^  sup- 
posée parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  pôles  ^  ont  entre  eux  une  relation  du 
second  degré  ;  et  réciproquement ,  quand  ces  segments  ont  entre  eux  une 
rdation  quelconque  du  second  degré  ^  le  point  de  concours  des  deux  droites 
mobiles  décrit  toujours  une  conique  (ce  que  nous  démontrerons  dans  les 
applications  de  notre  principe  A' homographie).  Donc^  en  premier  lieu^  quand 
la  courbe  est  un  cercle  ^  les  segments  doivent  avoir  entre  eux  une  relation 
du  second  degré.  Et^  en  second  lieu^  étant  donnés  les  deux  pôles  et  la  trans- 
versale, ainsi  que  la  forme  de  la  relation  du  second  degré  qu'on  veut  avoir 
entre  les  segments,  on  aura  deux  équations  de  condition  pour  exprimer  que 
la  conique,  décrite  par  Tintersection  des  deux  droites  mobiles,  est  un  cercle. 
Ces  deux  équations  serviront  à  déterminer  les  valeurs  de  deux  inconnues 
parmi  un  grand  nombre  de  choses  arbitraires,  qui  seront  les  coefficients  de 
la  relation,  la  position  des  deux  pôles,  celle  de  la  transversale  et  celle  des 
deux  points  pris  sur  cette  droite ,  et  à  partir  desquels  sont  comptés  les  seg- 
ments. 

Cette  observation  donne  la  clef  des  théorèmes  de  Stewart.  Elle  s'applique 
aussi  à  diverses  autres  propositions  semblables  de  ce  géomètre,  que 
SimsoQ  a  reproduites  dans  son  Traité  des  Porismes.  C'est  Fermât  qui,  par 
la  quatrième  des  cinq  propositions  qu'il  a  laissées  sous  le  nom  de  Porismes, 
Dous  parait  avoir  donné  lieu,  le  premier,  à  ce  genre  de  propriétés  du 
cercle. 

§  34.  Stewart,  après  l'avoir  imité  dans  les  propositions  que  nous  venons 
d^énumérer,  a  généralisé  cette  idée,  en  comptant  les  segments  sur  une  trans- 
versale de  direction  quelconque. 

Ses  dix-neuf  propositions,  comprises  sous  les  n^'  22,  23, et  40, 

expriment  de  telles  propriétés  du  cercle. 

Les  segments  que  les  deux  droites  mobiles  font  sur  la  transversale  n'ont 
plus  entre  eux  une  relation  toujours  du  second  degré  ;  et  l'on  n'aperçoit  pas, 
aussi  aisément  que  dans  le  cas  précédent,  la  forme  générale  commune  aux 
diverses  relations  que  démontre  Stewart.  Cependant  on  parvient  à  recon- 
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naître  que  ces  relations  peuvent  dériver  de  cette  propriété  générale  des 
coniques  : 

Étant  donnés  deux  pôles  fixes,  et  une  transversale  qui  rencontre  en  un 
point  E  la  droite  qui  joint  ces  pôles;  et  étant  pris  un  point  fixe  0  sur  cette 
transversale  ; 

Si,  autour  des  deux  pôles,  on  fait  tourner  deux  droites  qui  rencontrent  la 
transversale  aux  points  a,  a',  tels  que  Von  ait  entre  les  deux  rapports 
^y  ^  *^^^  f'^l<^lion  constante  oit  ces  rapports  entrent  au  second  degré,  le 
point  d'intersection  des  deux  droites  engendrera  une  conique. 

Et  réciproquement^  si  le  point  de  concours  des  deux  transversales  parcourt 
une  conique^  les  rapports  ^^  -^  auront  entre  eux  une  relation  du  second 
degré. 

Ce  théorème  général  pourra  conduire  à  une  foule  de  propriétés  du  cercle. 
Car  on  aura  toujours  deux  équations  pour  exprimer  que  la  conique  décrite 
est  un  cercle.  Ces  équations  serviront  à  déterminer^  soit  deux  coefficients  de 
la  relation^  soit  la  position  de  quelques  parties  de  la  figure. 

§  35.  Je  ne  crois  pas  qu^on  ait  donné  suite  aux  recherches  de  Stewart^ 
sur  ce  genre  de  propriétés  du  cercle. 

Aujourd'hui  on  néglige  ces  sortes  de  spéculations  géométriques  ^  parce 
qu'on  se  repose  sur  le  secours  de  TAnalyse^  à  laquelle  on  compte  s'adresser 
au  besoin;  et  Ton  ne  se  donne  plus  la  peine  d'étudier  certaines  propriétés  du 
cercle.  Mais  on  conçoit  que  cette  étude  et  ces  spéculations  seraient  utiles  et 
indispensables^  si  Ton  voulait  donner  suite  aux  travaux^  en  Géométrie^  des 
Anciens  et  des  géomètres  du  dernier  siècle.  C'est  cette  idée  qui  me  semble 
avoir  présidé  aux  recherches  de  M.  Carnot  dans  sa  Géométrie  de  position  et 
dans  sa  Théorie  des  Transversales.  Ces  ouvrages  me  paraissent  se  rattacher^ 
dans  leur  conception  philosophique^  de  même  que  ceux  de  Simson  et  de 
Stewart,  aux  Données  et  aux  Poris^nes  d'Euclide.  Ces  ouvrages  sont  de  véri- 
tables compléine^its  de  Géométrie^  que  les  Anciens  avaient  regardés  comme 
indispensables  pour  les  applications^  soit  pratiques^  soit  théoriques^  de  cette 
science. 
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§  36.  L'analyse  que  nous  avons  donnée  des  ouvrages  de  Stewart  fait  voir 
qu'il  s'y  trouve^  démontrées  individuellement^  beaucoup  de  propositions  qui 
sont  des  cas  particuliers  les  unes  des  autres.  C'était  là  la  marche  habituelle 
et  nécessaire  du  géomètre  qui  s'élevait  de  quelque  proposition  très-facile  à 
une  proposition  du  même  genre ^  mais  un  peu  plus  générale^  et  de  celle-ci  à 
ime  autre  aussi  plus  étendue  ;  de  sorte  que  la  démonstration  d'une  proposi- 
tion tant  soit  peu  générale  exigeait  celle  de  plusieurs  de  ses  cas  particuliers. 
Aujourd'hui^  on  peut  démontrer^  de  prime  abord  et  directement^  les  proposi- 
tions les  plus  générales^  et  établir  ensuite  entre  ces  propositions^  considérées 
dans  leur  plus  grande  généralité  actuelle^  les  mêmes  spéculations  qui  n'avaient 
lieu  auparavant  qu'entre  leurs  plus  simples  corollaires.  Une  telle  facilité^  qui 
simplifie  extrêmement  la  science^  marque  bien  les  progrès  qu'elle  a  faits  dans 
ces  derniers  temps;  et  cette  facilité  se  répandrait  sur  toutes  les  applications 
de  la  Géométrie  aux  grandes  questions  philosophiques  traitées  par  Huygens 
et  Newton^  si  un  goût  exclusif  pour  l'Analyse^  encouragé  seul  dans  les  établis* 
s^ents  destinés  au  développement  et  à  la  propagation  des  sciences^  ne 
détournait  pas  de  l'étude  et  de  l'usage  de  l'autre  méthode  K 
Stewart  annonçait^  dans  la  préface  de  ses  Propositiones  Geometricœ,  qu'il 

'  Oo  dira,  sans  doute,  que  les  goûts  sont  libres  en  mathématiques  eomme  dans  toute  autre 
carrière  de  la  république  des  lettres;  et  que  les  géomètres  n*ont  &  s'en  prendre  qu*à  eux-mêmes 
de  Tabandon  où  ils  laissent  la  Géométrie.  Mais  nous  répondrons  qu*en  reconnaissant  d*abord 
<|U€ h  méthode  analytique,  à  raison  de  son  universalité,  doit  être  enseignée  de  préférence  et 
peoi-étre  exclusivement,  dans  les  établissements  où  les  mathématiques  ne  sont  point  étudiées 
pour  elles-mêmes,  mais  bien  pour  leurs  applications,  soit  &  d*autres  parties  des  sciences,  soit 
•Qx  services  publics,  nous  pensons  que  la  Géométrie  et  les  belles  méthodes  qu^elIe  a  fournies  à 
ft^nes  grands  géomètres  des  deux  derniers  siècles,  ainsi  que  les  perfectionnements  qu*elle  a 
po recevoir  depuis,  devraient  trouver  place  dans  ceux  des  cours  publics  qui  sont  destinés  spé- 
cialement à  l'exposition  des  découvertes  nouvelles  et  des  diverses  doctrines  mathématiques.  Or, 
lesdoetrines  analytiques  et  les  découvertes  qu*il  est  possible  de  présenter  par  TAnalyse,  sont 
Mules  enseignées  dans  ces  cours;  peut-on  dire  que  les  goûts  sont  libres?  Cette  indifférence,  ou 
plutôt  cette  exclusion  d'une  partie  si  importante  des  sciences  mathématiques,  n*e$t  pas  philoso- 
phique, et  fait  un  très-grand  tort  k  leurs  progrès;  car  toutes  les  sciences  ont  entre  elles  un  tel 
Vainement,  que  les  retards  qu'éprouve  Tune  d'elles  arrêtent  aussi  les  autres  dans  leur  déve- 
loppement. 
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publierait  d^aatres  volumes  sur  les  mêmes  matières  géométriques.  Nous 
ignorons  si  Ton  a  trouvé^  dans  ses  manuscrits^  les  recherches  qui  devaient 
composer  ces  volumes. 
LAMBERT,  §  37.  Le  célèbrc  Lambert^  autre  Leibniz  par  Tuniversalité  et  la  profon- 

deur de  ses  connaissances^  doit  être  placé  au  nombre  des  mathématiciens 
qui^  dans  un  temps  où  les  prodiges  de  TAnalyse  occupaient  tous  les  esprits, 
ont  conservé  la  connaissance  et  le  goût  de  la  Géométrie  et  ont  su  en  fuire 
les  plus  savantes  applications. 

Ses  nombreux  ouvrages  présentent  souvent  des  questions  diverses  de  pare 
Géométrie.  Mais  nous  devons  citer  ici  surtout  son  Traité  de  Perspective  et 
son  Traité  géométrique  des  Comètes. 

La  Perspective  de  Lambert  parut  en  1759,  puis  en  1773,  accrue  d^une 
seconde  partie,  où  Tauteur,  faisant  usage  des  principes  de  cet  art,  comme 
méthode  géométrique,  démontra  plusieurs  propositions  concernant  les  pro- 
priétés descriptives  des  figures,  qui  rentrent  aujourd'hui  dans  la  théorie  des 
transversales ,  et  donna  des  éléments  de  cette  partie  de  la  Géométrie  qu'on  a 
appelée,  dans  ces  derniers  temps.  Géométrie  de  la  règle. 

Le  Traité  des  comètes,  intitulé  Insigniores  orbitœ  cometarwm  proprietates 
(in-S*',  Âugsbourg  1761),  contient,  dans  un  style  purement  géométrique,  de 
nombreuses  propriétés  des  coniques,  relatives  à  leurs  relations  descriptives 
et  à  la  mesure  de  divers  secteurs  pris  dans  ces  courbes;  et  fait  usage  de  ces 
belles  découvertes  pour  la  détermination  du  mouvement  des  comètes. 

On  y  distingue  surtout  cette  propriété  de  Tellipse,  qui  est  devenue  d'une 
si  haute  importance  dans  cette  théorie  : 

Si  dans  deux  ellipses^  construites  sur  le  même  grand  axe,  on  prend 
deux  arcs  tels  que  les  cordes  soient  égales  entre  elles,  et  que  de  plus  les 
sommes  des  rayom  vecteurs  menés,  des  foyers  de  ces  ellipses,  aux  extrémités 
de  ces  arcs  respectivement,  soient  aussi  égales  entre  elles  ;  les  deux  secteurs 
compris  dans  chaque  ellipse  entre  son  arc  et  les  deux  rayons  vecteurs  seront 
entre  eux  comme  les  racims  carrées  des  paramètres  des  deux  ellipses. 
(Sect.  4%  lemme  26.) 
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Considérant  Tellipse  comme  une  orbite  planétaire^  et  substituant  aux 
secteurs  les  temps  employés  à  parcourir  leurs  arcs^  d'après  le  principe  de 
Newton^  que  le  temps  est  comme  Taire  du  secteur  parcouru^  divisée  par  la 
racine  carrée  du  paramètre  ^,  on  en  conclut  que^  dans  les  deux  ellipses  dont 
nous  venons  ()e  parler,  les  temps  employés  à  parcourir  les  deux  secteurs 
sont  les  mêmes. 

Ce  théorème  offre  le  moyen  de  ramener  le  calcul  du  temps  employé  à 
décrire  un  arc  d'ellipse  donné,  au  temps  par  un  arc  d'une  autre  ellipse 
quelconque,  qui  ait  le  même  grand  axe;  et  même  au  temps  par  une  partie 
de  ee  grand  axe,  en  supposant  que  Fellipse  se  confonde  avec  cet  axe,  par 
Févanouissement  de  Taxe  conjugué,  et  que  le  mobile  parcoure  ce  mémo  axe. 

Ces  considérations  géométriques  sont  simples,  et  cependant  elles  ont 
suffi  pour  conduire  Lambert  au  théorème  le  plus  important  de  la  théorie 
des  comètes,  dont  les  démonstrations  qu'on  en  a  données  depuis,  par  la 
voie  du  calcul,  ont  exigé  toutes  les  ressource  de  l'Analyse  la  plus  relevée. 

La  propriété  de  l'ellipse,  qui  est  le  fondement  de  ce  théorème,  convient 
aussi  aux  secteurs  de  l'hyperbole,  ainsi  que  l'a  démontré,  par  de  simples 
considérations  de  Géométrie,  le  célèbre  Lexell,  dans  un  Mémoire  où  il  fait 
connaître  diverses  autres  propriétés  des  coniques  ^. 

Lambert  est  revenu  souvent  sur  la  théorie  et  le  calcul  des  mouvements 
planétaires,  et  a  trouvé  encore  à  y  faire  un  usage  utile  de  la  Géométrie, 
particulièrement  pour  substituer,  à  l'Analyse,  des  constructions  graphiques 
qui  servent  à  déterminer  les  orbites  des  comètes  par  trois  observations  \ 

Nous  ne  pouvons  rechercher,  dans  les  immenses  travaux  de  Lambert,  ses 
autres  titres  à  la  reconnaissance  des  amateurs  de  la  pure  Géométrie,  parce 
que  le  glus  grand  nombre  de  ses  Mémoires  sont  écrits  en  allemand. 

*  Livre  4",  section  3,  proposition  XIV  des  Principes. 

*  Nova  aeta  de  Pétersbourg,  tom.  I*',  ann.  4785. 

»  Cette  méthode  est  détaillée  et  appliquée  à  plusieurs  exemples  dans  la  troisième  partie  du 
rceoeil  des  Mémoires  divers  de  Lambert,  intitulé  :  Beylràge  zur  Mathemalik,  etc.  Berlin,  1765 
à  177S;4vol.  in-8*. 
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§  38.  Nous  terminerons  ici  cet  aperçu  des  progrès  et  des  services  de  I9 
Géométrie  dans  le  cours  du  XVIII®  siècle,  qui  forme  notre  quatrième  Époque. 
L'usage  et  le  goût  de  ces  sortes  de  spéculations  se  sont  éteints,  et  nous  ne 
trouverions  plus  guère  que  des  questions  isolées ,  éparses  dans  les  collections 
académiques.  Plusieurs  cependant  pourraient  nous  donner  occasion  de  citei 
des  noms  célèbres  :  Euler,  Lagrange,  Fuss,  Lexell,  etc.;  et  nous  pourrions < 
en  généralisant  parfois,  au  moyen  des  méthodes  nouvelles,  les  premiers 
résullats  de  ces  illustres  géomètres,  montrer  que  la  Géométrie  a  réellement 
fait  des  progrès  dans  ces  derniers  temps ,  et  qu'elle  est  susceptible  de  perfec- 
tionnements décisifs,  dont  l'effet  sera  de  diminuer  un  jour  l'intervalle  qui 
sépare  aujourd'hui  celte  science  de  celle  du  calcul. 

Mais  de  nouveaux  développements  nous  éloigneraient  de  la  fin  de  cel 
écrit,  à  laquelle]^nous  avons  hâte  d'arriver. 
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CHAPITRE  Ve 


CIIYQUIËME    ÉPOQUE. 


§  1.  Dans  ces  derniers  temps ^  après  un  repos  de  près  d'un  siècle^  la  Géométrie  desenpi 
Géométrie  pure  s'enrichit  d'une  doctrine  nouvelle,  la  Géométrie  descriptive, 
complément  nécessaire  de  la  Géométrie  analytique  de  Descartes,  et  qui, 
coDune  elle,  devait  avoir  des  résultats  immenses,  et  marquer  une  ère  nou- 
velle dans  l'histoire  de  la  Géométrie. 

Cette  science  est  due  au  génie  créateur  de  Monge. 

Elle  embrasse  deux  objets  : 

Le  premier  est  de  représenter  sur  une  aire  plane  tous  les  corps  d'une 
forme  déterminée,  et  de  transformer  ainsi,  en  constructions  planes,  les  opé- 
rations graphiques  qu'il  serait  impossible  d'exécuter  dans  l'espace. 

Le  second  est  de  déduire,  de  cette  représentation  des  corps,  leurs  rapports 
mathématiques,  résultant  de  leurs  formes  et  de  leurs  positions  respectives. 

Cette  belle  création ,  qui  fut  d'abord  destinée  à  la  Géométrie  pratique  et 
aux  arts  qui  en  dépendent,  en  constitua  réellement  la  théorie  générale, 
puisqu'elle  réduisit,  à  un  petit  nombre  de  principes  abstraits  et  invariables, 
et  à  des  constructions  faciles  et  toujours  certaines,  toutes  les  opérations 
géométriques  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  Coupe  des  pierres,  la  Char- 
pente^ la  Perspective,  la  Fortification,  la  Gnomonique,  etc.,  et  qui  aupara- 
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vant  ne  s'exécutaient  que  par  des  procédés  incohérents  entre  eux^  incertains, 
et  souvent  peu  rigoureux.  (Voir  la  Note  XXIII.) 

§2.  Mais^  outre  ri mportance  due  à  cette  première  destination^  qui  don- 
nait un  caractère  de  rationalité  et  de  précision  à  tous  les  arts  de  construc- 
tion^ la  Géométrie  descriptive  en  eut  une  autre  très-grande^  due  aux  services 
réels  qu'elle  rendit  à  la  Géométrie  rationnelle^  sous  plusieurs  rapports,  et  aux 
sciences  mathématiques  en  général. 

La  Géométrie  descriptive,  en  effet,  qui  n'est  que  la  traduction  graphique 
de  la  Géométrie  générale  et  rationnelle,  servit  de  flambeau  dans  les  re- 
cherches et  dans  l'appréciation  des  résultats  de  la  Géométrie  analytique  ;  et , 
par  la  nature  de  ses  opérations^  qui  ont  pour  but  d'établir  une  correspon- 
dance complète  et  sure  entre  des  figures  efTectivement  tracées  sur  un  plan 
et  des  corps  fictifs  dans  l'espace,  elle  familiarisa  avec  les  formes  de  ces 
corps,  les  fit  concevoir  idéalement,  avec  exactitude  et  promptitude,  et  doubla 
de  la  sorte  nos  moyens  d'investigation  dans  la  science  de  l'étendue. 

La  Géométrie  devint  ainsi  en  état  de  répandre  plus  aisément  sa  généra- 
lité et  son  évidence  intuitive  sur  la  mécanique  et  sur  les  sciences  physico- 
mathématiques. 

Cette  influence  utile  de  la  Géométrie  descriptive  s'étendit  naturellement 
aussi  sur  notre  style  et  notre  langage  en  mathématiques^  qu'elle  rendit  plus 
aisés  et  plus  lucides^  en  les  affranchissant  de  cette  complication  de  figures 
dont  l'usage  distrait  de  l'attention  qu'on  doit  au  fond  des  idées,  et  entrave 
l'imagination  et  la  parole. 

La  Géométrie  descriptive^  en  un  mot,  fut  propre  à  fortifier  et  à  développer 
notre  puissance  de  conception  ;  à  donner  plus  de  netteté  et  de  sûreté  à 
notre  jugement;  de  précision  et  de  clarté  à  notre  langage;  et^  sous  ce 
premier  rapport^  elle  fut  infiniment  utile  aux  sciences  mathématiques  en 
général. 

§  3.  En  la  considérant  en  particulier  comme  simple  doctrine  gé(Nmé- 
trique^  nous  trouvons  encore  qu'elle  apporta  un  immense  secours  dans  la 
science  de  l'étendue.  Car  elle  devint^  par  ses  principes  et  par  la  corrélation 
constante  qu'elle  établissait  entre  les  figures  à  trois  dimensions  et  les  figures 
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planes^  un  véritable  moyen  de  recherche  et  de  démonstration  en  Géométrie 
rationnelle  ;  et  par  ses  procédés  y  qui  sont  en  Géométrie  pratique  ce  que  les 
quatre  règles  de  Tarithmétique  sont  dans  la  science  du  calcul^  elle  fournit  un 
moyen  de  solution  a  priori  dans  des  questions  où  la  Géométrie  de  Descartes  ^ 
toute-puissante  en  tant  d'autres  circonstances^  se  trouvait  arrêtée  par  les 
bornes  que  rencontrait  TAIgèbre  elle-même. 

§  4.  Monge  nous  donna  ^  dans  son  Traité  de  Géométrie  descriptive^  les 
premiers  exemples  de  Futilité  de  Talliance  intime  et  systématique  entre  les 
figures  à  trois  dimensions  et  les  figures  planes.  Cest  par  de  telles  considé- 
rations qu'il  démontra^  avec  une  élégance  rare  et  une  évidence  parfaite^  les 
beaux  théorèmes  qui  constituent  la  théorie  des  pôles  dans  les  courbes  du 
second  degré;  la  propriété  des  centres  de  similitude  de  trois  cercles  pris 
deux  à  deux^  lesquels  centres  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite;  et  diverses 
autres  propositions  de  Géométrie  plane. 

Depuis^  les  élèves  de  Monge  cultivèrent  avec  succès  cette  Géométrie, 
d^un  genre  vraiment  nouveau,  à  laquelle  on  a  souvent  donné,  avec  raison, 
le  nom  d'école  de  Monge,  et  qui  consiste,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
à  introduire  dans  la  Géométrie  plane  des  considérations  de  Géométrie  à  trois 
dimensions. 

Les  découvertes  faites  de  cette  manière  sont  nombreuses;  leur  exposé 
présenterait  certainement  une  page  intéressante  dans  l'histoire  de  la  Géo- 
métrie; mais  nous  ne  pouvons  nous  le  permettre  ici,  ni  entrer  dans  des 
détails  qui  allongeraient  beaucoup  trop  cet  écrit  ^ 

§5.  Les  procédés  par  lesquels  Monge  transforma  les  figures  de  Tespace  Méthode  de  iransmata. 

lion  des  figures. 

en  figures  planes,  parles  projections  orthogonales  sur  deux  plans  rectan- 

*  L*uii  des  géomètres  qui  les  premiers  aperçurent  toutes  les  ressources  de  cette  méthode,  fut 
M.  Brianehon,  qui, dans  un  Mémoire  imprimé  dans  le  treizième  Cahier  du  Journal  de  l'École 
potytechniqve  (année  1810),  présenta  sur  ce  sujet  des  réflexions  neuves  et  étendues,  auxquelles 
M.  Poncelet  nous  apprend  devoir  la  première  idée  des  belles  et  nombreuses  recherches  géomé- 
triqiies,  contenues  dans  son  Traité  des  Propriétés  projectives.  L'école  de  Monge  est  très-rede- 
vable aussi  à  M.  Gergonne,  qui  la  servie  utilement  par  ses  propres  travaux,  toujours  empreints 
de  Tues  philosophiques  profondes,  et  par  Taccueil  qu'il  a  fait,  dans  ses  Annales  de  Mathéma- 
Hqueê,  aux  productions  des  anciens  élèves  de  TÉcole  polytechnique. 
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gulaires  qu'il  suppose  abattus  Tun  sur  Tautre^  offrenl  en  particulier  un 
moyen  de  découvrir  une  foule  de  propositions  de  Géométrie  plane  sur  les 
figures  qui  résultent  de  Fensemble  de  ces  deux  projections.  De  sorte  quUl 
n'est  point  d'épuré  de  Géométrie  descriptive  qui  n'exprime  quelque  théorème 
de  Géométrie  plane.  Dans  la  plupart  de  ces  théorèmes^  se  trouveront  des 
lignes  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  servait  d^io- 
tersection  aux  deux  plans  de  projection;  mais^  si  Ton  fait  ensuite  la  pers- 
pective de  la  figure  sur  un  plan^  ces  lignes  deviendront  concourantes  en  un 
point ,  et  le  théorème  prendra  une  plus  grande  généralité. 

Voilà  donc^  comme  nous  l'avons  dit^  un  moyen  très-fécond  de  démon- 
trer^ d'une  manière  toute  nouvelle  et  toute  particulière^  une  foule  de  propo- 
sitions de  Géométrie  plane.  On  démontrera  ainsi  la  plus  grande  partie  des 
théorèmes^  sinon  tous^  de  la  théorie  des  transversales^  et  la  plupart  des 
innombrables  propriétés  des  sections  coniques. 

Prenons^  par  exemple^  l'épure  où  il  s'agit  de  trouver  le  point  d'intersection 
des  trois  plans  ;  ce  point  sera  à  l'intersection  des  trois  droites  suivant  les- 
quelles ces  plans  se  coupent  deux  à  deux  ;  les  projections  de  ces  trois  droites 
sur  l'un  des  deux  plam  de  projection  passent  dom  par  un  même  point  ;  ce 
fait^  évident^  devient  l'expression  du  théorème  suivant  : 

Si  tofi  a  dans  un  plan  deux  triangles  dont  les  côtés  concourent  deux  à 
deux  en  trois  points  situés  sur  une  ménie  droite  L,  et  que  par  un  point, 
pris  arbitrairement,  on  mène  trois  droites  aux  sommets  du  premier 
triangle  ;  qu'on  les  prolonge  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  en  trois  points 
la  droite  L  ;  qu'ion  joigne  ces  trois  points,  respectivement,  aux  trois  som- 
mets du  second  triangle,  par  trois  droites;  ces  droites  iront  concourir  en 
un  même  point. 

Ce  théorème  serait  susceptible  de  plusieurs  conséquences  :  nous  nous 
bornerons  à  faire  remarquer  qu'on  en  conclut^  comme  corollaire^  le  théo- 
rème de  Desargues  dont  nous  avons  parlé  (deuxième  Époque^  §  28);  il  suffit 
de  supposer  que  le  point  pris  arbitrairement  est  le  point  de  concours  de  deux 
des  trois  sommets  du  premier  triangle  respectivement  aux  sommets  corres- 
pondants du  second. 
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L'épui-e  au  moyen  de  laquelle  on  construit  les  traces  d'un  plan  qui  doit 
passer  par  trois  points  dont  les  projections  sont  données^  conduit  à  un  autre 
théorème^  de  même  nature  que  le  précédent^  et  qui  donne ^  comme  corol- 
laire ,  le  réciproque  de  celui  de  Desargues. 

§  6.  Ce  genre  de  démonstration  conduit^  avec  une  égale  facilité^  à  des 
propriétés  des  coniques^  et  même  des  courbes  de  tous  les  degrés. 

Coucevons^  par  exemple^  dans  le  plan  horizontal^  une  conique  qui  soit 
la  base  d'un  cylindre  dont  la  direction  des  arêtes  soit  donnée;  que  Ton 
construise  la  trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  vertical;  puis^  qu'on  fasse  la 
perspective  de  Fépure  sur  un  plan  quelconque  :  on  aura  une  figure  qui 
représentera  une  première  conique  tracée  arbitrairement^  et  une  seconde 
conique  construite^  au  moyen  de  la  première^  par  les  intersections  de  lignes 
droites  issues  de  deux  poinis  fixes. 

Si,  au  lieu  de  la  première  conique ,  on  prend  une  courbe  d'un  degré  quel- 
conque^ on  aura  une  seconde  courbe  qui  sera  du  même  degré. 

Voilà  donc  un  moyen  de  transformer^  sur  un  plan^  une  courbe  quelconque 
en  une  autre  du  même  degré. 

Il  est  clair  que  les  tangentes  à  la  seconde  courbe  se  détermineront  au 
moyen  des  tangentes  à  la  première  ;  et  ces  tangentes  se  couperont,  deux  à 
deux,  en  des  points  qui  seront  tous  en  ligne  droite.  Ce  sera  la  droite  qui 
représente  l'intersection  des  deux  plans  de  projection.  Cette  circonstance 
offre  un  théorème  de  Géométrie  concernant  les  courbes  de  tous  les  degrés. 

Prenons,  pour  dernier  exemple,  un  cylindre  vertical  ayant  pour  base,  sur 
le  plan  horizontal,  une  conique;  qu'on  le  coupe  par  un  plan  mené  arbitrai- 
rement, et  que  l'on  construise,  sur  le  plan  vertical,  la  projection  de  la  courbe 
d'intersection;  ce  sera  une  seconde  conique.  Les  tangentes  à  ces  deux  coni- 
ques se  correspondront  deux  à  deux ,  comme  représentant  les  projections  de 
chaque  tangente  à  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  par  le  plan  trans- 
versal; si  donc,  au  moyen  de  ces  projections,  on  cherche  les  points  où 
ces  tangentes,  dans  l'espace,  rencontrent  l'un  des  deux  plans  de  projec- 
tion, ces  points  formeront  une  ligne  droite,  trace  du  plan  transversal  sur 
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le  plan  de  projection.  Cette  circonstance  donnera  lieu  à  une  propriété 
générale  des  deux  coniques  qui  sont  les  projections  de  la  conique  située 
dans  l'espace.  Qu'on  fasse  la  perspective  de  Fépure  sur  un  plan ,  il  en  résul- 
tera une  propriété  générale  du  système  de  deux  coniques  quelconques^  qui 
est  celle-ci  : 

Si^  par  le  point  de  concours  des  deux  tangentes  communes  à  deux  coniques 
quelconques  situées  dans  un  plan^  on  tire  arbitrairement  une  transversale 
qui  rencontre  chacune  de  ces  courbes  en  deux  points  y  et  qu'on  leur  mène 
leurs  tangentes  en  ces  points;  les  tangentes  à  la  première  rencontreront  les 
tangentes  à  la  seconde  en  quatre  points  qui  seront^  deux  à  deux,  sur  deux 
droites  fixes,  quelle  que  soit  la  transversale  menée  par  le  point  de  concours 
des  deux  tangentes  communes  aux  deux  coniques. 

Il  est  plusieurs  autres  manières  de  démontrer^  par  des  considérations  de 
Géométrie  à  trois  dimensions^  ce  théorème  important  dans  la  théorie  des 
coniques;  par  exemple^  si  par  une  courbe  du  second  degré  on  fait  passer 
deux  cônes ^  ayant  pour  sommets  deux  points  quelconques  de  l'espace^  et 
qu'on  cherche  la  seconde  courbe  d'intersection  des  deux  cônes  ^  ce  sera  une 
seconde  conique.  Les  relations  entre  ces  deux  courbes^  situées  dans  l'espace 
sur  deux  cônes  ^  sont  faciles  à  saisir.  Maintenant^  si  l'on  construit  l'épure  qui 
donne  la  projection  de  la  seconde  conique  sur  le  plan  de  la  première^  on 
aura  un  système  de  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan^  et  dont  toutes 
ces  relations  des  deux  courbes  dans  l'espace  offriront  des  propriétés  inté- 
ressantes^ au  nombre  desquelles  se  trouvera  le  théorème  que  nous  venons 
d'énoncer. 

§  7.  Ces  exemples  nous  suffisent  pour  montrer  comment  chaque  épure 
de  Géométrie  descriptive  peut  exprimer  un  théorème  de  Géométrie  plane ^ 
et  nous  croyons  pouvoir  dire  que  cette  voie  ouvrira  une  mine  féconde  de 
vérités  géométriques.  Sous  ce  point  de  vue,  la  Géométrie  descriptive  de 
Monge  offre  une  méthode  de  Géométrie  rationnelle.  Nous  rappellerons 
méthode  de  Transmutation  des  figures. 

Outre  ce  premier  résultat  de  la  Géométrie  descriptive,  d'opérer  la  trans- 
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mutatioD  des  propriétés  des  figures  à  trois  dimensions^  en  propriétés  des 
figures  planes^  nous  devons  faire  remarquer  un  autre  usage  particulier  de 
cette  géométrie  :  c'est  de  conduire  à  une  infinité  de  moyens  d'opérer^  sur 
le  plan^  des  transformations  de  figures  en  figures  du  même  genre ^  ainsi 
qu'avaient  fait  La  Hire  et  Newton;  c'est ^  en  particulier^  d'offrir  une  infinité 
de  moyens  d'atteindre  le  but  que  s'était  proposé  La  Hire  :  décrire  sur  un 
plau,  au  moyen  du  cercle,  les  différentes  sections  coniques,  et  de  transporter 
aiosi,  dans  le  plan,  les  opérations  de  la  perspective.  Il  suflSt,  en  effet,  de 
coucevoir  un  cône  à  base  circulaire,  ayant  pour  sommet  un  point  quel- 
cooque  de  l'espace ,  et  de  couper  ce  cône  par  un  plan  mené  arbitrairement; 
la  section  sera  une  conique ,  dont  une  des  projections  pourra  être  regardée 
comme  une  transformée  de  l'une  des  projections  de  la  base  du  cône  ;  et 
comme  cette  transformée  se  construira  par  des  opérations  planes,  le  but  de 
La  Hire  se  trouvera  atteint. 

Cette  solution  générale  du  problème  de  La  Hire  conduira,  comme  ou  le 
fH'esseDla  cause  de  l'indétermination  des  différentes  données  de  la  question, 
auQ  grand  nombre  de  méthodes  différentes;  et  l'on  parviendra,  de  plusieurs 
maDJères,  à  celle  même  de  La  Hire. 

§  8.  Bien  qu'on  ait  apprécié  les  services  que  Mongc  a  rendus  en  familiari- 
sant avec  les  considérations  de  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  et  en  appre- 
nant à  passer  tour  à  tour  de  cette  Géométrie  a  la  Géométrie  plane,  et  de 
celle-ci  à  la  première,  on  n'a  peut-être  pas  reconnu,  dans  le  mode  particulier 
de  démonstration  dont  nous  venons  de  donner  des  exemples,  toute  l'impor- 
taoce  qui  lui  est  due,  tant  à  cause  des  vérités  géométriques  auxquelles  il 
pouvait  conduire,  et  dont  un  grand  nombre  alors  eussent  été  neuves,  que 
parce  qu'il  était  un  premier  exemple  de  transmutalion  des  figures  à  trois 
dimensions  en  figures  planes,  et  réciproquement.  Les  services  rendus  par  le 
seul  mode  de  tranformalion  usité  jusqu'alors,  la  perspective,  dont  Pascal 
surtout  avait  fait  un  si  heureux  usage,  et  dont  La  Hire,  dans  son  Traité  des 
Ptanicmiqties^  avait  réduit  toules  les  opérations  à  des  constructions  planes, 
étaient  de  nature  à  faire  concevoir  tous  les  avantages  des  autres  modes  de 
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transformation  qui  pourraient  se  présenter^  soit  dans  Tespace^  soit  sur  le 
plan. 

Mais  au  surplus,  en  réfléchissant  sur  les  procédés  de  TAIgèbre,  et  en 
recherchant  la  cause  des  avantages  immenses  qu'elle  apporte  dans  la  Géo- 
métrie, ne  s'apcrçoit-on  pas  qu'elle  doit  une  partie  de  ces  avantages  à  la 
facilité  des  transformations  que  Ton  fait  subir  aux  expressions  qu'on  y  intro- 
duit d'abord  ?  transformations  dont  le  secret  et  le  mécanisme  fonl  la  véritable 
science ,  et  l'objet  constant  des  recherches  de  l'analyste.  N'était-il  pas  naturel 
de  chercher  à  introduire  pareillement,  dans  la  Géométrie  pure,  des  transfor- 
mations analogues,  portant  directement  sur  les  figures  proposées  et  sur  leurs 
propriétés  ? 

La  théorie  des  projections  stéréographiques,  par  laquelle  on  applique  à 
*  des  systèmes  de  coniques  semblables  et  semblablement  placées  (parmi  les- 

quelles peuvent  se  trouver  des  droiles  et  des  points),  les  propriétés  évidentes 
et  palpables  de  systèmes  de  courbes  planes  tracées  sur  une  surface  du  second 
degré,  cette  théorie,  dis-je,  est  un  exemple  frappant  des  avantages  des 
transformations  géométriques.  Diverses  méthodes  qui  se  rattachent,  comme 
nous  le  ferons  voir,  aux  deux  principes  généraux  de  l'étendue,  la  dualité  et 
ïhomographie  des  figures,  que  nous  démontrons  dans  cet  écrit,  sont  de  telles 
méthodes  de  transformation. 

Ces  sortes  de  méthodes ,  dont  l'utilité  nous  paraît  bien  constatée ,  méri- 
tent d'être  cultivées;  et,  si  nous  ne  nous  abusons,  les  géomètres  qui  vou- 
dront méditer  sur  cet  objet  apprécieront  davantage  l'importance  philosophique 
de  la  méthode  de  Iransmutation  que  nous  avons  cherché  a  faire  ressortir  des 
principes  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge. 
Géométrie  |>er>periive  §  9.  Lcs  doclrlncs  dc  Mougc  out  déjà  donné  lieu  à  un  ouvrage  du  môme 
cM  cuii.inery.  g^j^pg^  j^j-^j  Foccasion  sc  présente  de  parler  ici,  par  anticipalion  :  la  Géomé- 
trie perspective  de  M.  Cousinery,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées  (in-4% 
1828),  qui  difl'ère  de  la  méthode  de  Monge  en  ce  que  l'auteur  ne  fait  usage 
que  d'une  seule  projection ,  ou  perspective ,  sur  un  plan. 

Un  plan,  situé  dune  manière  quelconque  dans  l'espace,  est  déterminé 
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dans  répure  par  deux  droites  parallèles^  dont  Tune  est  la  trace  de  ce  plan 
sur  celui  de  projection ,  et  l'autre  est  la  trace  d'un  second  plan  parallèle  au 
premier,  mené  par  Vœil  ou  point  central,  d'où  partent  les  lignes  projetantes. 
Une  droite  est  déterminée  d'une  manière  analogue  par  deux  points,  dont 
l'un  est  celui  où  elle  perce  le  plan  de  projection,  et  l'autre  est  celui  où  une 
seconde  droite  menée  par  le  point  central,  parallèlement  à  la  première,  perce 
ce  même  plan.  Pour  déterminer  un  point,  il  faut  connaître  deux  droites  sur 
lesquelles  il  se  trouve,  dont  l'une  peut  passer  par  l'œil,  et  se  réduire,  en 
perspective,  à  un  point.  Ces  procédés  sont  simples  et  ingénieux;  les  épures 
auxquelles  ils  conduisent  ne  sont  point  trop  compliquées,  et  elles  sont  sus- 
ceptibles, comme  celles  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge,  d'exprimer 
divers  théorèmes  de  Géométrie,  ainsi  que  le  fait  voir  M.  Cousinery. 

Sans  chercher  à  apprécier  les  avantages  que  celte  méthode  pourra  peut- 
être  offrir  sous  le  rapport  industriel ,  c'esl-à-dire  comme  instrument  analogue 
à  la  Géométrie  descriptive  de  Monge,  dans  les  arts  de  construction,  nous  ne 
la  considérerons  que  comme  moyen  de  transformation  des  figures,  et  comme 
méthode  pour  la  recherche  et  la  démonstration  d'une  foule  de  vérités  géo- 
métriques :  sous  ce  rapport,  elle  nous  parait  digne  de  l'attention  des  ama- 
teurs de  la  Géométrie.  M.  Cousinery,  en  se  bornant  à  quelques  exemples 
qui  suffisaient  pour  convaincre  de  l'utilité  de  sa  méthode,  a  ouvert  un 
nouveau  champ  de  spéculations  géométriques,  où  l'on  sera  sur  de  glaner 
abondamment. 

8  10.  Il  nous  reste,  au  sujet  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monffe,  à  wonvea.,  ...«tie  de  dé- 
parler  de  l'influence  qu'elle  a  encore  eue  sur  les  progrès  de  la  Géométrie   derfigu^"!'"^^'** 
pure,  en  introduisant  dans  cette  science  un  mode  de  démonstration  que  les 
Anciens  auraient  repoussé  comme  une  licence  incompatible  avec  leurs  prin- 
cipes rigoureux,  et  qui  a  eu,  entre  les  mains  de  Monge  et  des  géomètres  de 
son  école,  les  plus  heureux  résultats. 

Pour  définir  cette  méthode,  nous  dirons  «  qu'elle  consiste  à  considérer 
»  la  figure,  sur  laquelle  on  a  à  démontrer  quelque  propriété  générale,  dans 
»  des  circonstances  de  construction  générale,  où  la  présence  de  certains 
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»  points^  de  certains  plans  ou  de  certaines  lignes^  qui  dans  d'autres  cir- 
»  constances  seraient  imaginaires^  facilite  la  démonstration.  Ensuite ,  on 
»  applique  le  théorème  qu'on  a  ainsi  démontré  aux  cas  de  la  figure  où  ces 
»  points^  ces  plans  et  ces  droites  seraient  imaginaires;  c'est-à-dire^  qu^on 
»  le  regarde  comme  vrai  dans  toutes  les  circonstances  de  constructions 
»  générales  que  peut  présenter  la  figure  à  laquelle  il  se  rapporte.  »  La 
Géométrie  de  Monge  nous  offre  de  beaux  exemples  de  cette  manière  d'agir. 

Ainsi  ^  pour  démontrer  que^  si  des  cônes  circonscrits  à  une  surface  du 
second  degré  ont  leurs  sommets  en  ligne  droite^  les  plans  de  leurs  courbes 
de  contact  passent  tous  par  une  môme  droite ,  Monge  suppose  que ,  par  la 
droite  lieu  des  sommets  des  cônes  ^  on  peut  mener  deux  plans  tangents 
à  la  surface;  les  courbes  de  contact  des  cônes  passeront  toutes  par  les 
deux  points  de  conta(;t  de  ces  plans  tangents  ;  leurs  plans  passeront  donc  tous 
par  la  droite  qui  joindra  ces  deux  points.  Le  théorème  est  donc  démontré^ 
pour  la  disposition  supposée  de  la  figure;  et  Monge  prononce  que  cette 
démonstration  s'étend  au  cas  où  l'on  ne  pourra  point  mener  de  plans  tan- 
gents à  la  surface  par  la  droite  lieu  des  sommets  des  cônes  ;  c'est-à-dire ,  que 
le  théorème  a  lieu  pour  toute  position  possible  de  cette  droite. 

Cette  méthode  de  Monge  nous  parait  fondée  sur  cette  observation^  qu'une 
figure  peut  présenter  dans  sa  construction  la  plus  générale  deux  cas  diffé- 
rents :  dans  le  premier^  certaines  parties  (points^  plans^  lignes  ou  surfaces) 
dont  ne  dépend  pas  nécessairement  la  construction  générale  de  la  Ggure, 
mais  qui  en  sont  des  conséquences  conllngentes  ou  accidentelles,  sont  réelles 
et  palpables;  dans  le  second  cas,  ces  mômes  parties  n'apparaissent  plus  : 
elles  sont  devenues  imaginaires;  et  cependant  les  conditions  générales  de 
construction  de  la  figure  sont  restées  les  mômes. 

Par  exemple,  si  l'on  dit  de  tracer  dans  l'espace  une  surface  du  second 
degré  et  une  ligne  droite,  qui  aient  entre  elles  toute  la  généralité  possible 
de  position,  cette  question  comportera  deux  cas  :  celui  où  la  ligne  droite 
rencontre  la  surface,  et  celui  où  elle  ne  la  rencontre  pas;  et  ces  deux  cas 
offriront  la  môme  généralité,  parce  que  dans  chacun  d'eux  la  ligne  droite 
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sera  tirée  arbitrairement^  sans  que  Ton  ait  égard  à  la  position  déjà  donnée 
à  la  surface  du  second  degré  ;  ils  différeront  en  ce  que  les  deux  points 
(intersection  de  la  ligne  droite  et  de  la  surface  sont  réels  dans  le  premier 
cas^  et  imaginaires  dans  le  second.  Nous  dirons  que  ces  deux  points  sont 
une  des  relations  contingentes,  ou  accidentelles^  du  système  de  la  surface  et 
de  la  droite. 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  faire  remarquer  que  nous  n'entendons  nulle- 
ment parler  ici  des  circonstances  particulières  de  construction  d'une  figure^ 
auxquelles  on  a  consacré  l'expression  de  cas  particuliers,  qui  sont  celles  où 
plusieurs  points^  lignes^  ou  surfaces^  viennent  à  se  confondre.  Ainsi  ^  dans 
l'exemple  précédent^  si  la  droite  est  tangente  à  la  surface  du  second  degré^ 
ce  sera  un  cas  particulier;  et  un  théorème  démontré  sur  cette  figure  ne 
serait  point  regardé  comme  s'appliquant  nécessairement  à  la  figure  générale. 

§11.  La  méthode  dont  il  s'agit^  qui  nous  parait  avoir  pris  naissance  dans 
les  beaux  exemples  que  M onge  nous  en  a  donnés  dans  sa  Géométrie  descrip- 
tive, a  été  suivie  depuis  par  la  plupart  de  ses  disciples^  mais  toujours  tacite- 
ment, comme  JMonge  avait  fait  lui-même^  c'est-à-dire  sans  entrer  dans  les 
considérations  que  nous  venons  de  présenter^  et  sans  chercher  à  justifier 
cette  manière  de  raisonner. 

Ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps  que  M.  Poncelet  a  abordé  franche-  Principe  de  eominuaé. 
nient  cette  question^  qui  méritait  d'être  approfondie^  et  qu'il  l'a  rattachée  à  un 
point  de  doctrine  important  dans  la  Géométrie  rationnelle.  On  voit  que  nous 
voulons  parler  du  principe  de  continuité,  que  ce  savant  géomètre  a  mis  en 
avant  et  développé  dans  son  Traité  des  Projyriétés  projeclives,  et  dont  il  a 
foit  les  plus  heureuses  applications  ;  mais  qui^  n'étant  point  démontré  rigou- 
rensement,  n'a  été  considéré,  par  d'autres  célèbres  académiciens,  que  comme 
wae  forte  induction ,  et  un  moyen  précieux  pour  deviner  et  pressentir  les 
vérités,  mais  non  pour  suppléer  aveuglément,  et  dans  tous  les  cas,  à  leur 
démonstration  rigoureuse. 

n  faut  en  convenir  :  si  les  géomètres,  en  pratiquant  la  méthode  de  Monge, 
^k  principe  de  continuité,  devaient  justifier  cette  manière  d'agir  par  des  con- 


I 

L 


^0  HISTOIRE  DE  LÀ  GÉOMÉTRIE. 

sidérations  de  pure  Géométrie  y  puisées  dans  quelques  principes  préexistants 
et  démontrés  a  priori,  les  moyens,  jusqu'à  ce  jour,  nous  paraîtraient  leur 
manquer  :  et  si  leur  marche,  comme  celle  de  Monge,  a  toujours  été  assurée  et 
n'a  point  laissé  de  nuage  dans  leur  esprit,  ils  ont  puisé,  ce  me  semble,  cette 
confiance  dans  le  sentiment  d'infaillibilité  que  les  habitudes  de  l'Analyse 
algébrique  ont  fait  naître  en  eux. 
Démonstration  de  la     §  12.  Nous  croyous  cu  cffct  qu'ou  pourra,  dans  chaque  cas  particulier, 

methodr  de  Monge. 

justifier  a  posteriori  la  méthode  en  question,  par  un  raisonnement  fondé 
sur  les  procédés  généraux  de  l'Analyse. 

Il  suffit  d'observer  que  les  deux  circonstances  générales  de  construction 
d'une  figure,  dont  nous  avons  parlé,  et  dont  la  distinction  est  importante, 
parce  qu'elles  nous  paraissent  être  la  véritable  origine  de  la  question  qui 
nous  occupe,  n'entrent  jamais  en  considération  dans  l'application  de  l'Ana- 
lyse finie  à  la  Géométrie.  Les  résultats  obtenus  par  cette  méthode  s'appli- 
quent, dans  toute  leur  étendue,  à  ces  deux  circonstances  générales  de  con- 
struction. Ces  résultats  sont  des  théorèmes  concernant  les  parties  intégrantes 
et  permanentes  de  la  figure,  celles  qui  appartiennent  à  sa  construction  géné- 
rale ,  et  qui  sont  toujours  réelles  dans  les  deux  cas  ;  théorèmes  tout  à  fait 
indépendants  des  parties  secondaires,  ou  contingentes  et  accidentelles  de  la 
figure,  qui  peuvent  être  indifféremment  réelles  ou  imaginaires,  sans  changer 
les  conditions  générales  de  construction  de  la  figure. 

Donc,  quand  ces  résultats  généraux  sont  démontrés,  n'importe  comment^ 
sur  l'une  des  deux  figures,  on  peut  conclure  qu'ils  ont  également  lieu  dans 
l'autre  figure. 

Cette  manière  de  justifier  la  doctrine  de  Monge,  qu'on  regardera  peut-être 
aussi  comme  une  démonstration  a  posteriori  du  principe  de  continuité,  con- 
sidéré en  Géométrie,  comporte  les  exceptions  dont  ce  principe  sera  suscep- 
tible; car  ces  exceptions  ne  seront  autres  que  celles  que  rencontrerait  l'Ana- 
lyse elle-même.  Ainsi,  par  exemple,  on  devra  se  garder  d'appliquer  ce  prin- 
cipe aux  questions  dans  lesquelles,  si  l'on  voulait  faire  entrer  dans  l'Analyse 
les  circonstances  générales  de  construction  dont  nous  avons  parlé,  on  trouve- 
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rait  qu'il  a  aurait  à  changer  autre  chose  que  les  signes  des  coefficients  des 
quantités  variables;  par  exemple^  les  signes  des  exposants  de  ces  quantités  '  ; 
on  ne  devra  point  l'appliquer  non  plus  aux  questions  qui^  traitées  par  FAna- 
lyse^  exigeraient  des  intégrales  définies^  parce  qu'un  simple  changement  de 
signe^  qui  établirait  la  difl*érence  entre  les  deux  circonstances  générales  de 
eonstruction  de  la  figure^  changerait  totalement  les  résultats  de  l'Analyse. 

Mais^  dans  toutes  les  questions  de  Géométrie  qui  n'exigeraient  que  le 
secours  de  l'Analyse  finie  ^  telle  que  Descartes  nous  a  appris  à  en  faire  usage^ 
on  pourra  mettre  toute  confiance  dans  la  méthode  de  Monge.  Ainsi  ^  par 
exemple^  si  l'on  considère  dans  l'espace  un  cône  du  second  degré  et  un  plan 
transversal^  placé  de  la  manière  la  plus  générale  par  rapport  au  cône^  ce 
plan  pourra  avoir  deux  positions  différentes^  qui  satisferont  également  à 
cette  condition  de  plus  grande  généralité  possible.  Dans  la  première^  il  cou- 
pera le  cône  suivant  une  hyperbole^  dont  on  pourra  tracer  les  deux  asymp- 
totes; dans  la  seconde^  il  coupera  le  cône  suivant  une  ellipse;  et  les  deux 
droites  qui^  dans  la  première  figure^  étaient  les  asymptotes  de  l'hyperbole^ 
seront  imaginaires  dans  la  seconde  figure.  Néanmoins^  toute  propriété  géné- 
rale de  la  première  figure^  démontrée  même  avec  le  secours  des  deux  asymp- 
totes^ appartiendra  à  la  seconde  figure^  pourvu^  bien  entendu^  que  cette 
propriété  ne  concerne  point  directement^  ni  implicitement^  les  asymptotes: 
dans  ce  cas  elle  ne  serait  point  une  propriété  générale ,  indépendante  des 
circonstances  de  construction  qui  font  que  ces  asymptotes  sont  ou  ne  sont  pas 
réelles. 

Ce  que  nous  disons  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  ne  s'applique  pas  à  la 
parabole^  parce  que  la  position  du  plan  transversal^  qui  donne  pour  section 
dans  le  cône  une  parabole^  est  une  position  particulière.  Ainsi ^  une  pro- 
priété de  la  parabole^  qu'on  aurait  démontrée  en  s'appuyant  sur  cette  cir- 

*  Nous  ne  pensons  pas  que  de  telles  questions  puissent  se  présenter.  Car  les  deux  circon- 
8tanf«s  gëni^rales  de  construction  d'une  figure,  dont  la  considf^ralion  est  la  base  de  notre 
nunière  d'envisager  la  méthode  de  Monge,  nous  paraissent  ne  différer,  dans  l'expression  algé- 
Wquedf  la  figure,  que  parla  différence  des  signes  des  eoefTicients  indépendants. 
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constance  que  le  plan  transversal  qui  la  fait  naître  dans  le  cône  a  une 
position  particulière  par  rapport  h  ce  cône^  n'appartiendrait  points  par  la 
seule  vertu  du  principe  de  Monge^  à  Tellipse  ou  à  Fhyperbole. 

§  13.  Ces  mêmes  considérations  ont  lieu  pour  les  surfaces  du  second 
degré.  Elles  se  divisent^  sous  un  certain  rapport^  en  deux  classes  :  pour  Tune 
de  ces  surfaces  (Fliyperboloïde  à  une  nappe) ^  le  plan  tangent  en  chacun  de 
ses  points  la  touche  suivant  deux  droites  entièrement  comprises  sur  la  sur- 
face; et^  pour  les  deux  autres  surfaces  (Fellipsoïde  et  Thyperboloïde  à  deux 
nappes)^  ces  deux  droites  sont  imaginaires.  Eh  bien^  une  propriété  générale 
de  rhyperboloïde ,  démontrée  avec  le  secours  des  deux  droites  en  ques- 
tion^ pourvu  qu'elle  ne  comprenne^  ni  directement^  ni  implicitement^  ces 
deux  droites  dans  son  énoncé^  appartiendra  également  aux  deux  autres 
surfaces. 

Par  exemple^  qu'on  veuille  démontrer  les  deux  théorèmes  qui  constituent 
la  doctrine  des  projections  stéréographiques  :  on  prendra  Thyperboloïde  à 
une  nappe^  pour  lequel^  avec  le  secours  des  deux  droites  que^  par  chaque 
points  on  peut  mener  sur  sa  surface^  ces  deux  théorèmes  sont  évidents;  et 
Ton  conclura  immédiatement^  avec  toute  sûreté^  qu'ils  ont  également  lieu 
pour  les  autres  surfaces  du  second  degré. 

On  conçoit  que  si,  au  lieu  de  démontrer  ces  deux  théorèmes  rela- 
tivement à  rhyperboloïde  à  une  nappe,  surface  d'une  construction  tout 
aussi  générale  que  celle  de  l'ellipsoïde  et  de  rhyperboloïde  à  deux  nappes, 
on  les  eût  démontrés  pour  la  sphère,  on  n'aurait  pas  pu  les  appliquer^ 
en  vertu  seulement  de  la  méthode  de  Monge,  aux  autres  surfaces  du 
second  degré,  parce  que  la  sphère  n'est  point  une  surface  d'une  construction 
générale. 

§  14.  Mais  nous  pouvons  dire,  tout  de  suite,  qu'avec  le  secours  d'une  autre 
Méthode  de  généralisa- méthode,  OU  applîquc  les  propriétés  générales  de  la  sphère  à  l'ellipsoïde;  et 

alors,  par  la  méthode  de  Monge,  elles  deviennent  des  propriétés  générales 
de  toutes  les  surfaces  du  second  degré.  Celte  méthode  de  transformation , 
que  nous  avons  exposée  dans  la  Correspondance  polytechnique  (  tom.  III , 


tion 
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pag.  326)^  est  analytique  :  elle  consiste  à  faire  croître  proportionnellement 
les  coordonnées  de  chaque  point  de  la  sphère.  Nous  nous  en  sommes  servi 
pour  transformer  les  propriétés  descriptives^  et  celles  qui  concernent  les  vo- 
lumes des  corps;  depuis,  nous  Favons  appliquée  aux  propriétés  concernant  les 
longueurs  des  lignes  courbes  et  les  aires  des  surfaces  courbes.  Nous  Favons 
généralisée  aussi^  sous  un  autre  rapport^  en  la  rendant  propre  à  transporter  aux 
hyperboloïdes  les  propriétés  générales  des  paraboloïdes^  comme  celles  de  la 
sphère  à  Fellipsoïde.  Mais  cette  méthode  générale  étant  comprise^  comme  cas 
particulier^  dans  notre  principe  général  de  déformation  homographiqae,  nous 
DiDsisterons  point  davantage  sur  ses  usages  et  son  degré  d'utilité. 

Nous  devons  faire  remarquer  une  différence  caractéristique  qui  distingue 
cetle  méthode  de  celle  dont  nous  parlions  d'abord  ^  quoique  par  Fune  et  par 
Fautre  on  généralise  un  premier  résultat. 

Le  mode  de  déformation  que  nous  venons  d'indiquer  est  une  véritable 
méthode  de  généralisation^  qui  transporte  à  une  figure^  d'une  construction 
tout  à  fait  générale^  les  propriétés  connues  d'une  figure  d'une  construction 
particulière. 

L'autre  méthode^  au  contraire^  qui  fait  usage  des  relations  contingentes^ 
D'opéré  que  sur  une  propriété  d'une  figure  de  la  construction  la  plus  géné- 
rale^ et  la  transporte  à  une  autre  figure  d'une  construction  non  moins  géné- 
rale, qui  ne  diffère  de  la  première  figure  que  par  des  circonstances  secondaires 
et  accidentelles  qui  ont  servi  à  la  démonstration^  mais  qui^  ayant  en  quelque 
sorte  été  éliminées  dans  le  résultat  des  raisonnements  où  on  les  avait  fait 
entrer,  ne  sont  pour  rien,  ni  directement,  ni  implicitement,  dans  l'énoncé 
<lela  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

§  15.  Cette  méthode  nous  paraîtrait  mériter,  plus  qu'aucune  autre,  le 
nom  de  méthode  d'intuition^  puisqu'elle  est  véritablement  fondée  sur  la  vue 
iei choses.  Mais  ce  caractère  d'intuilion  est  le  propre,  en  général,  des  mé- 
thodes qui  reposent  sur  la  pure  contemplation  de  l'étendue ,  et  particulière- 
Dttent  de  celles  où  l'on  fait  intervenir  la  considération  des  figures  à  trois 
dimensions,  pour  la  démonstration  des  propositions  de  Géométrie  plane.  La 
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dénomination  de  méthode  d'intuition^  qui  convient  en  général  à  la  Géométrie 
de  Monge,  ne  caractériserait  donc  pas  ce  principe,  en  vertu  duquel  on  ap- 
plique, à  un  étal  général  d'un  système,  les  propriétés  qu'on  a  démontrées  pour 
un  autre  état,  également  général,  du  même  système.  Mais  la  dénomination  de 
Méthode  ou  principe  des  relations  contingentes  nous  paraîtrait  la  caractériser 
d'une  manière  assez  précise  et  assez  complète. 

Nous  préférons  cette  dénomination  à  celle  de  principe  de  continuité, 
parce  que  ce  principe  implique  l'idée  de  l'infini,  qui  n'entre  nullement  dans 
la  méthode  des  relations  contingentes.  Nous  développerons  cette  idée  dans 
la  Note  XXIV. 

Nous  pourrions  citer  beaucoup  d'exemples  de  l'application  qu'on  a  faite, 
tacitement,  du  principe  des  relations  contingentes;  mais  nous  avons  trouvé 
une  question  nouvelle  qui  nous  parait  éminemment  propre  à  montrer  t^usage 
et  Futilité  de  ce  principe,  c'est  celle  où  il  s'agit  de  déterminer,  en  grandeur 
et  en  direction,  les  trois  diamètres  principaux  d'un  ellipsoïde  dont  trois 
diamètres  conjugués  sont  donnés.  La  solution  de  cette  question  ne  se  serait 
peut-être  pas  présentée  aussi  aisément  par  toute  autre  méthode.  (Voir  la 
Note  XXV.) 

§  16.  Ce  principe  des  relations  contingentes  sera  peut-être  basé  un  jour 
sur  quelque  principe  métaphysique  de  l'étendue  figurée ,  tenant  à  des  idées 
d'homogénéité,  telles  que  celles  qu'on  a  apportées  quelquefois  dans  les 
sciences  naturelles,  particulièrement  dans  celles  des  corps  organisés;  il  semble 
appartenir  déjà  à  quelque  principe  général  de  dualité,  tel  que  celui  que 
paraissent  présenter  ces  mêmes  corps  où  l'on  a  à  reconnaître  deux  genres 
d'clémenls,  éléments  permanents,  éléments  variables;  fixité  et  mouvement. 

Mais,  eu  attendant  que  notre  principe  des  relations  contingentes  soit  ainsi 
démontré  a  ;;r/o;7,  il  nous  paraît  assez  justifié  par  les  procédés  de  l'Analyse, 
comme  nous  l'avons  fait  voir,  pour  qu'on  l'emploie  avec  assurance. 

Ce  serait,  du  reste,  une  chose  heureuse,  pour  les  progrès  de  la  Géométrie 
ralionnelle,  que  tous  les  géomètres  n'abandonnassent  pas  les  principes  rigou- 
reux des  Anciens,  et  que,  pendant  que  les  uns,  en  se  confiant  aux  procédés 
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faciles  de  la  méthode  de  Monge^  enrichiraient  la  science  de  vérités  nou- 
velles, les  antres  cherchassent  à  établir  ces  vérités  sur  d'autres  fondements, 
offrant  toute  la  rigueur  désirable.  Cette  sorte  d'association  et  ce  double  but 
seront  utiles  à  la  Géométrie,  et  contribueront  puissamment  à  la  doter  de 
nouveaux  principes  et  à  fonder  leur  véritable  métaphysique.  11  faudra  en 
effet,  après  avoir  découvert  quelque  vérité  par  la  méthode,  en  quelque  sorte 
superficielle,  de  Monge,  qui  s'empare  et  tire  parti  de  quelque  circonstance 
externe  et  palpable,  mais  accidentelle  et  fugitive;  il  faudra,  dis-je,  pour  éta- 
blir celte  vérité  sur  des  raisons  permanentes  et  indépendantes  des  circon- 
stances variables  de  construction  de  la  figure,  aller  au  fond  des  choses  et 
faire  usage,  non  plus  comme  iMonge,  des  propriétés  secondaires  et  contin- 
gentes qui  suffisent,  dans  certains  cas,  pour  déOnir  diverses  parties  de  la 
figure,  mais  bien  des  propriétés  intrinsèques  et  permanentes  de  ces  mêmes 
parties  de  la  figure.  Nous  entendons  par  propriétés  intrinsèques  et  perma- 
nentes celles  qui  serviraient,  dans  tous  les  cas,  à  la  définition  et  à  la  con- 
struction des  parties  de  la  figure  que  nous  avons  appelées  intégrantes  ou 
principales;  tandis  que  les  propriétés  secondaires  et  contingentes  sont  celles 
qui  peuvent  disparaître  et  devenir  imaginaires,  dans  certaines  circonstances 
de  construction  de  la  flgure. 

La  théorie  des  cercles  tracés  sur  un  plan  nous  offre  un  exemple  de  cette 
distinction  que  nous  faisons  entre  les  propriétés  accidentelles,  et  les  propriétés 
penmnentes  d'une  figure.  Le  système  de  deux  cercles  comporte  toujours 
l'existence  d'une  certaine  droite,  dont  la  considération  est  fort  utile  dans  toute 
cette  théorie.  Quand  les  deux  cercles  se  coupent,  cette  droite  est  leur  corde 
cotnmufie,  et  cette  seule  circonstance  suffit  pour  la  définir  et  la  construire  : 
voilà  ce  que  nous  appelons  une  de  ses  propriétés  contingentes  ou  acciden- 
teffe*.  Mais  quand  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  cette  propriété  dispa- 
raît quoique  la  droite  pourtant  existe  toujours,  et  que  sa  considération  soit 
encore  extrêmement  utile  dans  la  théorie  des  cercles.  11  faut  donc  définir 
celte  droite  et  la  construire  par  quelqu'une  de  ses  autres  propriétés,  qui 
ait  lieu  dans  tous  les  cas  de  construction  générale  de  la  figure,  ou  du  sys- 
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tème  des  deux  cercles.  Ce  sera  une  de  ses  propriétés  permamntes.  Cest  par 
ces  considérations  que  M.  Gaultier  ^^  au  lieu  d'appeler  cette  droite  la  corde 
commune  des  deux  cercles^  Ta  appelée  axe  radical;  expression  puisée  dans 
une  propriété  permanente  de  cette  droite,  qui  consiste  en  ce  que  les  tangentes 
aux  deux  cercles,  menées  par  Fun  quelconque  de  ses  points,  sont  égales  entre 
elles,  de  sorte  que  chaque  point  de  cette  droite  est  le  centre  d'un  cercle  qui 
coupe  orthogonalement  les  deux  cercles  proposés  ^. 

La  connaissance  des  propriétés  intrinsèques  et  permanentes  des  diffé- 
rentes parties  d'une  figure,  qu'on  sera  conduit  à  rechercher  quand  les  pro- 
priétés accidentelles  disparaîtront,  sera  très-utile  au  perfectionnement  des 
théories  géométriques ,  en  leur  donnant  toute  la  généralité  qu'elles  compor- 
tent, et  souvent  le  degré  d'évidence  intuitive  qui  fait  un  des  caractères  de 
la  méthode  de  Monge. 

*  Journal  de  l'École  polytechnique,  16*  Cahier,  ann.  4843. 

Le  beau  Mémoire  de  M.  (xaultier  offre  la  première  solution,  vraiment  générale,  de  la  question 
du  contact  des  cercles  ou  des  sphères;  solution  qui  permet  de  supposer  que  les  cercles  dcvieii - 
nent  des  points  ou  des  droites,  et  les  sphères,  des  points  ou  des  pians. 

^  La  même  propriété  a  fait  donner,  depuis,  à  cette  droite,  par  M.  Sleiner,  le  nom  de  ligne 
d'égale  puissance.  (Voir  le  Journal  de  M.  Crelle,  tom.  P^et  les  Annales  de  M.  Gergonne,  tom. 
XVII,pag.  Î295.) 

Celte  droite  jouit,  comme  Ton  sait,  de  beaucoup  d'autres  propriétés  permanentes  remarqua- 
bles, qui  suffisent  pour  la  construire,  et  qui  auraient  pu  aussi  servir  à  la  définir.  Ainsi,  si  ron 
décrit  un  cercle  quelconque  qui  coupe  les  deux  proposés,  ses  cordes  communes  avec  eux  se  ren- 
contreront sur  cette  droite. 

Si,  par  un  des  deux  centres  de  similitude  des  deux  cercles,  on  mène  une  transversale  qui  les 
rencontre,  et  que,  par  les  points  de  rencontre,  on  mène  les  tangentes,  aux  deux  cercles,  les  tan- 
gentes du  premier  cercle  rencontreront  respectivement  celles  du  second,  qui  ne  leur  seront  |)as 
parallèles,  en  deux  {)oints  qui  seront  sur  la  droite  en  question. 

CVst  celte  dernière  propriété,  qui  a  également  lieu  dans  le  système  de  deux  coniques  quel- 
conques tracées  sur  un  plan,  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  déûnir  deux  droites  qui  exis- 
tent toujours  dans  le  système  de  deux  coniques,  et  dont  chacune  joue  le  même  rôle,  par  rapport 
aux  deux  coniques,  que  laxe  radical  par  rapport  h  deux  cercles.  L'expression  d'axe  radical 
étant  fondée  sur  une  relation  de  grandeur  particulière  aux  cercles,  ne  pouvait  convenir  à  ces 
deux  droites,  et  nous  les  avons  appelées  axes  de  sywplose,  à  cause  de  la  rencontre  ou  du  con- 
cours, qui  a  lieu  sur  ces  deux  droites,  des  tangentes  aux  deux  coniques,  menées  en  des  points 
situés  sur  une  transversale  issue  d'un  de  leurs  centres  d'homologie.  (Voir  Annales  de  Mathé- 
matiques, tom.  XVlll,  pag.  285.) 
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Ainsi ^  la  circonstance  que  l'axe  radical  de  deux  cercles  est  leur  corde 
commune  quand  ils  se  coupent^  a  conduit  Monge  à  démontrer^  en  considé- 
rant trois  cercles  sur  un  plan  comme  les  sections  diamétrales  de  trois 
sphères^  que  les  axes  radicaux  de  ces  cercles^  pris  deux  à  deux^  passent 
par  un  même  point.  Ce  théorème  n'est  pas  moins  évident  si  l'on  part,  pour 
déGnir  ces  trois  axes,  de  leur  propriété  permanente  reconnue  par  M.  Gaul- 
tier. Car  on  voit  tout  de  suite  que  le  point  d'intersection  de  ces  deux  axes 
jouit  d'une  propriété  caractéristique  des  points  du  troisième  axe;  d'où  l'on 
conclut  qu'il  se  trouve  sur  ce  troisième  axe, 

§  17.  La  doctrine  des  relations  contingentes  nous  semble  pouvoir  offrir  imugimiiret  en  céo- 

métrie. 

encore  un  avantage;  c'est  de  donner  une  explication  satisfaisante  du  mot 
imaginaire,  employé  maintenant  en  Géométrie  pure,  où  il  exprime  un  être 
de  raison  sans  existence,  mais  auquel  on  peut  cependant  supposer  certaines 
propriétés,  dont  on  se  sert  momentanément  comme  d'auxiliaires,  et  auquel 
on  applique  les  mêmes  raisonnements  qu'à  un  objet  réel  et  palpable.  Cette 
idée  d'imaginaire,  qui  parait  au  premier  abord  obscure  et  paradoxale, 
prend  donc,  dans  la  théorie  des  relations  contingentes,  un  sens  clair,  précis 
et  légitime.  (Voir  la  Note  XXVI.)  Sous  ce  rapport,  la  distinction  que 
nous  avons  faite  entre  les  propriétés  intrinsèques  et  permanentes  des  figures, 
et  leurs  propriétés  fugitives  et  contingentes,  paraîtra  peut-être  de  quelque 
utilité. 

§  18.  La  Géométrie  descriptive  de  Monge  est  une  source  de  bonnes  doc-siyiedeMongeeDGéo- 
trines,  qui  n'a  point  encore  été  épuisée.  Après  y  avoir  reconnu  le  germe, 
plus  ou  moins  développé,  de  plusieurs  méthodes,  qui  accroissent  la  puis- 
sance et  étendent  le  domaine  de  la  Géométrie,  nous  y  voyons  aussi  l'origine  ' 
d'une  nouvelle  manière  d'écrire  et  de  parler  cette  science.  Le  style,  en  effet, 
est  si  intimement  lié  à  l'esprit  des  méthodes,  qu'il  doit  avancer  avec  elles; 
de  même  qu'il  doit  aussi,  s'il  a  pris  les  devants,  influer  puissamment  sur 
elles  et  sur  les  progrès  généraux  de  la  science.  Cela  est  incontestable,  et  na 
pas  besoin  de  preuves. 

L'ancienne  Géométrie  est  hérissée  de  figures.  La  raison  en  est  simple. 
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Puisqu^on  manquait  alors  de  principes  généraux  et  abstraits^  chaque  ques- 
tion ne  pouvait  être  traitée  qu'à  Tétat  concret^  sur  la  figure  même  qui  était 
Tobjet  de  celte  question^  et  dont  la  vue  seule  pouvait  faire  (i^couvrir  les 
éléments  nécessaires  à  la  démonstration  ou  à  la  solution  cherchée.  Mais 
on  n'a  pas  été  sans  éprouver  les  inconvénients  de  cette  manière  de  procéder^ 
par  la  difficulté  de  construction  de  certaines  figures^  et  par  leur  complica- 
tion^ qui  en  rend  Fintelligence  laborieuse  et  pénible.  Cest  surtout  dans 
les  questions  de  la  Géométrie  à  trois  dimensions^  où  les  figures  peuvent 
devenir  tout  à  fait  impossibles^  que  Finconvénient  que  nous  signalons  se  fait 
le  plus  sentir. 

Ce  défaut  de  la  Géométrie  ancienne  fait  Fun  des  avantages  relatifs  de  la 
Géométrie  analytique^  où  il  se  trouve  éludé  de  la  manière  la  plus  heureuse. 
On  a  dû  se  demander^  après  cela^  s'il  n'était  point  aussi ^  en  Géométrie  pure 
et  spéculative^  une  manière  de  raisonner  sans  Fassistance  continuelle  de 
figures^  dont  un  inconvénient  réel^  même  quand  leur  construction  est  facile^ 
est  tout  au  moins  de  fatiguer  l'esprit  et  de  ralentir  la  pensée. 

Les  écrits  de  Monge,  et  le  professorat  de  cet  illustre  maître^  dont  les 
manières  nous  avaient  été  conservées  par  Fun  de  ses  plus  célèbres  disciples^ 
héritier  de  sa  chaire  '  ^  ont  résolu  la  question.  Ils  nous  ont  appris  qu^il 
suffit^  maintenant  que  les  éléments  de  la  science  sont  formés  et  très-étendus^ 
d'introduire  dans  notre  langage  et  dans  nos  conceptions  géométriques^  ces 
principes  généraux  et  ces  transformations  analogues  à  celles  de  FÂnalyse^ 
qui;  en  nous  faisant  connaître  une  vérité  dans  sa  pureté  primitive  et  sous 
toutes  ses  faces^  se  prêtent  à  des  déductions  faciles  et  fécondes ^  par  les- 
quelles on  arrive  naturellement  au  but.  Tel  est  l'esprit  des  doctrines  de 
Monge;  et^  quoique  sa  Géométrie  descriptive^  qui  nous  en  offre  des  exem- 

*  M.  Arago,  aujourdliiii  Secrétaire  perpétuel  de  rAcadémîe  des  sciences,  quitta  ]es  l>ancs  de 
l'École  pour  devenir  suppléant  de  Monge,  et  bientôt  après  professeur  titulaire.  Les  Notices 
scientifiques  de  V Annuaire  du  bureau  des  longitudes,  par  lesquelles  cet  illustre  astronome 
popularise  en  Europe  la  science  si  difficile  des  phénomènes  physiques,  sont  encore  un  modèle 
précieux  du  style  sans  figures,  qui  nous  paraît  éminemment  propre  à  hâter  les  progrès  de  la 
Géométrie. 
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fieSy  fasse  par  sa  nature  essentiellement  usage  de  figures^  ce  n'est  que 
dans  ses  applications  effectives  et  mécaniques^  où  elle  joue  le  rôle  d'instru- 
ment^ qu'elle  opère  ainsi  :  mais  personne^  plus  que  Monge^  n'a  conçu  et 
n'a  fait  de  la  Géométrie  sans  figures.  C'est  une  tradition^  dans  l'École  poly- 
technique, que  I\longe  savait^  à  un  degré  inouï^  faire  concevoir  dans  l'es- 
pace toutes  les  formes  les  plus  compliquées  de  l'étendue^  et  pénétrer  dans 
leurs  relations  générales  et  leurs  propriétés  les  plus  cachées^  sans  aulre 
secours  que  celui  de  ses  mains ^  dont  les  mouvements  secondaient  admi- 
rablement sa  parole^  quelquefois  difficile^  mais  toujours  douée  de  la  véri- 
table éloquence  du  sujet  :  la  netteté  et  la  précision^  la  richesse  et  la  profon- 
deur d'idées. 

§  19.  Nous  avons  essayé,  dans  les  pages  qui  précèdeni,  d'apprécier,  autant  influence  des  docinne* 
que  nos  faibles  lumières  nous  le  permettent,  la  nature  et  l'étendue  des  ser-  *y*« 
vices  rendus  à  la  Géométrie  rationnelle  par  les  doctrines  de  Monge.  H  nous 
resterait  à  parler  de  l'influence  qu'elles  ont  eue  aussi  sur  la  Géométrie  ana- 
Ijlique,  et  même  sur  l'Algèbre,  considérée  comme  pure  théorie  des  grandeurs 
abstraites,  en  général.  Mais  ce  serait  nous  écarter  du  but  de  cet  écrit,  et  sur- 
tout il  y  aurait  témérité  a  nous  d'aborder  un  tel  sujet,  où  nous  ne  saurions 
être  qu'historien,  et  qui  a  déjà  été  traité  par  un  géomètre  qui  joint  la  profon- 
deur à  la  variété  des  connaissances  dont  il  a  fait  preuve  dans  toutes  les  par- 
lies  des  sciences  mathématiques  et  philosophiques  ^ 

Aussi  nous  nous  bornerons  à  dire  simplement  que  l'Algèbre,  qui  avait  déjà 
dii  des  progrès  considérables  à  la  Géométrie,  lors  de  l'alliance  que  Descaries 
Otde  ces  deux  sciences,  lui  en  dut  de  nouveaux,  dans  ses  parties  les  plus 
relevées  et  les  plus  épineuses,  Vinivyralion  des  équalions  différentielles  à 
plmeurs  variables^  par  la  corrélation  profonde  que  Monge  sut  établir  entre 
les  symboles  de  cette  langue,  et  les  formes  et  les  grandeurs  de  l'étendue. 
Nous  citerons,  par  exemple,  la  double  expression  analytique  de  certaines 
familles  de  surfaces,  par  une  équation  différentielle,  et  par  une  équation  finie 

*  Emi  historique  sur  les  services  et  les  travaux  scientifiques  de  Gaspard  Monge,  pnr 
îi'  Ch.  Dupin  ;  pag.  199-248  de  rëdilion  in- 8°. 
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renfermant  des  fonctions  arbitraires  ^  dont  la  seconde  se  trouvait  précisé- 
ment l'intégrale  complète  de  la  première. 

On  conçoit  qu'en  rapportant  ainsi  les  phrases  analytiques  à  des  objets 

visibles^  dont  les  parties  ont  entre  elles  des  rapports  évidents  et  palpables^ 

la  Géométrie  ait  pu  contribuer  puissamment  aux  progrès  de  l'Analyse;  et^  en 

un  mot,  que  Monge  ait  pu  faire  de  l'Algèbre  avec  de  la  Géamétrie  *. 

prof^rên  de  la  Géomé-     §  20.  Il  uous  paraît  résultcr^  des  considérations  dans  lesquelles  nous 

MoDge.  sommes  entré  au   sujet  des  doctrines  purement  géométriques  de  Monge  ^ 

qu'à  l'apparition  de  sa  Géométrie  descriptive,  la  Géométrie  proprement  dite, 
cette  science  qui  avait  illustré  Euclide^  Archimède^  Apollonius;  qui  avait  été 
le  seul  instrument  de  Galilée^  de  Kepler^  de  Pascal^  d'Huygens,  dans  leurs 
sublimes  découvertes  des  lois  de  l'univers;  qui  enfin  avait  produit  les 
immortels  Principes  mathématiques  de  la  philosophie  naturelle,  de  Newton; 
que  cette  Géométrie  pure^  dis-je^  qui  depuis  un  siècle  était  délaissée^  fut  tout 
à  coup  agrandie  dans  ses  conceptions  et  dans  ses  propres  ressources. 

On  dut  concevoir  dès  lors  le  désir  et  l'espoir  de  tirer  rationnellement,  de 
cette  science  seule,  les  vérités  nombreuses  dont  l'Analyse  de  Descartes  l'avait 
enrichie. 
ouvinget  de  c;«mot       Dlvcrs  ouvragcs  furent  entrepris  dans  ce  but  et  dans  cet  esprit. 

Les  premiers  qui  parurent,  et  qui,  par  leur  importance  et  l'influence 
qu'ils  ont  eue,  méritent  d'être  mis  hors  ligne,  sont  la  Géométrie  déposition, 
et  y  Essai  sur  la  théorie  des  tramver sales ,  de  l'illustre  Garnot. 

Ces  deux  ouvrages ,  dans  l'histoire  des  progrès  de  la  Géométrie  ration- 
nelle, ne  doivent  point  être  séparés  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge, 
ayant  été,  comme  elle,  et  dans  le  même  temps,  une  continuation  des 
belles  méthodes  de  Desargues  et  de  Pascal,  et  ayant  aussi,  comme  elle, 

*  <  L^Analyse  ne  peut  que  retirer  un  très-grand  avantage  de  son  application  à  ce  genre  de 
»  Géométrie;  car  je  donne  la  solution  de  plusieurs  problèmes  d'Analyse  qu*on  aurait  peut-être 
»  beaucoup  de  peine  à  résoudre  sans  les  considérations  géométriques.  »  (Monge,  Mémoire  sur 
les  propriétés  de  plusieurs  genres  de  surfaces  courbes,  inséré  dans  le  tom.  IX  des  Mémoires  des 

SAVAKS  ÉTRANGERS,  anU.  1775.) 
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contribué  puissammeot  aux  nouvelles  théories  et  aux  découvertes  de  la  Géo- 
métrie. 

Ce  rapprochement  entre  les  doctrines  et  les  travaux  des  quatre  grands 

géomètres  que  nous  venons  de  nommer^  qu'avaient  pu  faire  pressentir  nos 

observations  sur  les  méthodes  de  Desargues  et  de  Pascal^  nous  parait  établir 

la  véritable  chaîne  des  pensées  qui  ont  présidé  aux  progrès  de  la  Géométrie. 

Mais  peut-être  devons-nous  ajouter  quelques  mots  pour  développer  nos 

idées  sur  ce  point,  et  justifier  ce  rapprochement. 

§  21.  Les  figures  que  considère  la  Géométrie^  et  leurs  parties^  ontoei»  georti  de  mé- 
thodes, «n  Géométrie 

entre  elles  deux  sortes  de  relations  :  les  unes,  qui  concernent  leurs  formes  "tionneiie. 
et  leurs  situations,  appelées  relations  descriptives,  et  les  autres,  qui  con- 
cernent leurs  grandeurs,  appelées  relations  métriques.  Ainsi,  par  exemple, 
qu'autour  d'un  point  fixe,  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on  fasse  tourner 
une  transversale;  et  que,  par  les  deux  points  où  elle  rencontre  la  courbe, 
dans  chacune  de  ses  positions ,  on  mène  les  tangentes  à  cette  courbe  :  ces 
deux  tangetites  auront  leur  point  de  concours  sur  une  droite  fixe,  qui  sera  la 
polaire  du  point  fixe.  Voilà  une  propriété  descriptive  de  la  conique;  voilà 
une  relation  descriptive  d'un  point  et  de  sa  polaire. 

Maintenant,  que,  sur  chaque  transversale,  on  prenne  le  point  conjugue 
harmonique  du  point  fixe,  par  rapport  aux  deux  points  où  la  transversale 
rencontre  la  courbe  :  ce  point  conjugué  harmonique  sera  précisément  sur  la 
pokire  du  point  fixe.  Voilà  une  propriété  métrique  des  coniques  ;  voilà  une 
relation  métrique  d'un  point  et  de  sa  polaire. 

Ces  deux  sortes  de  propriétés,  descriptives  et  métriques,  des  figures  suffi- 
sent individuellement  pour  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions.  Mais 
il  est  toujours  utile,  et  souvent  indispensable,  de  les  considérer,  en  même 
temps,  les  unes  et  les  autres.  La  science  de  l'étendue  doit  les  comprendre  sans 
distinction,  ou  serait  incomplète. 

De  là,  on  le  conçoit,  deux  genres  de  méthodes  en  Géométrie  rationnelle; 
ou  du  moins  deux  parties  distinctes  d'une  méthode  générale  :  celle  des  rela- 
tions descriptives  et  celle  des  relations  métriques. 
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Desargues  ^  Pascal^  La  Hire  et  Le  Poivre  procédèrent  des  deux  manière; 
c'est-à-dire  qu'ils  firent  usage  des  deux  genres  de  relations  des  figures  :  des 
relations  descriptives^  en  se  servant  de  la  perspective  pour  transformer  les 
figures;  et  des  relations  métriques^  par  l'usage  répété  de  la  proportion  har- 
vionique,  de  la  relation  à^involution,  et  de  diverses  autres  propositions 
appartenant  à  la  théorie  des  transversales. 

Cette  distinction  admise^  on  reconnaîtra  que  la  Géométrie  descriptive  de 
Monge  était  une  généralisation^  immense^  il  est  vrai^  de  la  première  méthode^ 
la  perspective,  que  ces  géomètres  employaient  pour  la  démonstration  des 
relations  purement  descriptives  de  leurs  figures  :  nous  avons  vu  en  effet 
qu'elle  est  propre  à  cet  usage,  et  c'est  même  dans  le  but  de  justifier  nos 
paroles  actuelles  que  nous  nous  sommes  étendu  alors  sur  ses  applications 
à  cet  objet. 

Quant  à  la  théorie  des  transversales,  comprise  d'abord  implicitement  dans 
la  Géométrie  de  position,  puis  exposée,  sous  son  véritable  titre,  dans  an  écrit 
spécial ,  nous  avons  déjà  dit  et  prouvé  que  ses  principes  et  plusieurs  de  ses 
théories  principales  avaient  été  la  base  des  découvertes  de  Desargues  et  de 
Pascal  ;  nous  devons  donc  regarder  cette  théorie  comme  la  mise  en  corps 
de  doctrine  des  principes  qui  avaient  servi  à  ces  deux  grands  géomètres. 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que  la  méthode  de  Monge  et  celle  de  Carnet 
sont,  en  Géométrie  rationnelle,  la  généralisation  et  le  perfectionnement 
immédiat  des  méthodes  de  Desargues  et  de  Pascal,-  que  ce  sont  deux  bran- 
ches d'une  même  méthode  générale,  qui  ont  leurs  avantages  propres  et  par- 
ticuliers, et  qu'on  ne  doit  point  séparer,  dans  l'étude  complète  des  propriétés 
de  l'étendue.  Il  serait,  au  contraire,  extrêmement  utile  de  les  y  faire  toujours 
marcher  simultanément,  sur  deux  lignes  parallèles  :  elles  s'aideraient 
mutuellement,  et  les  progrès  de  la  science  en  seraient  plus  complets  et  plus 
rapides  ^  Monge,  et  parmi  ses  disciples,  surtout  le  savant  auteur  des  Déve^ 

^  Les  ouvrages  de  Monge  et  de  Carnot  offrent  de  beaux  exemples  de  ces  deux  méthodes  pour 
]a  démonstration  des  mêmes  théorèmes,  et  prouvent,  de  plus,  l'utilité  de  la  concomitance  que 
nous  voudrions  voir  souvent  établie  entre  elles  ;  car  les  applications  que  Carnot  fait  de  sa  Ihéorie 
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loppements  et  des  Applications  de  Géométrie,  nous  ont  donné  Fexemple 
d'ane  telle  corrélation  de  méthodes^  par  celle  qu'ils  ont  établie  entre  les 
procédés  logiques  de  la  pure  Géométrie  et  le  langage  abstrait  et  symbo- 
lique de  TAIgèbre. 

§  22.  Nous  ne  pouvons  faire  ici  l'analyse  des  nombreuses  et  importantes 
propositions  qui  abondent  dans  les  deux  ouvrages  de  Carnot;  nous  nous  bor- 
oerons  à  y  faire  remarquer  la  belle  propriété  générale  des  courbes  géomé- 
triques de  tous  les  degrés^  concernant  les  segments  qu'une  telle  courbe  fait 
sur  les  côtés  d'un  polygone  tracé  dans  son  plan;  propriété  qui  constitue 
TeittensioD  de  la  théorie  des  transversales  à  la  Géométrie  des  courbes^  et  de 
laquelle^  en  particulier^  se  déduit^  comme  corollaire^  le  troisième  théorème 
de  Newton^  relatif  aux  produits  des  segments  faits  sur  des  parallèles. 

Passons  aux  autres  ouvrages  qui,  après  ceux  de  Monge  et  de  Carnot,  ont  Divep*  oum^e*  d« 

Gcométrie. 

servi  le  plus  utilement  la  science. 

Tels  nous  paraissent  être  : 

Inintéressant  essai  de  la  Géométrie  de  la  règle,  intitulé  :  Solutions  jwu 
cie^mnues  de  différens  problèmes  de  Géométrie  pratique  (in-8®,  80  pages, 
^ï^  XII),  où  M.  Servois,  après  avoir  réuni  les  théorèmes  principaux  de  la 
tb^rie  des  transversales,  en  montre  les  usages  en  Géométrie  rationnelle, 
f^our  la  démonstration  des  propositions,  et  dans  la  Géométrie  pratique,  pour 
("Résoudre  sur  le  terrain,  par  des  alignements,  les  ditîérents  problèmes  qui  se 
i^Brésenlent  surtout  à  la  guerre. 

\m  Développements  et  les  Applications  de  Géométrie,  de  M.  Gh.  Dupin,  où 


transTerstles,  portent  en  partie  sur  plusieurs  propriétés  des  sections  coniques,  et  sur  celles 

axes  radicaux  et  des  centres  de  similitude  de  trois  cei*eles  tracés  dans  un  plan,  que  Monge 

^'^  ail  démontrées  par  de  pures  considérations  de  Géométrie.  Mais  Carnot,  en  se  servant  des  rela- 

"^     iQs métriques  des  figures,  parvient,  en  même  temps  qu'aux  théorèmes  de  Monge,  à  plusieurs 

I^'V*t»|mété8  concernant  ces  relations  métriques,  qui  échappent  en  général  à  Fautre  méthode, 

en  principe  sur  les  propriétés  purement  descriptives  des  figures. 

N<ms  avions  déji  fait  quelques  réflexions  sur  ces  deux  manières  différentes  de  démontrer  et 

Us  découvrir  en  Géométrie ,  à  la  suite  de  nos  considérations  sur  le  principe  des  relations  con- 

^ÂjDgeatet. 
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Ton  a  vu ,  pour  la  première  fois,  traiter  par  de  pures  considérations  de  Géo- 
métrie les  questions  difficiles  de  la  courbure  des  surfaces,  qui  avaient  exigée 
entre  les  mains  d'Ëuler  et  de  Monge,  toutes  les  ressources  de  la  plus  savante 
Analyse. 

Les  Eléments  de  Géométrie  à  trois  dimensions  (partie  synthétique)^  de 
M.  Hachelte,  où  plusieurs  questions  sur  les  tangentes  et  les  cercles  oscula- 
teurs  des  lignes  courbes,  dont  on  n'avait  jusqu'alors  que  des  solutions  ana- 
lytiques, furent  résolues  aussi  dans  toute  leur  généralité,  par  des  considéra- 
tions purement  géométriques. 

Le  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre,  de  M.  Brianchon,  où  se  Irou- 
vent  déduites,  pour  la  première  fois,  du  célèbre  théorème  de  Desargues  sur 
Tinvolution  de  six  points,  de  nombreuses  propriétés  de  ces  courbes. 

Le  Mémoire  sur  l'application  de  la  théorie  des  transversales  y  du  même 
auteur  ^ 

*  Cet  ouvrage  a  pour  objet,  comme  celui  de  M.  Servois,  la  solution  de  plusieui's  problèmes  par 
la  ligne  droite  seulement.  Dëjà  M.  Brianchon  s'était  occupé  de  cette  partie  de  la  Géométrie,  soas 
le  titre  même  de  Géométrie  de  la  règle.  (\oïr  Correspondance  sur  l'École  polytechnique,  tom.II, 
pag.  585.) 

Ce  genre  de  Géométrie  n'est  point  absolument  nouveau.  Nous  avons  parlé  de  l'ouvrage  de 
Schooten  sur  ce  sujet,  et  d*un  ouvrage  un  peu  antérieur,  intitulé  :  Geometria  peregrinans.  Le 
traité  de  Schooten  :  De  concinnandis  demonstrationibus,  etc.,  contient  aussi  des  exemples  de 
cette  Géométrie;  on  en  trouve  d'autres  dans  les  Récréations  mathématiques  d'Ozanam  (édition 
de  1778),  et  dans  divers  traités  d'nrpentagc,  particulièrement  dans  celui  de  Mascheroni,  inti- 
tulé :  Problèmes  pour  les  arpenteurs  y  avec  différentes  solutions.  (Pavie,  1795.) 

L'occasion  se  présente  ici  de  faire  mention  de  la  Géométrie  du  compas^  de  Mascheroni  (ann. 
1797),  ouvrage  original  et  curieux,  qui  a  pour  objet  la  résolution,  par  le  compas  seulement,  des 
problèmes  que  Ion  résout  ordinairement  par  la  règle  et  le  compas.  Cette  Géométrie  est  plus 
riche  et  plus  étendue  que  celle  de  la  règle,  parce  qu'elle  embrasse  les  problèmes  du  second 
degré,  qui  sont  tous  ceux  qui  forment  le  domaine  de  la  Géométrie  ordinaire.  Mascheroni  fait  voir 
qu'elle  s'applique  aussi ,  avec  facililé,  à  la  solution  approximative  des  problèmes  qui  dépendent 
des  sections  coniques,  et  d'une  Géométrie  plus  relevée. 

Des  essais  du  même  genre  que  la  Géométrie  de  la  règle  et  celle  du  compas,  et  qui  tiennent 
pour  ainsi  dire  le  milieu  entre  les  deux,  avaient  déjà  occupé,  longtemps  auparavant,  de  célèbres 
mathématiciens.  Cardan,  le  premier,  dans  son  livre  de  subtilitate,  avait  résolu  plusieurs  problèmes 
d'Euclide,  par  la  ligne  droite  et  une  seule  ouverture  de  compas,  comme  si  l'on  n'avait,  dans  la 
pratique,  qu'une  règle  et  un  compas  invariable. Tartalea  ne  tarda  pas  à  suivre  son  rival  sur  ce 
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Le  Traité  des  Propriétés  projectives  des  figures,  de  M.  Poncelet,  qui  a 
poar  but^  comme  l'indique  le  titre ^  la  recherche  des  propriétés  qui  se  con- 
servent dans  la  transformation  des  figures^  par  voie  projective;  et  où^  par 
rasage  heureux  de  trois  doctrines  puissantes  :  le  principe  de  continuité,  la 
théorie  des  polaires  réciproques,  et  la  théorie  des  figures  homologiques  à 
deux  et  à  trois  dimensions,  le  savant  auteur  a  su  démontrer,  sans  un  mot 
de  calcul,  toutes  les  propriétés  connues  des  lignes  et  des  surfaces  du  second 
degré,  et  un  grand  nombre  d'autres  qui  lui  sont  dues,  et  dont  plusieurs 
sont  regardées  déjà  comme  des  plus  importantes  de  cette  riche  théorie. 

Divers  Mémoires  de  M.  Gergonne,  de  M.  Quetelet,  de  M.  Dandelin  et 
d'autres  géomètres,  qui  ont  paru  dans  les  recueils  scientifiques  ^,  ont  aussi 
enrichi  la  science  de  découvertes  précieuses,  qui  ont  contribué  à  ses  progrès. 

§23.  De  ces  ouvrages,  dont  un  mérite  commun  fut  d'offrir,  tous,  des  Méii.o.ie» r«enie» eo 

"  O       7  7  7  Géométrie. 

preuves  convaincantes  et  multipliées  des  ressources  infinies  que  la  Géomé- 
trie pure  peut  puiser  en  elle-même,  sont  nées  ces  vérités  simples  et  fécondes, 
qui  attestent  seules  la  perfection  de  la  science  dont  elles  sont  les  véritables 
bases  :  des  théories,  dont  le  germe  se  trouvait,  inaperçu  depuis  des  siècles, 
dans  les  écrits  des  géomètres,  ont  apparu,  se  sont  développées  rapidement, 
et  ont  donné  lieu  aux  méthodes  qui  constituent  la  Géométrie  récente. 

Parmi  ces  méthodes,  nous  distinguerons  : 

Premièrement,  la  théorie  des  transversales,  dont  le  principal  théorème, 

temia,  et  étendit  cette  manière  par  de  nouveaux  problèmes.  {General  iratiato  di  nutneri,  e 
fiûiure;  5*^  partey  libro  terzo;  in-fol.  Venise,  1500).  Enfin,  un  savant  géomètre  piëinonlais, 
J.*B.  de  Bencdîclis ,  en  fit  Tobjet  d'un  traité  intitulé  :  Resolulio  omnium  Euclidis  prohlema- 
(«My  (Uiorumque  ad  hoc  necessario  inveniorum,  unà  tanlummodo  circini  daté  aperturà; 
ia4'.  Venise,  1553. 

*  Le  Journal  et  la  Correspondance  de  l'Ecole  polytechnique;  \cs  Annales  de  M.  Gergonne;  la 
Onrtspondance  mathématique  et  physique  de  M.  Quetelet  ;  le  Journal  allemand  de  M.  Crelle. 

Plusieurs  géomètres  allemands  :  MM.  Steiner,  Plucker,  Môbius,  etc.,  dignes  collaborateurs  des 
célèbres  analystes  Gauss,CrelIe,  Jacobi,Lejeune-Dirichlet,  etc.,  écrivent,  dans  ce  dernier  recueil, 
sur  les  nouvelles  doctrines  de  la  Géométrie  rationnelle.  Nous  éprouvons  un  vif  regret  de  ne  pou- 
voir citer  ici  leurs  ouvrages,  qui  nous  sont  inconnus,  par  suite  de  notre  ignorance  de  la  langue 
dans  laquelle  ils  sont  écrits. 
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relatif  au  triangle  coupé  par  une  droite,  a  une  haute  antiquité,  mais  auquel 
Carnot  a  donné  une  nouvelle  existence,  en  en  montrant,  le  premier^  toute 
Futilité  et  la  fécondité,  et  en  le  transportant,  par  une  généralisation  infini- 
ment heureuse,  dans  la  théorie  des  lignes  et  des  surfaces  courbes  ^ 

Deuxiènievient,  les  doctrines  sur  la  transformation  des  figures  en  d^aulres 
figures  du  même  genre,  comme  fait  la  perspective. 

Parmi  les  méthodes  de  cette  nature,  nous  citerons  : 

t""  La  perspective  elle-même,  dont  les  principes  sont  la  base  des  ouvrages 
de  Desargues  et  de  Pascal  sur  les  coniques^  et  dont  les  usages,  depuis^  se 
soiit  étendus  et  souvent  répétés. 

2^  La  méthode  qui  consiste  à  faire  croître,  dans  un  rapport  constant^  les 
rayons  visuels  menés  aux  diiïérenls  points  d'une  figure,  pour  former  une 
figure  semblable  et  semblablement  placée. 

Z""  Celle  qui  fait  croître  proj)orlionnellement  les  ordonnées  des  points 
d'une  figure,  ainsi  qu'on  opère  dans  le  dessin  d'un  profil  dont  on  veut  rendre 
les  dimensions  en  hauteur  plus  facilement  appréciables,  méthode  employée 
par  Durer  2,  Porta  5,  Stevin,  Mydorge  et  Grégoire  de  Saint-Vincent,  pour 
former  Tellipse  par  le  cercle  ^. 

i""  Celle  par  laquelle  on  incline  toutes  les  ordonnées  d'une  figure,  en  les 
faisant  tourner  autour  de  leurs  pieds  sur  le  plan  de  projection,  et  en  leur 
conservant  le  parallélisme  entre  elles;  procédé  usité  surtout  en  architecture, 
pour  la  construction  des  arcs  rampants  ^. 

*  Un  théorème  analogue,  relatif  aux  segments  faits,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle,  par  Iroîs 
droites  issues  d'un  même  point  et  aboutissant  respectivement  aux  sommets  opposés,  est  aussi 
l'un  des  principaux  de  la  théorie  des  tramversales.  Celui-ci ,  qu'on  a  attribué  jusqu'ici  à  Jean 
Bernoulli,  a  été  démontré  en  premier  lieu  par  Jean  Ceva.  (Voir  la  note  Vil.) 

'  Institutiones  geome(ricœ.  Livre  1". 

'  Elemenla  curvilinea.  Livre  l". 

^  Le  P.  Nicolas,  qui  a  fait  aussi  usage  de  cette  méthode  dans  son  Traité  des  conehoîdes  et  des 
cissoïdeSf  a  appelé  homogèneSy  les  courbes  ainsi  formées  Tune  par  Fautre.  (De  conchoîdibvs  ei 
cissoîdibus  exercitationes  Geometriœ ;  in-4^  Tolosœ,  1692.) 

'  On  peut,  en  même  temps,  augmenter  proportionnellement  les  ordonnées.  M.  Hachette  a  fait 
usage  de  ce  mode  de  déformation  dans  deux  propositions  de  Géométrie,  pour  démontrer  qu'une 
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5®  La  méthode  pour  la  construction  des  bas-reliefs^  enseignée  par  Bosse 
et  Pétitot  *  ;  et  celle  qu'a  proposée,  depuis,  M.  Breysig,  sous  le  titre  :  Essai 
iune  théorie  de  la  perspective  des  reliefs,  disposée  de  manière  à  servir  en 
même  temps  aux  peintres,  în-8**.  Magdebourg,  1798  ^. 

6*  La  méthode  des  Planiconiques  de  La  Hire ,  et  celle  de  Le  Poivre , 
ayant  pour  objet,  Tune  et  Tautre,  de  décrire,  sur  le  plan  de  la  base  d'un 
côoe,  les  mêmes  courbes  que  donneraient,  dans  l'espace,  les  sections  du 
cèoe  par  un  plan. 

7'  Celle  de  Newton,  pour  transformer  les  figures  en  d'autres  du  même 


des  propriétés  de  la  projection  stéréographique  de  la  sphère  ne  pourrait  avoir  lieu  dans  une 
autre  surface  qu'autant  qu'elle  serait  du  second  degré.  (Voir  Correspondance  polytechnique, 
lom.  l*',  pag.  77.) 

11  est  aisé  de  voir  que  ce  mode  de  déformation  peut  être  ramené  à  celui  qui  consiste  à  faire 
croître  les  ordonnées  d'une  surface  suivant  leur  propre  direction,  et  dans  un  rapport  constant. 

*  La  construction  des  bas-reliefs  est  regardée,  généralement,  comme  incertaine  et  dépourvue 
de  règles  rigoureuses,  comme  était,  par  exemple,  la  perspective,  il  y  a  deux  siècles,  dans  Tesprit 
delà  plupart  des  peintres.  Cependant  Bosse  a  écrit  quelques  règles  géométriques  pour  cette 
coDslniction.  Nous  les  trouvons  dans  son  Traité  des  pratiques  géométrales  et  perspectives  (in-8% 
1665).  Un  passage  du  même  ouvrage  nous  apprend  que  Desargues,  qui  eut  la  gloire  d'intro- 
duire, dans  les  arts  de  construction,  les  principes  et  la  rigueur  des  opérations  géométriques, 
avait  appliqué,  à  la  construction  des  bas-reliefs,  sa  manière  de  pratiquer  la  perspective.  Il  nous 
^tperniis  de  penser  que  ce  sont  les  idées  de  Desargues,  ou  sa  méthode  même,  que  Bosse  nous 
a  iraosmises. 

Nous  trouvons,  depuis,  de  semblables  règles  pour  les  bas-reliefs,  dans  le  Traité  de  Perspec-- 
<<Mde  Pétitot,  intitulé  :  Raisonnement  sur  la  perspective, pour  en  faciliter  l'usage  aux  artistes, 
io-fol.,  Parme,  1758  (en  français  et  en  italien). 

Ces  règles  de  construction  de  bas-reliefs,  produisant  des  figures  du  même  genre  que  les  pro- 
posées, nous  devons  les  comprendre  parmi  les  méthodes  dont  nous  faisons  ici  l'énumération.  11 
ttt  vrai  que  ces  règles  sont  presque  ignorées,  et  surtout  qu'elles  n'ont  jamais  été  employées,  en 
ueométrie  rationnelle,  pour  la  recherche  et  la  démonstration  des  propriétés  des  figures;  mais 
elles  D'en  sont  pas  moins  susceptibles  d'un  tel  usage. 

*  Nous  ne  connaissons,  de  l'ouvrage  de  M.  Breysig,  que  le  titre,  qui  est  rapporté  par  M.  Pon- 
ttlet,àla  page  597  du  8*  volume  du  Journal  de  M.  Crelle;  mais  nous  n'hésitons  point  à  mettre 
le  mode  de  construction  des  reliefs,  qu'il  contient,  au  nombre  des  méthodes  propres  à  trans- 
former les  figures  à  trois  dimensions  en  d'autres  figures  du  même  genre,  M.  Poncelet  nous 
apprenant  que  les  préceptes  de  l'auteur  se  trouvent  d'accord  avec  les  siens  propres,  qui  produi- 
sent de  telles  figures. 

28 
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genre,  comprise  dans  le  lemme  22  du  premier  livre  des  Principes;  et  qui 
fut  généralisée  par  Waring  ^ 

8°  Celle  dont  nous  avons  fait  usage  pour  appliquer  à  Tellipsoïde  les  pro- 
priétés de  la  sphère,  qui  consiste  à  faire  croître,  dans  des  rapports  constants^ 
les  coordonnées  des  points  de  la  figure  proposée.  {Correspondance  sur  t Ecole 
polytechnique,  tom.  III,  pag.  326)  ^. 

9^  Enfin,  la  belle  théorie  des  figures  homologiques  ou  perspective^relief, 
de  M.  Poncelet,  qui  rentre  dans  celle  de  La  Hire  et  Le  Poivre  par  le  cas 
des  figures  planes,  mais  qui  n'avait  point  encore  été  conçue  pour  les  figures 
à  trois  dimensions  ^. 

'  X  et  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  donnée,  et  x\  y'  colles  du  point  cor- 
respondant de  sa  transformée ,  Waring  prend  les  relations  : 

II  présente  ce  mode  de  transformation  comme  une  généralisation  de  celui  de  Newton,  où  Ton  a 

aï'      ^       X' 

(Principes  math.,  livre  i*%  lemrae  22);  et  il  se  borne  à  faire  voir  que  la  nouvelle  coarbe  sera 
du  même  degré  que  la  proposée.  [Miscellanea  analyticay  pag.  82;  Proprietates  curvarum  alge- 
braïcarum,  pag.  240.) 

Nous  démontrerons  que  les  courbes  ainsi  construites  peuvent  être,  aussi  bien  que  celles  de 
Newton,  produites  par  la  perspective;  de  sorte  que  la  généralisation  de  Waring  ne  porte  que 
sur  la  position  de  la  nouvelle  courbe  par  rapport  à  la  proposée,  et  non  sur  sa  forme,  ni  sur  ses 
propriétés  individuelles. 

^  Euler  avait  indiqué  ce  mode  de  transformation  pour  les  courbes  planes;  mais  sans  en  faire 
d'applications  :  il  dit  que  les  courbes  ainsi  construites  Tune  par  Taulre  ont  de  Vaffinité;  il  les 
appelle  Lineœ  affines,  {iniroductio  in  analysin  infinitorum  ;  livre  2,  art.  442.) 

3  M.  Le  François  a  fait  usage,  dans  ces  derniers  temps,  de  la  théorie  des  figures  homologiques, 
comme  moyen  de  déformation  de  quelques  courbes  du  troisième  degré,  particulièrement  des 
focales  de  MM.  Quetelet  et  Van  Recs.  (Dissertatio  inauguralis  mathematica  de  quibusdam 
curvis  geometricis ;  in-4".  Gand,  1830.)  La  méthode  de  ce  géomètre  diffère  de  celle  de  M.  Pon- 
celet, en  ce  qu'il  se  sert,  pour  construire  ses  courbes  homologiques,  d'une  de  leurs  relaUoDS 
métriques.  Mais  cette  relation  n'est  pas  la  plus  générale  que  comporte  cette  théorie  ;  elle  est  un 
rapport  Aari/io/itft/e;  tandis  qu'on  peut  prendre  un  rapport  anharmonique,  qui  donne  plas  de 
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Nous  réunissons  sous  un  même  titre  ces  diverses  méthodes^  parce  que 
Dous  ferons  voir  que  toutes^  et  la  perspective  proprement  dite  elle-même^ 
dérivent  d'un  seul  principe  fondamental^  dont  elles  ne  sont  que  des  appli- 
cations particulières. 

Troisièmement,  la  théorie  des  polaires  réciproques^  que  les  élèves  de 
Monge  puisèrent  dans  les  précieuses  leçons  de  cet  illustre  professeur;  dont  il 
fut  fait  d'abord  quelques  usages  particuliers  pour  transformer  des  figures  en 
d'autres^  où  des  droites  correspondaient  à  des  points  et  des  points  à  des 
droites  {voir  la»  Note  XXVI);  et  sur  laquelle  le  célèbre  auteur  du  Traité  des 
Propriétés  projectives  des  figures  a  appelé  toute  l'attention  des  géomètres,  en 
la  faisant  servir,  le  premier,  à  la  transformation  des  relations  de  grandeur 
métrique  ou  angulaire. 

Quatrièmement  y  la  doctrine  des  projections  stéréographiques,  qui,  con- 
sidérée d'abord  dans  la  sphère  seulement,  servait  à  la  construction  de 
certaines  cartes  géographiques;  et  qui,  accrue  d'un  nouveau  théorème,  et 
étendue  d'une  manière  très-générale  aux  surfaces  du  deuxième  degré,  ofTre 
aujourd'hui  un  moyen  de  recherche  aussi  simple  qu  expéditif  K  Les  Mémoires 


généralité  à  la  construction  des  figures.  Nous  reviendrons  sur  cet  objet  dans  notre  Mémoire  sur 
U  Déformation  homographique, 

La  considération  des  relations  métriques  des  figures  étant  la  partie  principale  de  ce  Me- 
moirf ,  on  nous  permettra  de  rappeler  ici  qu'il  a  été  adressé  à  rAcadéniic  de  Bruxelles  en 
janvier  1850;  et  qu'ainsi  il  a  précédé  la  publication  de  la  thèse  de  IH.  Le  François,  que  ce 
géomètre  nous  a  fait  Thonneur  de  nous  adresser  quelque  temps  après. 

'  La  théorie  des  projections  stéréographiques  de  la  sphère,  telle  qu'on  l'emploie  aujourd'hui 
(iaus  la  Géométrie  spéculative,  se  compose  des  deux  principes  suivants  : 

1*  La  projection  de  tout  cercle  tracé  sur  la  sphère  est  un  cercle; 

2*  Le  centre  de  ce  cercle  est  la  projection  du  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  suivant 
Itcerde  mis  en  projection. 

Ce  second  théorème,  aussi  essentiel  que  le  premier,  n*est  connu  que  depuis  quelques  années; 
BOUS  l'avons  énoncé  pour  la  première  fois,  et  démontré  analytiquement,  dans  les  Éléments  de 
Crfomelrte  à  trois  dimensions  de  M.  Hachette  (année  1817).  Depuis,  nous  avons  appliqué,  par  de 
simples  considérations  de  Géométrie,  à  toute  surface  du  second  degré,  la  théorie  des  projec- 
^s stéréographiques,  et  nous  l'avons  généralisée  sous  deux  rapports  :  i*"  en  considérant  des 
wHaces  du  second  degré,  inscrites  h  la  proposée,  au  lieu  de  sections  planes  de  celles-ci  ;  "1^  en 
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de  rÂcadcmie  de  Bruxelles^  particulièrement^  contiennent  les  applications 
les  plus  heureuses  de  cette  élégante  doctrine^  par  MM.  Quetelel  et  Dandelin. 

§  24.  Telles  nous  paraissent  être  les  quatre  grandes  divisions  auxquelles 
on  pourrait  rattacher^  sous  le  point  de  vue  philosophique  des  méthodes , 
dans  rétat  actuel  de  la  Géométrie^  la  plupart  de  ses  nombreuses  découvertes 
récentes.  Dans  une  cinquième^  on  comprendrait  quelques  théories  particu- 
lières et  spéciales^  que  leurs  auteurs  ont  fait  reposer  sur  les  seuls  principes 
de  la  Géométrie  pure.  Telles  sont^  entre  autres^  la  théorie  des  tangetites 
conjuguées^  due  à  M.  Dupin^  qui  en  a  fait  les  plus  utiles  applications  spécu- 
latives et  pratiques;  et  la  nouvelle  Théorie  des  caustiques,  par  laquelle 
M.  Quetelet  a  réduit^  à  quelques  principes  de  Géométrie  élémentaire^  cette 
partie  importante  et  difficile  de  Toptique^  a  laquelle  ne  pouvaient  suffire 
toutes  les  ressources  de  l'Analyse. 

Ces  théories^  qui  semblent  au  premier  abord  étrangères  aux  méthodes 
dont  nous  venons  de  parler^  pourraient  pourtant  s'y  rattacher  sous  certains 
rapports*  et  en  recevoir  d'utiles  secours.  Les  singuliers  rapprochements  que 
M.  Quetelet  a  faits  entre  sa  théorie  des  caustiques  et  celle  des  projections 
stéréographiques^  en  sont  une  première  preuve;  nous  aurons  occasion 
ailleurs  d'en  donner  d'autres  ^ 

prenant  pour  plan  de  projection  un  plan  quelconque.  (Voir  Annales  de  Maihétnatiques , 
lom.  XVllI,  pag.  305,  et  loni.  XIX,  pag.  157.) 

*  Par  exemple,  M.  Ch.  Dupin ,  dans  sa  belle  Théorie  géométrique  de  la  courbure  des  surfaces, 
n'a  pas  dégagé  entièrement  de  considérations  analytiques  la  démonstration  de  cette  proposi- 
tion :  <  Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes 
»  foyers,  elles  se  coupent  partout  à  angle  droit.  »  Les  méthodes  récentes  conduisent,  de 
diverses  manières,  à  une  démonstration  purement  géométrique  de  ce  théorème. 

Disons  même,  pour  offrir  un  exemple  de  la  portée  de  ces  méthodes,  que  Ton  parvient,  sans 
plus  de  difficulté,  à  cette  proposition  beaucoup  plus  générale  :  Quand  deux  sur  faces  du  second 
degré  ont  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes  foyers,  de  quelque  point  de  respaee 
qu'on  les  considère,  leurs  contottrs  apparents  paraissent  se  couper  à  angle  droit. 

Nous  ajouterons  que  les  beaux  résultats  contenus  dans  un  Mémoire  sur  les  axes  conjugués  eî 
les  moments  d'inertie  des  corps  (16'  Cahier  du  Journal  de  l'École  polytechnique),  où  M.  Binet 
a  fait  usage  de  la  même  proposition  que  M.  Ch.  Dupin,  et  ceux  auxquels  M.  Ampère  est  aussi 
parvenu  sur  le  même  sujet,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Quelques  propriétés  nouvelles  des 
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§  35.  En  même  temps  qu'une  étude  approfondie  de  Tétat  actuel  de  la  perr«etionnemeni  da. 

.  i**/*ii«*«  •  méthode»  récent  c«. 

Géométrie  pure  tend  à  justifier  la  division  systématique  que  nous  avons 
établie,  elle  fait  voir,  par  le  manque  de  généralité  et  de  caractère  précis 
d'une  foule  de  théorèmes  qui  se  rattachent  aux  méthodes  que  nous  venons 
d'indiquer,  que  ces  méthodes  elles-mêmes  n'ont  point  encore  l'étendue,  la 
fécondité  et  le  degré  de  puissance  désirables. 

Ainsi,  par  exemple,  les  méthodes  comprises  dans  notre  deuxième  et  notre 
troisième  division,  d'un  usage  facile  et  général  pour  la  découverte  et  la  démon- 
stration des  propriétés  descriptives  des  figures,  n'ont  encore  été  appliquées 
que  d'une  manière  restreinte  aux  relations  de  grandeur  (lignes,  surfaces  ou 
volumes).  N'est-il  pas  présumable  qu'il  leur  manque  quelque  principe  qui 
les  rende  applicables  à  des  relations  beaucoup  plus  générales,  et  peut-être 
à  toutes  sortes  de  relations  ? 

On  conçoit  donc  que  ces  méthodes  ne  reposent  point  encore  sur  d'assez 
larges  bases.  Et  en  effet,  nous  croyons  pouvoir  dire  que  chacune  d'elles  est 
susceptible  d'une  très-grande  extension. 

§26.  La  première,  celle  des  transversales^  peut  être  accrue  de  principes  Théorie  des  tran^ver- 

sales. 

nouveaux,  qui  la  rendent  propre  à  de  nouveaux  usages,  et  suppléent  en 
mille  circonstances,  et  particulièrement  dans  l'étude  des  propriétés  générales 
des  courbes  géométriques,  à  l'Analyse  de  Descartes  :  dans  son  état  actuel 
inéme,  elle  peut  servir  à  diverses  questions,  qui  ne  lui  point  encore  été  sou- 
mises; par  exemple  au  problème  général  des  tangentes  et  à  celui  des  rayons 
de  courbure  de  toutes  les  courbes  géométriques,  dont  nous  avons  indiqué  les 
solutions  dans  le  Bulletin  universel  des  sciences  (juin  1830)  K 

^^^ permanents  de  rotation  des  corps ^  nous  ajouterons,  dis-je,  que  ces  belles  découvertes, 
^rdëes  comme  étant  du  domaine  de  la  mécanique,  et  que  leurs  auteurs  ont  obtenues  par 
J'Analyse,  peuvent  aussi  dériver  de  pures  considérations  géométriques  :  et  peut-être  trouve- 
ftit-on  que  cette  voie  rattache  davantage  ces  diverses  découvertes  à  leurs  principes  premiers, 
en  montre  mieux  renchaincment,  et  en  rend  Texposition  plus  facile  et  plus  rationnelle. 

Cest  ainsi  que  la  Géométrie,  en  reculant  ses  limites,  apportera  toujours  son  flambeau  dans 
«loflque  partie  nouvelle  des  sciences  physico-mathématiques. 

^  Cofislnidion  des  tangentes,  —  Pour  déterminer  la  tangente  en  un  point  m  d'une  courbe 
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Projections  .iiirèogra-     §  27.  La  doctfîne  des  projections  stéréographiques^  outre  TexteDsion 

qu'elle  a  déjà  reçue  par  son  application  à  toutes  sortes  de  surfaces  du  second 
degré ^  est  susceptible  d'une  nouvelle  généralisation  qui  consisterait  à  placer 
Tœil^  non  plus  en  un  point  de  la  surface^  mais  arbitrairement  en  un  lieu 
quelconque  de  Tespace^  même  à  Tinfini.  De  cette  manière  les  sections  planes 
de  la  surface  du  second  degré  ne  seront  plus^  en  projection^  des  coniques 
homothétiques  entre  elles  ^  ou  bien  des  coniques  ayant  toutes  un  même  axe 
de  symptose;  ces  courbes  auront  entre  elles  une  dépendance  d'une  expres- 
sion plus  générale;  elles  auront  toutes  un  double  contact  (réel  ou  imaginaire) 
avec  une  même  conique^  perspective  du  contour  apparent  de  la  surface  du 
second  degré  (celte  conique  pouvant  elle-même  être  imaginaire). 

Ce  théorème  appartient  à  M.  Poncelet^  qui  Ta  donné  dans  son  Traité  des 
Propriétés  projectives  (art.  610),  et  en  a  montré  Tusage  pour  Tétude  des 

géométrique,  d*un  degré  quelconque,  on  mène  par  ce  point  deux  transversales  mA,  fit  A',  sous 
des  directions  arbitraires;  on  fait  les  produits  des  segments  compris,  sur  ces  droites,  entre  le 
point  m  et  les  autres  points  où  elles  rencontrent  la  courbe;  soient  V,  P'  ces  deux  produits. 

Par  un  point  /a,  pris  arbitrairement  dans  le  plan  de  la  courbe,  on  mène  deux  transversales, 
parallèles  aux  droites  mA,  y/iA';  et  Ton  fait  les  produits  des  segments  compris,  sur  ces  trans- 
versales, entre  le  point  p  et  la  courbe;  soient  II,  n'  ces  deux  produits. 

On  portera,  sur  les  droites  tiiA,  mA',  a  partir  du  point  m,  deux  lignes  proportionnelles 

aux  rapports  ^  9  -p  respectivement  :  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  lignes  sera 

parallèle  à  la  tangente  en  m. 

Ainsi  la  direction  de  la  tangente  est  déterminée. 

On  pourrait  construire  directement  la  normale.  Pour  cela,  on  porterait,  sur  les  deux  Irans- 

p     P' 
versales  issues  du  point  m ,  des  lignes  proportionnelles  aux  rapports  tî  '  jp  ;  P"^  les  extrémités 

de  ces  lignes  et  par  le  point  m,  on  ferait  passer  un  cercle  :  son  rentre  serait  sur  la  normale  à  la 
courbe,  au  point  m. 

Construction  des  cercles  osculuteurs.  —  Pour  déterminer  le  cercle  osculateur  en  un  point 
m  d'une  courbe  géométrique,  on  mènera,  par  ce  point,  la  tangente  à  la  courbe,  et  une  trans- 
versale quelconque  mA;  on  prendra  les  produits  des  segments  compris,  sur  ces  deux  droites, 
entre  le  point  m  et  les  autres  branches  de  la  courbe;  soient  1  et  P  ces  deux  produits. 

Par  un  point  p,  pris  arbitrairement  dans  le  plan  de  la  courbe,  on  mènera  deux  parallèles 
à  la  tangente  et  à  la  transversale;  et  on  fera  les  produits  des  segments  compris,  sur  ces  paral- 
lèles, entre  le  point  /x  et  la  courbe  ;  soient  r  et  tt  ces  produits. 

On  portera  sur  la  transversale  mA  une  ligne  égale  à  —  •  t^  :  Vextrémité  de  cette  ligne  sera  snr 
le  cercle  osculateur  cherché. 
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« 

propriétés  d'un  système  de  coniques  ayant  toutes  un  double  contact  avec  une 
même  conique.  Si  Ton  y  jointe  comme  dans  la  projection  stéréographique 
proprement  dite^  un  second  théorème  relatif  à  la  projection  des  sommets  des 
cènes  circonscrits  à  la  surface  du  second  degré  suivant  ses  sections  planes^ 
cette  théorie  nouvelle  offrira  un  champ  de  recherches  intéressantes  et  inépui- 
sables, et  où  se  trouveront  résolus  une  foule  de  problèmes  sur  la  construction 
des  coniques  assujetties  à  des  conditions  diverses.  (Voir  la  Note  XXVIII.) 
§  28.  Les  méthodes  comprises  dans  notre  deuxième  division ,  qui  parais-  Méthodes  de  déforma. 

,  ,  tion  des  figures. 

seot  étrangères  les  unes  aux  autres,  et  sont  destmées  à  des  usages  pratiques 
différents,  peuvent,  étant  considérées  comme  moyen  théorique  de  rfe/brma- 
tim  des  figures^  être  résumées  en  un  seul  et  unique  principe  de  déformation, 
qoiles  remplacera  toutes;  principe  qui  nous  parait  offrir  une  doctrine  nou- 
velle d'une  grande  portée,  et  d'un  usage  facile  et  plus  étendu  que  celui  de 

Il  suit  de  ceUe  construction  que,  si  Ton  appelle  e  l'angle  formé  par  la  transversale  mA  et 
M  tangente,  le  rayon  de  courbure  R  =     .^     —  ^  . 

Si  la  courbe  est  du  degré  m,  r  et  tt  contiendront  m  facteurs  linéaires,  P  en  contiendra 
«  —  1,  et  T  en  contiendra  m  —  2. 

Quand  la  courbe  sera  tracée,  ces  facteurs  seront  des  lignes  comprises  sur  les  transversales; 
^  quand  la  courbe  sera  déterminée  par  son  équation ,  on  connaîtra  immédiatement,  au  moyen 
déceliez:!,  les  valeurs  des  quatre  produits  P,  T,  tt,  t  ;  ce  qui  résulte,  comme  on  le  sait ,  de  la 
théorie  générale  des  équations. 

Quand  la  courbe  est  tracée,  il  faut  qu'elle  le  soit  complètement,  c'est-à-dire  que  toutes  ses 
branches  soient  décrites,  pour  que  les  transversales  la  rencontrent  en  autant  de  points  que 
rindique  le  degré  de  la  courbe.  Par  exemple,  si  la  courbe  est  une  de  celles  du  quatrième  degré, 
appelées  ovales  de  Descaries ,  il  faut  connaître  sa  compagne j  seconde  ovale,  jouissant  des 
Oléines  propriétés  que  la  première,  non  indiquée  par  la  construction  que  Descartes  et  dautres 
géomèlres  ont  donnée  de  ces  courbes ,  mais  qui  est  renfermée  dans  la  même  équation.  (  Voir  la 
Noie  XXI.) 

Us  constructions  précédentes  peuvent  être  simplifiées,  parce  qu'au  lieu  de  quatre  transver- 
ttles, parallèles  deux  à  deux,  on  peut  n'en  mener  que  trois,  dont  deux  issues  du  point  de  la 
courbe,  et  la  troisième  tout  à  fait  arbitraire.  Cette  modiGcation  des  solutions  ci-dessus  repose 
wr  la  belle  propriété  générale  des  courbes  géométriques ,  donnée  par  Carnot  dans  sa  Géométrie 
iifoiilion,  pag.  291. 

M.  Poncelet  a  aussi  donné  une  construction  des  tangentes  aux  courbes  géométriques,  dans 
son  Mémoire  présenté,  en  septembre  185J,  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  sous  le  titre  : 
Ànaltfie  des  transversales,  appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  projectives  des  lignes  et  sur- 
foeei  gimétriques.  (Voir  le  tom.  VIII  du  Journal  de  M.  Crelle,  pag.  229.) 
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CCS  diverses  méthodes.  Cette  doctrine  reposera  sur  uq  seul  théorème  de 
Géométrie^  que  nous  regardons  comme  la  dernière  généralisation,  et  pour 
ainsi  dire  comme  Foriginal  des  principes  qui  donnaient  lieu  à  ces  méthodes. 
Nous  ajouterons  que  toutes  les  autres  méthodes  semblables,  qu'on  pourrait 
découvrir  par  la  suite,  pour  convertir  les  figures  en  d'autres  du  même  genre, 
ne  seront  aussi  que  des  déductions  de  ce  seul  et  unique  théorème. 
Polaires  réciproques, et     §  29.  Quaut  à  la  théorlc  dcs  polaires  réciproques,  qui  sert  à  transformer 

autres  méthodes  sem*  11/^1  ■•jh*  /i 

biabien.  les  figures  en  d  autres  figures  de  genre  dînèrent  (dans  lesquelles  les  plans 

et  les  points  correspondent  respectivement  à  des  points  et  à  des  plans  des 

figures  proposées),  et  à  convertir  les  propriétés  de  ces  figures  en  propriétés 

Principe  de  dualité,  dcs  figurcs  nouvclIcs,  ce  qui  établit  une  dualité  permanente  des  formes  et 

des  propriétés  de  Tétendue  figurée,  nous  avons  déjà  annoncé  [Annales  de 
Mathématiques,  tom.  XVIIl,  pag.  270),  que  cette  théorie  n'est  point  une 
méthode  unique  pour  ces  fins  :  il  en  existe  plusieurs  autres,  qui  mettent 
en  évidence  cette  dualité ,  et  qui  sont  d'un  usage  aussi  facile  dans  leurs 
applications. 

Ainsi,  la  dualité  reconnue  depuis  deux  siècles  ^  dans  la  Géométrie  de  la 
sphère,  où  chaque  figure  a  sa  figure  supplémentaire,  dans  laquelle  des  arcs 
de  grands  cercles  correspondent  aux  points  de  la  première,  et  passent  par 
un  même  point  quand  ces  points  de  la  première  figure  sont  sur  un  même 
arc  de  grand  cercle,  cette  dualité,  dis-je,  met  dans  une  évidence  parfaite 
la  dualité  des  figures  planes,  et  ofi*re  un  moyen  facile  de  transformation  de 
ces  figures. 

Que  Ton  conçoive  en  effet,  sur  une  sphère,  une  première  figure  quelconque, 
et  la  figure  supplémentaire  (c'est-à-dire,  la  figure  enveloppe  des  arcs  de 
grands  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  aux  rayons  qui  abou- 
tissent aux  points  de  la  première);  et  qu'on  fasse  la  perspective  de  ces  deux 
figures  sur  un  plan ,  l'œil  étant  placé  au  centre  de  la  sphère  ;  on  aura ,  en 

'  Nous  avons  dit  que  le  théorème  sur  lequel  repose  cette  dualité  est  dû  à  Sncllius,  et  que  sa 
découverte  avait  été  préparée  par  les  transformations  de  (linnglcs  sur  la  sphère ,  que  Viète  avait 
faites  pour  résoudre  quelques  cas  de  la  trigonométrie  sphérique. 
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perspective  deux  figures^  dont  l'une  sera  la  transformée  de  l'autre ^  et  où  la 
dwdité  en  question  sera  évidente. 

Mais  ou  reconnaît  aisément  que  cette  transformation  d'une  figure  plane 
peut  s'eiïectuer  directement  sur  le  plan  de  la  figure^  sans  l'emploi  d'une 
sphère  auxiliaire.  En  eiïet^  la  perpendiculaire  abaissée^  de  chaque  point 
de  la  figure  proposée^  sur  la  droite  qui  correspond  à  ce  point  dans  la 
seeoude  figure^  passera  par  un  point  fixe^  projection  orthogonale  du  centre 
de  la  sphère  sur  le  plan  de  la  figure  ;  et  cette  perpendiculaire  sera  divisée 
en  ce  point  en  deux  segments^  dont  le  produit  sera  constant^  comme  étant 
égal  au  carré  de  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  de  la  figure. 
Il  suffira  donc,  pour  former  une  transformée  d'une  figure  proposée,  de 
mener,  par  un  point  fixe  de  son  plan,  un  rayon  à  chacun  des  points 
de  cette  figure;  de  prendre,  sur  le  prolongement  de  ce  rayon,  au  delà  du 
point  fixe,  une  ligne  proportionnelle  à  sa  valeur  inverse^  et  de  mener,  à 
rexlrémité  de  cette  ligne,  une  perpendiculaire  au  rayon.  Toutes  ces  perpen- 
diculaires correspondront  respectivement  aux  points  de  la  figure  proposée, 
et  envelopperont  sa  transformée. 

§  30.  II  est  manifeste  que  ce  procédé  de  construction  des  figures  trans- 
formées s'applique  aux  figures  à  trois  dimensions;  nous  l'énoncerons  ainsi  : 

Etant  donnée  une  figure  dans  l'espace  ;  que,  d'un  point  fixe ,  pris  arbi- 
frumnent,  on  mène  à  tous  les  points  de  cette  figure  des  rayons,  et  que 
wr  ces  rayons  [ou  bien  sur  leurs  prolongements  au  delà  du  point  fixe),  on 
Jiorte  des  lignes  qui  leur  soient  respectivement  proportionnelles;  que,  par  les 
^^mitts  de  ces  lignes,  on  mène  des  plans  perpendiculaires  aux  rayons; 
tow  ce«  plaiis  envelopperont  une  seconde  figure  qui  sera  la  transformée  de  la 
J^jmée,  comme  on  l'entend  dam  le  principe  de  dualité.  C'est-à-dire  qu'aux 
plans  dans  la  figure  proposée,  correspondront  des  points  dans  la  nouvelle 
figure,  et  quand  ces  plans  passeront  par  un  même  point,  ces  points  seront 
sur  un  même  plan  ^ 

'  La  démonstration  de  ce  thëorëme  est  extrêmement  faeile.  Nous  In  donnerons  dnns  la 
noie  XXIX. 

â9 


226  HISTOIRE  DE  LA  GEOMETRIE. 

Quand  les  ligues  proportiouuelles  aux  valeurs  inverses  des  rayonsjnenés 
du  point  fixe  aux  points  de  la  figure  proposée^  sont  prises  sur  les  directions 
de  ces  rayons,  les  plans  menés  par  les  extrémités  de  ces  lignes,  perpendi- 
culairement aux  rayons,  peuvent  être  considérés  comme  les  plans  polaires 
des  points  de  la  figure  proposée,  par  rapport  à  une  certaine  sphère  décrite 
du  point  fixe  comme  centre. 

Notre  mode  de  transformation  comprend  donc  celui  de  la  théorie  des 
polaires  réciproques  considérées  dans  la  sphère  ;  et  il  est  plus  général  que 
celui-ci,  en  ce  que,  dans  la  théorie  des  polaires,  les  plans  correspondant 
aux  points  d'une  figure  proposée  sont  toujours  menés  entre  ces  points  et 
le  centre  de  la  sphère,  tandis  que,  dans  notre  mode  de  transformations,  ces 
plans  peuvent  être  menés  au  delà  du  point  fixe  qui  représente  ce  centre  ^ 

Cette  connexion  intime  entre  la  théorie  des  polaires  réciproques ,  d'In- 
vention toute  récente,  et  la  dualité  des  figures  tracées  sur  la  sphère,  connue 
et  usitée  depuis  près  de  deux  siècles,  nous  a  paru  mériter  d'être  remar- 
quée ici. 

§  31.  Passons  à  d'autres  modes  de  transformation. 

Il  en  est  deux  qui  reposent,  comme  le  précédent,  sur  des  théories  con- 
nues. Le  premier  est  ofi'ert  par  le  Porisme  d'Ëuclide,  que  nous  avons  cité 
en  parlant  des  Collections  mathématiques  de  Pappus  (1**  Epoque,  §  31, 
en  note);  car,  dans  ce  porisme,  pour  chaque  point  d'une  figure  plane  on 
construit  une  droite ,  et  l'on  reconnaît  aisément  que,  si  les  points  de  la 
première  figure  sont  en  ligne  droite,  les  droites  correspondantes,  dans  la 
seconde  figure,  passent  par  un  même  point. 

Le  second  résulte  de  la  théorie  des  courbes  et  surfaces  réciproques,  dont 
Mongeadonné  Texpression  analytique.  {Voir  la  Note  XXX.) 

*  La  plus  grande  généralité  que  nous  venons  de  signaler  n  a  lieu  que  sous  le  rapport  géo- 
métrique, et  non  quand  on  emploie  la  voie  analytique;  parce  que,  dans  ce  dernier  cas,  oo  peut 
supposer  imaginaire  le  rayon  de  la  sphère  par  rapport  à  laquelle  on  prend  les  polaires;  et  alors 
les  plans  polaires  des  points  de  la  figure  proposée  sont  menés  au  delà  du  point  qui  représente 
le  centre  de  la  sphère. 
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§  32.  On  peut  imaginer  d'autres  modes  de  transformation. 

Par  exemple^  soient  dans  l'espace  un  angle  trièdre^  et  un  triangle  situé 
dans  un  plan  mené  par  le  sommet  de  Tangle  trièdre;  que^  par  chaque  point 
d'ooe  Ogure  donnée  dans  l'espace ^  on  mène  trois  plans  passant  pas  les  trois 
côlés  du  triangle;  ils  rencontreront  respectivement  les  trois  arêtes  de  l'angle 
triédre  en  trois  points  qui  détermineront  un  plan;  tous  les  plans  ainsi 
déterminés  envelopperont  une  seconde  figure  ayant,  avec  la  proposée,  les 
rapports  et  les  dépendances  qui  constituent  la  dualité  en  question. 

Uoe  figure  étant  donnée  dans  l'espace,  qu'on  lui  imprime  un  mouvement 
ioGniment  petit  quelconque,  et  qu'on  mène,  par  ses  diiïérents  points,  des 
plans  normaux  à  leurs  trajectoires;  tous  ces  plans  envelopperont  une  seconde 
flgure,  qui  sera  une  transformation  de  la  proposée,  de  même  nature  que  la 
précédente. 

Que  l'on  suppose  qu'une  figure  donnée  dans  l'espace  soit  sollicitée  par 
plusieurs  forces,  et  que,  par  chaque  point  de  la  figure,  on  mène  le  plan  prin- 
cipal de  ces  forces  relatif  à  ce  point;  tous  ces  plans  envelopperont  une  seconde 
ligure  qui  sera  encore  une  transformation  de  la  proposée,  de  même  nature 
que  les  précédentes. 

§33.  De  ces  trois  modes  de  transformation  dans  Tespace,  le  premier, 
celui  qui  fait  usage  de  l'angle  trièdre,  a  son  analogue  sur  le  plan;  c'est  le 
Porkme  d'Euclide.  Les  deux  autres  n'ont  point  leurs  analogues  sur  le  plan  : 
oiais  ils  n'en  sont  pas  moins  propres  à  la  transformation  des  figures  planes. 
Eq  effet,  qu'une  figure  plane  soit  donnée  à  transformer;  on  imprimera  à  son 
plan  un  mouvement  infiniment  petit  dans  Tespace;  les  plans  normaux  aux 
trajectoires  des  diflerents  points  de  la  figure  envelopperont  une  surface 
conique  (qui  aura  son  sommet  en  un  point  du  plan  de  la  figure)  ' ,  et  un 
plan  transversal ,  mené  arbitrairement  dans  fespace,  coupera  cette  surface 
conique  suivant  une  figure  qui  sera  une  transformée  de  la  proposée. 

On  pourra  faire  servir  ainsi,  à  la  transformation  des  figures   planes, 

'  Nous  donnerons  la  démonstration  de  ce  théorème  dans  un  écrit  sur  les  propriétés  géomé- 
triques du  luouvenient  d'un  corps  solide  lihrc  dans  l'espace. 
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chacun  des   procédés  qvCon  emploiera  pour  la  transformation  des  figures 
dans  Tespace^  et  qui  n'aurait  pas  son  analogue  sur  le  plan. 
Primipe de  transforma.     §  34.  Nous  pourrious  citcr  d'autros  modes  particuliers  de  transformation^ 

lion  le  plu»  général. 

qui  feraient  comme  les  précédents,  soit  dans  l'espace,  soit  sur  le  plan,  le 
même  office  que  la  théorie  dos  polaires  réciproques. 

Mais  toutes  ces  méthodes  peuvent  être  remplacées,  comme  celle  de  défor- 
mation^ dont  nous  avons  parlé  ci-dessus,  par  un  seul  et  unique  principe, 
plus  général  et  plus  étendu  que  chacune  d'elles.  Ce  principe,  qui  constitue 
une  doctrine  complète  de  transformation  des  figures,  prend  sa  source  dans 
un  seul  théorème  de  Géométrie,  qui  nous  paraît  être  la  raison  première  de 
cette  propriété  inhérente  aux  formes  de  letendue,  la  dualité ,  sur  laquelle  do 
savants  géomètres  ont  déjà  écrit,  mais  sans  remonter,  malgré  les  vues  très- 
philosophiques  qu'ils  ont  apportées  dans  celte  partie  de  la  Géométrie,  à  son 
principe  primordial,  indépendant  de  toute  doctrine  i)articulière. 
c-racière  particulier  de     §  33.  Nous  allous  tout  dc  suilc  fairc  concevoir,  par  quelques  réflexions 

la  théorie  des  |  D'aires 

réciproques.         gyp  j^  uaturc  dc  cc  pHucipc  de  transformation,  et  sur  la  théorie  des  polaires 

réciproques,  comment  il  offre  une  plus  grande  généralité  que  cette  théorie. 

Les  figures  considérées  dans  ce  genre  de  transformation  ont  entre  elles 
une  concordance,  ou  réciprocité,  qui  consiste  en  ce  que  :  à  chaque  point  de 
la  flffure  proposée  correspond  un  plan  dans  sa  dérivée;  et^  réciproquement, 
à  chaque  point  de  celle-ci  correspond  un  plan  dam  la  figure  proposée.  Cela 
résulte  d'une  seule  et  uniifue  condition  dans  la  construction  de  la  seconde 
figure,  à  savoir  que  :  tous  les  plans  qui,  dans  cette  figure  y  correspondent  à 
des  points  de  la  proposée ,  situés  sur  un  même  plan,  doivent  passer  m  cessai- 
rement  par  un  même  point.  Voilà  comment  un  point  de  la  seconde  figure 
répond  à  un  plan  de  la  première. 

Cette  condition,  qui  constitue  à  elle  seule  la  doctrine  de  transformation 
dont  nous  parlons,  parce  qu'elle  la  distingue  d'une  infinité  d'autres  modes  de 
transformation,  dans  lesquels  des  plans  correspondent  à  des  points,  ou  bien 
des  points  à  des  plans,  mais  où  ces  deux  circonstances  n'ont  pas  lieu  en 
même  temps;  cette  condition,  dis-je,  se  trouve  remplie  dans  la  théorie  des 
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polaires^  oii  Ton  sait  que  tous  les  plans  polaires  des  points  d'un  même  plan 
passent  par  un  même  point  (ou,  en  d'autres  termes,  quand  des  cônes  cir- 
conscrits à  une  surface  du  second  degré  ont  leurs  sommets  sur  un  même 
plan,  les  plans  de  leurs  courbes  de  contact  avec  la  surface  passent  par  un 
même  point).  Voilà  pourquoi  la  théorie  des  polaires  offre  un  moyen  de  trans- 
formation des  figures,  et  met  en  évidence  la  dualilé  de  Fétendue. 

Mais  cette  théorie  offre  une  circonslance  particulière  :  c'est  que  le  point 
par  où  passent  les  plans  polaires  des  points  de  la  première  tigure  qui  sont 
situés  sur  un  même  plan ,  a  lui-même  pour  plan  polaire  ce  plan.  De  sorte 
que  la  première  figure  se  (ronsiruirait  au  moyen  de  la  seconde,  absolument 
(le  la  même  manière  que  cette  seconde  a  été  construite  au  moyen  de  la 
première.  Ainsi,  il  y  a  réciprocité  parfaite,  ou  plutôt  identité  parfaite  de 
construction  entre  les  deux  tîgures. 

La  théorie  des  polaires  ayant  été  jusqu'à  ce  jour  le  seul  moyen  employé 
pour  la  transformation  des  figures,  on  pourrait  croire  qu'elles  doivent  leur 
concordance,  ou  réciprocité  de  formes,  dont  nous  parlions  tout  à  l'heure,  à 
ridentité  de  construction  qui  a  lieu  dans  celte  théorie  des  polaires.  Ce  serait 
une  erreur  grave.  Cette  identité  de  construction  est  une  propriété  acciden- 
telle, particulière  aux  figures  que  produit  la  théorie  des  polaires,  et  qui  se 
présente  aussi  dans  d'autres  modes  de  transformation;  mais  ce  n'est  point 
elle  qui  donne  lieu  à  la  dualité  de  l'étendue;  et,  en  effet,  elle  n'existe  point 
dans  divers  autres  modes  de  transformation,  et  notamment  dans  celui  qui, 
comme  nous  le  ferons  voir,  comprend  tous  les  autres  comme  corollaires,  ou 
cas  particuliers.  Aussi  nous  ne  ferons  aucun  usage  de  cette  identité  de 
construction ,  et  nous  l'écarterons  de  l'exposition  de  notre  doctrine  de  trans- 
formation, comme  y  étant  étrangère,  et  ne  s'y  rencontrant  que  par  circon- 
slance particulière  et  accidentelle. 

§  36.  Dans  le  mode  de  transformation  par  voie  de  mouvement  inOnimentcaraciérepartiruiierde 

,,,.,,.  plusicMif  autres  mo- 

petit,  n  y  a  identité  de  construction,  comme  dans  la  théorie  des  polaires  :    j«^» '*«  iransform.- 
c'esl-à-dire  que  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  d'une  pre- 
mière figure  enveloppent  une  seconde  ligure  telle,  que  si   elle  eut  été 
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construite^  et  qu'elle  eut  éprouvé  le  ménie  mouvement  que  la  première^  les 
plans  normaux  à  ses  trajectoires  envelopperaient  la  première  ligure. 

Une  pareille  réciprocité  a  lieu  aussi  dans  les  ligures  faites  par  Femploi 
d'un  système  de  forces. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  dans  les  transformations  faites  par  la  con- 
sidération de  Tangle  trièdre.  Si  un  point  parcourt  une  ligure  donnée^  le  plan 
déterminé  comme  nous  avons  dit,  au  moyen  de  l'angle  trièdre,  enveloppera 
une  seconde  ligure  qui  sera  la  dérivée  ou  transformée  de  la  première.  Mais  si 
le  point  parcourt  cette  seconde  figure,  le  plan  mobile  n'enveloppera  points 
comme  dans  la  théorie  des  polaires  et  dans  la  transformation  par  voie  de 
mouvement  iniiniment  petit,  la  première  figure;  il  en  enveloppera  une  troi- 
sième, toute  dilTérente.  Dans  le  cas  particulier  seulement  où  les  trois  som- 
mets du  triangle  seraient  situés  dans  les  plans  des  faces  de  l'angle  trièdre^ 
il  y  aurait  identité,  c'est-à-dire  que  la  troisième  ligure  ne  serait  autre  que  la 
première. 

Dans  le  mode  de  transformation  des  ligures  planes,  fourni  par  le  Porisme 
d'Ëuclide,  il  ne  peut  jamais  y  avoir  identité  de  construction.  Ainsi^  quand  le 
point  mobile  parcourt  une  figure  proposée,  sa  droite  correspondante^  ou 
dérivée,  enveloppe  une  seconde  figure;  mais  si  le  point  mobile  parcourt 
cette  seconde  figure,  sa  droite  dérivée  en  enveloppera  une  troisième  qui  sera 
différente  de  la  première. 

Mais  on  peut  toujours  substituer,  au  mode  de  construction  employé  pour 
former  la  seconde  figure  au  moyen  de  la  première,  un  autre  mode  qui  ser- 
vira à  construire  cette  première  au  moyen  de  la  seconde.  Dans  des  cas  parti- 
culiers, tels  que  ceux  que  présentent  la  théorie  des  polaires,  le  mouvement 
infiniment  petit  de  la  figure  proposée,  etc.,  ces  deux  moyens  de  construction^ 
qui  généralement  sont  différents,  se  trouvent  être  les  mêmes.  Nous  donne- 
rons les  relations  générales  qui  ont  lieu  entre  ces  deux  modes  de  construc- 
tion, de  manière  à  conclure  toujours  l'un  de  l'autre. 
L«  théorie  de.  polaires     8  37.  Nous  souimcs  cutré  dans  des  considérations,  peut-être  trop  déve- 

n  esl    paH    le    mode  ^   i  ■ 

X*  ge"nér!l!î!'''*'"  **  loppécs,  pour  bien  |)énétrer  le  lecteur  de  cette  idée,  que  la  dualité  de  Téten- 
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due  ne  provient  nullement  des  circonstances  de  construction  qui  avaient 
semblé^  dans  la  théorie  des  polaires  réciproques^  faire  le  caractère  distinctif 
des  modes  de  transformation  propres  à  mettre  cette  dualité  en  évidence. 

H  résulte  aussi ^  de  ces  considérations^  que  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques n'est  pas  le  mode  de  transformation  le  plus  général.  Mais  si  c'eût  été 
la  seule  vérité  que  nous  eussions  voulu  mettre  en  évidence^  il  nous  aurait 
suffi  de  dire  que^  dans  le  mode  général^  qui  comprend  tous  les  autres^  on 
peut^  pour  construire  la  flgure  corrélative  d'une  figure  proposée^  prendre 
arbitrairement  dans  l'espace  cinq  plans  comme  correspondant  à  cinq  points 
désignés  de  la  première  figure;  tandis  que^  dans  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques, deux. ligures  corrélatives  ont  entre  elles  des  dépendances  beaucoup 
plus  restreintes.  Car  si  l'on  y  considère  deux  tétraèdres  dont  les  sommets  de 
l'un  correspondent  aux  plans  du  second^  les  quatre  droites  qui  joindront  les 
sommets  du  premier^  respectivement  aux  sommets  du  second^  opposés  aux 
plans  qui  correspondent  aux  quatre  sommets  du  premier^  ces  quatre  droites^ 
dis-je^  seront  toujours  quatre  génératrices  d'un  même  mode  de  génération 
d'uD  hyperboloïde  à  une  nappe  ^ 

Les  autres  modes  de  transformation  otïrent  pareillement  quelques  dépen- 
dances particulières  de  situation  entre  les  figures  et  leurs  transformées^  mais 
qui  sont  différentes  de  celles  que  nous  venons  d'énoncer  pour  les  figures 
polaires  réciproques. 

Aiosi^  dans  la  transformation  par  voie  de  mouvement  infiniment  petite  on 
trouve  que  deux  droites  quelconques^  et  leurs  dérivées,  sont  toujours  quatre 
génératrices  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde. 
§38.  Nous  n'avons  parlé,  jusqu'à  présent,  que  des  relations  de  ^^scrip- Transform^i^^^^ 

angulaires. 

*  Cela  provient  de  ce  que  les  droites  qui  joignent  les  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  aux 
t^ des  faces  opposées,  pris  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  quelconque,  sont 
tttotre  génératrices  d*un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Ce  théurème,  que  nous  avons  démontré  dans  ]es  Annales  de  Mathématiques,  tom.  XIX^ 
P^- 76)  est  susceptible  d*nn  grand  nombre  de  corollaires.  On  en  conclut,  par  exemple,  que 
if» quatre  perpendiculaires,  abaissées  des  sommets  d'un  tétraèdre  sur  les  faces  opposées,  sont 
qufOre  génératrices  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde. 
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tion  et  de  situation  entre  les  (igures  et  leurs  transformées;  mais  Ton  doit  con- 
sidérer aussi  leurs  dépendances  de  grandeur  métrique  ou  angulaire.  Ce  seront 
ces  dépendances  qui  serviront  à  traduire  les  théorèmes  où  entrent  des  rela-' 
lions  de  grandeur. 

Ces  dépendances  générales  de  grandeur,  entre  une  figure  et  sa  transfor- 
mée, reposent  sur  un  principe  très-simple,  qui  n'a  point  été  mis  en  usage  dans 
la  théorie  des  polaires;  aussi  cette  théorie,  qu'on  a  appliquée  d'une  manière 
fort  générale  à  la  transformation  des  relations  de  description,  ne  Ta  été  que 
d'une  manière  restreinte  aux  relations  de  grandeur  :  d'abord  parce  qu'on  ne 
lui  a  point  soumis  toutes  les  relations  auxquelles  elle  est  propre,  et  ensuite 
parce  que,  faute  du  principe  dont  nous  parlons,  il  a  fallu  prendre  deux  cas 
particuliers  de  cette  théorie  pour  opérer  la  transformation  d'une  relation  de 
grandeur.  On  a  pris  pour  surface  auxiliaire,  ou  une  sphère,  ainsi  que  l'a  fait^ 
le  premier,  M.  Poncelet,  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des 
polaires  réciproques  *^  et  ensuite  M.  Bobillier  -;  ou  un  paraboloïde,  comme 
nous  l'avons  proposé  dans  nos  deux  Mémoires  sur  la  Transformation  jmra- 
bolique  des  relations  métriques  ^. 

Les  dépendances  de  grandeur  entre  une  figure  et  sa  dérivée,  ne  sont  pas 
les  mêmes  dans  ces  deux  modes  de  transformation.  Elles  consistent,  dans 
le  premier  cas,  en  ce  que  l'angle  de  deux  plans  d'une  figure  est  égal  à 
l'angle  des  rayons  de  la  sphère  auxiliaire  qui  aboutissent  aux  deux  points 
correspondant  à  ces  plans  dans  la  seconde  figure;  et,  dans  le  second  cas^  en 
ce  que  le  segment  intercepté  sur  l'axe  du  paraboloïde  auxiliaire  par  deux 
plans  d'une  figure,  est  égal  à  la  projection  orthogonale,  faite  sur  cet  axe, 
de  la  droite  qui,  dans  l'autre  ligure,  joint  les  deux  points  correspondant  à 
ces  plans. 

Ces  deux  modes  de  transformation  ont  été  appliqués  l'un  et  l'autre, 

*  Journal  de  M.  Crellc,  loin.  IV.  Ce  Mémoire  a  ëlé  présenlé,  à  rAcadëmie  des  sciences  de 
Paris,  le  i2  avril  1824. 

^  Annales  de  Malhémaliques y  iom.WXW^^ïxu.  18:27-18:28. 
^  Correspondance  mathématique  de  M.  Quelelet,  (oro.  V  et  VI. 
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pris  une  autre  surface  auxiliaire ,  on  aurait  eu  la  propriété  correspondante 
pour  des  droites  concourant  en  un  même  point. 

Il  est  vrai  que  Ton  peut,  par  une  autre  voie  (et  c'est  Tobjet  des  mé- 
thodes comprises  dans  notre  seconde  division),  appliquer  les  propriétés  de  la 
sphère  aux  autres  surfaces  du  second  degré,  et  les  propriétés  d'un  système 
de  droites  parallèles  entre  elles  à  des  droites  concourant  en  un  môme  point; 
mais  il  y  aurait  à  faire  deux  opérations,  graphiques  ou  intellectuelles^  au 
lieu  d'une. 

§  40.  Au  surplus,  sauf  quelques  cas  particuliers,  où  les  relations  de  des- 
cription ou  de  grandeur  d'une  figure  sont  trop  restreintes  pour  qu^on 
emploie  le  principe  de  transformation  général  et  absolu,  que  nous  expose- 
rons dans  cet  écrit,  ce  principe  offrira  presque  toujours,  notamment  en  ce 
qui  concerne  les  relations  métriques,  outre  l'avanlage  d'une  plus  grande 
généralité  dans  les  résultats,  celui  d'une  application  plus  facile  et  plus  spon- 
tanée que  celle  d'aucune  méthode  particulière. 

Sous  ce  rapport,  ce  principe  de  transformation  et  le  principe  de  dé  for- 
mation  qui  remplacera  les  diverses  méthodes  comprises  dans  notre  seconde 
division,  appliqués  dans  leur  plus  grande  généralité  et  de  la  manière  la 
plus  abstraite,  nous  paraîtront  justifier  ce  précepte  de  l'illustre  auteur  de  la 
Mécanique  céleste  :  «  Préférez  les  méthodes  générales,  attachez-vous  à  les 
»  présenter  de  la  manière  la  plus  simple,  et  vous  verrez  en  même  temps 
»  qu'elles  sont  presque  toujours  les  plus  faciles  '  ;  »  auquel  M.  Lacroix  a 
ajouté,  avec  l'autorité  que  lui  donnent  dans  les  sciences  sa  grande  expé^ 
rience  et  son  profond  savoir,  que  «  les  méthodes  générales  sont  aussi  les 
»  plus  propres  à  faire  connaître  la  vraie  métaphysique  de  la  science  ^.  » 
Théories  pariicuiières  §41.  La  Géométric  s'cst  accruc,  depuis  une  trentaine  d'années,  de  pro- 
positions et  même  de  théories  nouvelles,  si  nombreuses  et  si  variées,  que 
nous  avons  dû,  dans  notre  aperçu  de  ses  progrès  pendant  cet  intervalle , 

*  Séances  des  Écoles  normales;  in-8*,  1800;  lom.  IV,  png.  49. 

*  Essais  sur  V Enseignement;  3*  édition,  in-8%  1828. 
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ooiis  borner  à  y  distinguer  les  méthodes  principales^  à  en  montrer  forigine, 
la  nature  et  les  usages  en  Géométrie  rationnelle. 

Une  analyse  plus  étendue  de  tant  de  travaux^  sur  lesquels  reposent  dans 
ce  moment  les  progrès  virtuels  et  l'avenir  de  la  Géométrie,  serait  incontesta- 
blement d'une  grande  utilité,  mais  exigerait  un  volume,  et  dépasserait  de 
beaucoup  les  limites  que  nous  devons  observer  ici. 

Cependant,  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  signaler,  parmi  tant  d'au- 
tres^ deux  doctrines,  qui,  sous  des  rapports  diiïérents,  nous  paraissent  d'une 
importance  majeure  pour  le  perfectionnement  de  la  Géométrie  spéculative,  et 
pour  ses  applications  aux  questions  des  phénomènes  physiques.  Nous  voulons 
parler  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré,  et  de  la  Géométrie  de  la 
sphère,  c'est-à-dire,  de  la  doctrine  des  figures  tracées  sur  la  sphère. 

Cette  dernière  est  si  ancienne,  et  les  surfaces  du  second  degré  paraissent 
un  sujet  si  rebattu,  depuis  surtout  quelques  années,  que  l'on  ne  pense  pas, 
peut-être,  qu'il  reste  grand'chose  à  faire  sur  ces  deux  objets,  et  qu'ils  méri- 
tent l'importance  que  nous  voulons  leur  donner.  Nous  devons  donc  nous 
empresser  de  justifier  notre  opinion,  pour  prévenir  le  sentiment  d'incrédulité 
que  nous  craignons  qu'elle  rencontre  chez  plusieurs  des  géomètres  qui  nous 
feront  l'honneur  de  nous  lire. 

§42.  La  Géométrie  de  la  sphère  a  une  haute  antiquité;  elle  a  pris  nais-GooiDëiriedeiaspi 
sance  le  jour  où  l'astronome  philosophe  a  voulu  découvrir  la  chaîne  qui  lie 
les  phénomènes  du  monde  planétaire.  Ainsi,  nous  avons  vu  qu'Hipparque, 
Théodose,  Ménélaus,  Ptolémée,  ont  été  très-avant  dans  la  trigonométrie  sphé- 
rique.  Mais  toute  cette  théorie  se  réduisait  au  calcul  des  triangles;  et  si, 
depuis,  elle  s'est  étendue  et  a  atteint,  entre  les  mains  de  nos  plus  célèbres 
géomètres,  un  haut  degré  de  perfection,  c'a  été  en  conservant  toujours  à  peu 
près  le  même  cadre,  parce  qu'elle  avait  toujours  la  môme  destination,  le 
calcul  des  triangles  pour  le  service  de  l'astronome  et  du  navigateur,  et  pour 
les  grandes  opérations  géodésiques  qui  ont  fait  connaître  la  véritable  forme 
du  globe  terrestre.  Mais  cette  doctrine,  qui  répond  à  peu  près  à  celle  des 
lignes  droites  et  des  triangles  dans  la  Géométrie  plane,  ne  constitue  poinf,  à 


lere. 
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elle  seule,  la  Géométrie  de  la  sphère.  Combien  d'autres  figures,  à  commencer 
par  la  plus  simple,  le  cercle,  ne  peut-on  pas  considérer  sur  cette  surface 
courbe,  à  Tinstar  des  figures  décrites  sur  le  plan  ? 

Il  n'y  a  pourtant  guère  qu'une  quarantaine  d'années  que  cette  extension 
si  naturelle  a  été  introduite  dans  la  Géométrie  de  la  sphère.  C'est  aux  géo- 
mètres du  Nord  qu'elle  est  due.  Car  si  nous  en  exceptons  la  théorie  des 
épicycloïdes  sphériques,  et  quelques  questions  isolées,  telles  que  celle  des 
courbes  que  Guido  Grandi  a  appelées  délies,  nous  ne  voyons  guère  que  Ton 
ait  cherché  à  résoudre,  sur  la  sphère,  les  questions  analogues  à  celles  de  la 
Géométrie  plane,  avant  Lexell,  qui,  dans  les  Actes  de  Pétersbourg  (tom.  V 
et  VI),  a  recherché  les  propriétés  des  cercles  décrits  sur  la  sphère,  analogues 
à  celles  des  cercles  décrits  sur  le  plan.  C'est  à  ce  géomètre  qu'on  doit  l'élé- 
gant théorème  sur  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphé- 
riques de  même  aire  et  de  même  base. 

Peu  après,  son  compatriote  Fuss,  dans  deux  Mémoires  qui  font  partie  des 
JKova  acta  (tom.  II  et  III),  résolut  quelques  problèmes  de  la  Géométrie  de  la 
sphère,  et  s'occupa  particulièrement  des  propriétés  d'une  certaine  ellipse 
sphérique.  C'est  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  sommets  des  triangles  de  même 
base  et  dont  la  somme  des  deux  autres  côtés  est  constante.  Fuss  trouva  que 
cette  courbe  est  l'intersection  de  la  sphère  par  un  cône  du  second  degré,  qui 
a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère  :  en  d'autres  termes,  c'est  la  ligne  de 
courbure  des  cônes  du  second  degré  ^ 

Ces  premiers  travaux  de  Lexell  et  de  Fuss  ne  tardèrent  point  à  être  conti- 
nués dans  les  recueils  de  la  même  Académie  ^,  par  Schubert,  que  nous  avons 
déjà  cité  comme  ayant  assis  toute  la  trigonométrie  sphérique  sur  le  seul 
théorème  de  Ptolémée.  Ce  géomètre  résolut  plusieurs  questions  sur  les  lieux 

*  Cette  courbe  se  décrit  sur  ]a  sphère,  comme  l'ellipse  sur  ]e  plan,  au  moyen  d*un  fil  dont 
les  extrémités  sont  fixées  à  deux  foyers,  et  qui  est  tendu  par  un  stylet  mobile.  Les  formules 
analytiques  dont  Fuss  fnit  usage  le  conduisent  à  ce  résultat  remarquable  :  si  la  longueur  du  61 
est  égale  à  la  demi-circonférence  de  la  sphère  Ja  courbe  décrite  est  toujours  un  grand  cercle, 
quelle  que  soit  la  distance  des  deux  foyers. 

^  Xdvu  actu,  tom.  XII,  ann.  I7î)4,  pag.  190. 
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^ométriques  des  sommets  de  triangles  qui  ont  même  base^  comme  dans  les 
problèmes  de  Lexell  et  de  Fuss^  mais  dont  les  deux  autres  côtés  ont  entre 
eu  X  diverses  autres  relations  nouvelles. 

Ce  genre  de  recherches  ^  qui  promettait  une  moisson  abondante  de  vérités 
nouvelles  et  curieuses^  est  pourtant  resté  a  peu  prés  inaperçu^  à  tel  point 
que  Télégant  théorème  de  Lexell^  bien  qu'il  ait  été  reproduit  par  iM.  Le- 
gecdre  dans  les  nombreuses  éditions  de  sa  Géométrie^  n'avait  point  fait 
soupçonner  Texistence  du  théorème  analogue^  et  non  moins  curieux^  que 
do  ime  la  théorie  des  figures  supplémentaires.  Ce  n'est  que  dans  ces  derniers 
leBMps  que  M.  Sorlin  y  est  parvenu  directement,  dans  un  Mémoire  sur  la  tri- 
gonométrie sphérique,  où  la  dualité,  c'est-à-dire  les  doubles  propriétés  des 
fi|K:iires  tracées  sur  la  sphère,  est  présentée  dans  une  concordance  complète  *• 
C'^^esl  aussi  depuis  peu  d'années  seulement,  que  l'ellipse  ^sphérique  de  Fuss 
a   ^té  remise  sur  la  scène  par  M.  iMagnus,  de  Berlin,  qui,  après  avoir  décou- 
vrit et  démoniré  directement,  par  l'Analyse,  la  propriété  correspondante 
dsfc  ns  le  cône,  en  conclut  celle  de  celle  ellipse.  Mais  ce  géomètre  en  décou- 
^  ii**it  une  seconde,  non  moins  belle,  et  analogue  aussi  avec  Tune  des  princi- 
les  propriétés  de  l'ellipse  plane  :  c'est  que  les  deux  arcs  de  grands  cercles, 
cnésdes  foyers  à  un  point  de  la  courbe,  font  des  angles  égaux  avec  l'arc 
Dgent  en  ce  point  ^. 
§  43.  Quelques  autres  géomètres  avaient  déjà,  quelques  années  aupara- 
vant, résolu  différentes  questions  de  la  Géométrie  de  la  sphère,  et  cherché 
Ic^urs  analogies  avec  celles  de  la  Géométrie  plane.  Ainsi  M.  Lhuilier,  de 
Genève,  a  trouvé,  dans  les  triangles  sphériques  rectangles,  les  théorèmes 
^analogues  aux  principales  propriétés  des  triangles  rectilignes  rectangles, 
telles  que  le  carré  de  l'hypoténuse^;  et  déterminé  le  centre  des  moyennes 
distances  d'un  triangle  sphérique  '*.  M.  Gergonne  a  proposé,  dans  les  Annales 

'  Annales  de  Mathématiques,  tom.  XV,  ann.  1 8:24-1 82!i. 

*  /6jW.,  tom.  XVI. 

*  /6id.,  lom.  I",  ami.  1810-181 1. 
^  /6id.,  tom.  Il,  ann.  181M812. 
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de  Mathématiques ,  plusieurs  questions  de  Géométrie  sphérique^  ayant  9ussi 
leurs  analogues  sur  le  plan;  nous  citerons^  entre  autres^  cette  belle  pro- 
priété du  quadrilatère  spliérique^  qui  lui  est  commune  avec  le  quadrilatère 
rectiligne  :  quand  la  somme  de  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somine 
des  deux  autres  côtés,  le  quadrilatère  est  circonscriptible  au  cercle  *.  De- 
puis^ M.  Guéneau  d'Aumont^  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Dijon  ^ 
a  découvert  dans  les  quadrilatères  sphériques  inscrits  au  cercle,  cette  pro- 
priété caractéristique,  qui  correspond,  dans  la  théorie  des  ligures  supplé- 
mentaires, au  théorème  de  M*  Gergonne  :  la  somme  de  deux  angles  opposés 
du  quadrilatère  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres  angles  ^  ;  propriété 
qui  sera  nécessairement  Tune  des  principales  dans  les  éléments  de  la  Géo- 
métrie de  la  sphère,  comme  exprimant  une  relation  simple  et  féconde  entre 
quatre  points  appartenant  à  un  petit  cercle.  M.  Quetelet  a  considéré,  sur 
la  sphère,  des  polygones  formés  par  des  arcs  de  grands  ou  de  petits  cercles 
indifféremment,  et  a  donné,  pour  le  calcul,  de  leurs  surfaces  une  formule 
simple  et  élégante  5.  Cette  question  avait  déjà,  à  plusieurs  reprises,  occupé 
les  géomètres;  d'abord  le  P.  Courcier  **,  dont  nous  avons  parlé  comme  ayant 
écrit  sur  certaines  courbes  à  double  courbure  ;  puis  d'Alembert  ^  et  Bossut  ^, 
qui  y  avaient  appliqué  les  ressources  de  l'Analyse,  et  pour  qui  cette  question 
avait  été  une  preuve  que  la  Géométrie  pure  offre  souvent  une  voie  plus 
facile  et  plus  expéditive  que  le  calcul  le  plus  ingénieux  et  le  plus  subtil. 

§  44.  Nous  n'apercevons,  jusqu'ici,  que  quelques  propositions  détachées, 
fort  belles ,  et  bien  capables  d'inspirer  le  goût  de  la  Géométrie  de  la  sphère , 
mais  qui  n'annoncent  point  encore  une  étude  méthodique  et  suivie  de  cette 
partie  de  la  science  de  l'étendue.  C'est  dans  ces  derniers  temps  qu'on  a 

*  Ënonccc  à  la  page  384  du  loiiie  V,  cl  déiiionlréc  pai*  M.  Durraiide,  à  lu  page  49  du  lomc  VI. 
^  Annales  de  âfathématiques,  tom.  Xll,aiin.  I821-18'22. 

'  Nouveaux  Mémoires  de  r Académie  de  Bruxelles^  lom.  II,  ann.  1822. 

*  Supplemenlum  sphœromelriœy  sive  (riangulaiium  et  aliarum  in  sphœra  figurarum  quoad 
areas  mensuratio,  1-G70. 

^  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Turin,  tom.  IV,  pag.  127;  a  un.  176G-I76Î). 
^  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  lom.  Il,  pag.  522. 
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entrepris  de  fonder  les  théories  de  la  sphère  à  Tinstar  de  celles  de  la  Géo- 
métrie du  plan.  M.  Steiner^  je  crois  ^  est  entré  le  premier  dans  cette  voie  y  par 
la  publication  de  son  mémoire  intitulé  :  Transformation  et  division  des 
figures  sphériques  au  moyen  de  constructions  graphiques  *,  qui  repose  sur 
Féléganl  théorème  de  M.  Guéneau  d'Aumont^  que  nous  venons  de  citer. 
M.  Steiner  y  démontre  la  proposition  qui  correspond,  par  la  théorie  des 
flgures  supplémentaires,  au  théorème  de  Fuss  sur  Fellipse  sphérique  ^,  et 
reconnaît,  dans  ces  courbes,  deux  arcs  de  grands  cercles  qui  y  jouent  le  rôle 
des  asymptotes  dans  Thyperbole  plane.  (Ce  sont  les  deux  arcs  que  nous 
avons  nommés  arcs  cycliques  dans  notre  Mémoire  sur  les  coniques  sphé- 
riijues,  et  auxquels  nous  étions  parvenu  de  notre  côté  par  la  considération 
des  plans  des  sections  circulaires  d'un  cône  du  second  degré.) 

Nous  ne  pouvons  entrer  dans  d'autres  détails  au  sujet  du  travail  de 
H.  Steiner,  écrit  en  allemand,  et  que  nous  ne  connaissons  que  par  l'analyse 
qui  s'en  trouve  dans  le  Bulletin  universel  des  sciences^  tom.  VIII,  pag.  298. 
C'est  ainsi  que  nous  citerons  encore  M.  Gudermann,  comme  ayant  fait  aussi 
UDe  élude  spéciale  et  approfondie  de  l'analogie  des  figures  sphériques  avec 
les  flgures  planes  '. 

§  45.  Ainsi  la  Géométrie  de  la  sphère  est  commencée  d'une  manière 

^  Journal  de  M.  Crel]e,  tom.  II. 

*  Celle  proposition  est  celle-ci  :  l'enveloppe  des  l:ases  des  triangles  qui  ont  même  surface  et 
^n  angle  commun^  est  une  ellipse  sphérique.  Nous  croyions,  quand  nous  avons  aussi  démontré 
eelle  proposition ,  d'abord  dans  noire  Mémoire  sur  les  surfaces  du  second  degré  de  révolution, 
puis  dans  un  écrit  spécial  sur  les  coniques  sphériques,  y  être  parvenu  le  premier,  ne  connaissant 
poini  alors  l'analyse  du  mémoire  de  M.  Steiner,  qui  se  Irouve  dans  le  Bulletin  des  sciences, 
^oscela,  nous  n aurions  point  manqué  de  citer  le  travail  de  ce  profond  géomètre,  avec  le 
t&éme empressement  que  nous  rois  à  rappeler,  en  plus  d'une  occasion,  celui  de  M.  Magnus,  sur 
fe  même  sujet. 

'  U  Bulletin  des  sciences  (tom.  XV,  pag.  75, février  1831)  s'exprime  ainsi,  dans  le  compte 
Kadu  du  tome  VI  du  Journal  de  M.  Crelle  :  c  M.  Gudermann  expose  quelques  théorèmes  qui 

*  seraliacbent  à  une  théorie  nommée  par  lui  la  Sphérique  analytique,  théorie  dont  il  a  exposé 

*  les  principes  dans  un  écrit  publié  récemment  a  Cologne.  11  s'agit  de  passer  par  la  voie  de 
>  l'analogie  des  propriétés  des  figures  planes,  h  celles  des  figures  tracées  sur  la  surface  d'une 

*  sphère,  et  rapportées  k  un  système  de  coordonnées  sphériques.  » 
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régulière  et  dogmatique;  et  les  noms  des  géomètres  qui  Tout  entreprise 
nous  garantissent  des  progrès  rapides  dans  cette  partie  de  la  science  de 
rétendue.  On  ne  contestera  point  Futilité  théorique  de  pareilles  recherches. 
Il  nous  suffit,  je  crois,  pour  la  prouver,  de  faire  remarquer  que  la  Géo- 
métrie plane  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  Géométrie  de  la  sphère,  où 
Ion  suppose  le  rayon  inOni;  qu'ainsi  toutes  les  vérités  principales  de  la 
première  doivent  participer  aux  propriétés  plus  générales  de  la  seconde  : 
et  il  est  toujours  utile  de  contempler  les  vérités  géométriques  dans  leur 
plus  grande  étendue,  dans  leur  plus  grande  généralité,  dans  leur  plus 
grande  approximation,  pour  ainsi  dire,  des  lois  suprêmes,  dont  la  recherche 
doit  être  Fobjet  constant  des  etïorts  des  géomètres.  Elles  ont,  dans  cet  état 
de  généralité,  des  rapports  et  des  analogies  qu'on  ne  rencontre  point  dans 
leurs  corollaires,  qui  en  montrent  Fenchaînement,  et  servent  à  selever 
plus  haut  et  à  découvrir  des  principes  généraux,  dont  les  traces  étaient 
effacées  ou  inaperçues  dans  les  propositions  plus  circonscrites  et  plus  parti- 
culières. La  Géométrie  de  la  sphère,  ne  fût-elle  donc  considérée  que  comme 
mode  de  généralisation  des  propriétés  des  figures  planes,  et  indépendam- 
ment de  son  caractère  et  de  sa  valeur  propres  et  absolus,  mériterait  Fatten- 
tion  et  Fétude  des  géomètres.  Car,  et  nous  Fa  vous  déjà  dit  ailleurs  ',  dans 
Fétat  où  est  parvenue  la  Géométrie,  la  généralisation  est  le  moyen  le  plus 
propre  à  nous  conduire  à  de  nouveaux  progrès  et  à  de  nouvelles  découvertes. 
Cette  manière  de  procéder  dans  Fétude  de  la  science  doit  présider  aux 
travaux  du  géomètre  2. 
Surfaces  iiu  deuxième  §  46.  Il  uous  rcstc,  pour  tcrmiucr  notre  aperçu  de  la  marche  et  des  pro- 
grès de  la  Géométrie  récente,  à  parler  de  Fune  de  ses  théories  particulières 
les  plus  importantes  et  les  plus  cultivées,  celle  des  surfaces  du  second  degré. 

<  Chap.  III,  §  20. 

^  <  Un  aperçu  de  la  science  véritablement  utile  est  celui  qui  ne  voit,  qui  ne  cherche  dans  les 
progrès  qu'elle  fait  chaque  jour,  que  les  moyens  d'arriver  u  des  lois  générales,  de  renfermer 
les  notions  acquises  dans  des  généralisations  d*un  ordre  plus  élevé.  >  (\\QYSc\ni\  ^  Discours  sur 
l'étude  de  la  philosophie  naturelle.) 
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Traité  des  surfaces  du  second  degré,  se  trouve  démontrée,  pour  la  première 
fois,  Tune  de  leurs  plus  belles  propriétés,  à  savoir  que  les  trois  surfaces 

l'Analyse.  J'en  trouvai,  étant  élève  de  TÉcoIe  polytechnique,  une  démonstration  purement 

géométrique,  qui  a  passé  dans  l'enseignement  de  l*Ecoie,  et  a  été  reproduite  dans  divers 

ouvrages.  (Foirle  Traité  de  Géométrie  descriptive  de  M.  Vallée,  pag.  86;  et  celui  de  M.  Leroy, 

professeur  à  l'École  polytechnique,  pag.  2G7.) 

Cette  démonstration  repose  sur  ce  théorème  :  Étant  donné  un  quadrilatère  gauche  ABCD, 

si  une  droite  mobile  s*appuie  sur  les  deux  côtés  opposés  AB,  CD,  en  deux  points  m,  n,  tels 

que  l'on  ait 

mA nD 

rwB  "~       fîc' 

a  étant  une  constante  y  cette  droite  engendrera  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Car  elle  s'appuiera, 
dans  toutes  ses  positions,  sur  toute  autre  droite  qui  rencontrerait  les  deux  autres  côtés  opposés 
du  quadrilatère  en  deux  points  p,  9,  tels  que  Ton  ait 

gA_      pB 

(Voir  Correspondance  polytechnique,  tom.  Il,  pag.  446.) 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  très-facile,  puisqu'elle  n'exige  que  la  connaissance  du 
ihéorème  de  Ptolémée,  sur  le  triangle  coupé  par  une  transversale.  (Correspondance polytech- 
nique,  tom.  111,  pag.  G).  Depuis,  la  théorie  du  rapport  anharmonique  m'en  a  offert  une  seconde 
démonstration,  encore  plus  simple  et  plus  élémentaire,  qui  ne  repose  absolument  que  sur  la 
notion  du  rapport  anharmonique.  (Totr  la  note  IX.) 

Ce  théorème  s'applique  aussi  à  la  génération  des  sections  coniques  et  exprime  une  belle 
propriété  générale  de  ces  courbes.  (Voir  la  Corresp.  mathém,,  de  M.  Quetelet,  t.  IV,  p.  363). 

En  disant  que  la  double  génération  de  l'hypcrboloîde  à  une  nappe  prit  naissance  dans 
l'École  polytechnique,  nous  n  entendons  parler  que  de  Thypcrboloïde  à  axes  inégaux;  et  nous 
devons  ajouter  que  la  double  génération,  par  une  droite,  de  l'hyperboloîde  à  une  nappe 
de  révolution,  était  connue,  mais  peut-être  oubliée,  car  sa  découverte  date  de  loin,  et  a  été 
reproduite  rarement.  Nous  trouvons  qu'elle  est  due  à  Wren,  qui  la  ûi  connaître  dans  une  Note 
très-courte,  insérée  dans  les  Transactions  philosophiques  (année  1669,  pag.  96i),  sous  le  titre  : 
Generatio  corporis  cylindroidis  hyperholici ,  elaborandis  lentibus  hyperbolicis  aecomodati. 
Wren  indique  l'usage  qu'on  pourra  faire  de  ce  mode  de  génération  par  une  droite,  poor  la 
construction  de  lentilles  hyperboliques. 

En  i698.  Parent  a  aussi  trouvé  cette  propriété  de  riiyperboloïde  de  révolution,  qu'il  a 
démontrée,  dans  deux  Mémoires  différents,  par  l'Analyse  et  par  de  simples  considérations  de 
Géométrie.  (Essais  et  Recherches  de  mathématiques  et  de  physique,  tom.  Il,  pag.  645,  et 
tom.  III,  pag.  470.)  Cette  propriété, que  n'ont  pas  les  autres  surfaces  produites  par  la  révolution 
d*une  conique  autour  d'un  de  ses  axes  principaux,  fait  dire  à  Parent  que  l'hyperboloîde  k  une 
nappe  est  la  plus  complète  de  ces  surfaces,  puisqu'on  y  peut  faire  six  sections  différentes, 
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cfoQées  d'un  centre,  Tellipsoïde  et  les  deux  hyperboloïdes  *,  ont  toujours  un 
système  de  trois  diamètres  conjugués  rectangulaires  ^. 

§  47.  Depuis,  les  élèves  de  Monge  ont  cultivé  avec  succès  la  théorie 
des  surfaces  du  second  degré,  et  ont  poussé  très-loin  la  recherche  de  leurs 
propriétés  :  d'abord  de  celles  qui  ne  concernent  que  la  constitution  propre 
de  chaque  surface  prise  isolément,  et  considérée  dans  ses  relations  seule- 
ment avec  les  êtres  géométriques  plus  simples  qu'elle,  le  point,  la  droite  et 
ie  plan;  et  ensuite  de  celles  qui  naissent  de  la  comparaison  de  deux  ou  plu- 
sieurs surfaces  entre  elles.  Et  ce  fut  encore  Monge  qui  fit  les  premiers  pas 
d»ns  ces  recherches  plus  compliquées.  Mais  nous  ne  pouvons  entrer  dans 
le    détail  de  toutes  ces  découvertes,  quelque  attrait  qu'il  dût  nous  présenter. 
Elles  se  lient  tellement  à  toutes  les  recherches  géométriques  qui  ont  eu  lieu 
depuis  trente  ans,  que  nous  tomberions,  malgré  nous,  dans  une  prolixité 
que    nous  devons  nous  efforcer  d'éviter.  Nous  indiquerons,  pour  suppléer  à 
ïiotre  silence  sur  ce  sujet,  les  passages  où  M.  Ch.  Dupin,  en  analysant  les 
travaux  de  Monge  en  Géométrie  analytique,  a  rappelé  les  services  de  ses 
élèves;  et  l'introduction  du  Traité  des  Propriétés  projectiles,  où  M.  Pon- 
^^let,  avec  un  soin  minutieux  et  bien  louable,  a  signalé  la  priorité  que  d'au- 
^■•es  pouvaient  avoir  sur  une  partie  des  vérilés  géométriques  qui  devaient 
^^ouler  naturellement  de  ses  nouvelles  doctrines. 

§  48.  Malgré  l'importance  des  progrès  qu'a  faits  la  théorie  des  surfaces  progrès  doni  u  ihéorif 

cond  f  degré  est  sus- 
ceptible. 

*^^'oîr  :  l'espace  parallèle,  Tanglc  rectilignc,  le  cercle,  la  parabole,  Tellipse  et  Tliyperbole.  Ce 
t5<*Ofnèlre  appelle  celle  surface  cylindroïde  hyperbolique ,  de  même  que  Wren,  et  se  sert  aussi 
'^^  îMi  propriété  d'être  engendrée  par  une  droite,  pour  la  construction,  sur  le  tour,  des  moules 
^3^perlK)liques,  propres  à  la  dioptrique. 

buveur  avait  aussi  démontré  celle  propriété  de  rhyporholoïde  de  révolution,  ainsi  que 
^" ^sieurs  autres  propositions  concernant  les  volumes  et  les  surfaces  des  conoïdes,  dont  Parent 
^^^it  communiqué  les  énoncés  à  ce  géomètre.  {Essais  et  Recherches  de  mathématiques  et  de 
f^^ysique,  tom.  III,  pag.  K-âô.) 

*    Nous  regardons  le  cône  du  second  degré  comme  un  cas  particulier  des  hyperboloïdes,  de 
■^^^me  qu'en  Géométrie  plane  on  regarde  le  système  de  deux  lignes  droites  comme  une  forme 
Particulière,  ou  limite,  de  l'hyperbole.  C'est  pourquoi  nous  ne  mettons  pas  la  surface  conique 
•^  nombre  des  surfaces  principales  douées  d'un  centre. 

'    Voir  le  l  i*  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  pag.  1 70. 
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du  second  degré^  nous  devons  ajouter  qu'ils  ne  sont  qu'une  mince  partie 
de  ceux  dont  elle  nous  paraît  encore  susceptible.  On  le  concevra  en  jetant 
un  coup  d'œil  sur  les  propriétés  principales  des  coniques^  dont  nous  ne  con- 
naissons point  encore  toutes  les  propriétés  analogues  dans  les  surfaces  du 
second  degré.  Ces  propriétés  analogues  cependant  existent,  ne  fût-ce  que 
pour  donner,  comme  corollaires,  en  supposant  que  la  surface  perde  une 
de  ses  dimensions  et  se  réduise  à  une  conique,  les  propriétés  de  ces  courbes. 
Non-seulement  les  surfaces  du  second  degré  doivent  présenter  tous  les  phé- 
nomènes que  nous  oiïrent  les  coniques,  mais  on  doit  y  en  trouver  beaucoup 
d'autres,  qui  sont  dus  à  leur  forme  plus  complète,  à  leurs  trois  dimensions,  et 
qui  disparaissent  avec  Tune  de  ces  dimensions  :  tels  sont  ceux,  par  exemple, 
qui  concernent  ces  lignes  de  courbure,  que  Monge  a  fait  connaître  le  premier, 
et  dont  MM.  Binet  et  Dupin  ont  trouvé  ensuite  d'admirables  propriétés  '. 

En  nous  bornant  à  celles  des  propriétés  des  surfaces  du  second  degré 
que  la  simple  analogie  avec  les  coniques  doit  nous  faire  soupçonner,  nous 
indiquerons,  par  exemple,  les  foyers  de  ces  courbes,  qui  sont  la  source 
d'une  partie  de  leurs  plus  belles  et  plus  importantes  propriétés.  Ces  points 
se  retrouvent  dans  trois  des  surfaces  de  révolution  (l'ellipsoïde  allongé, 
l'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  le  paraboloïde  ) ,  où  M.  Ch.  Dupin  leur  a 
reconnu  aussi  des  propriétés  précieuses,  en  théorie,  et  pour  l'explication  de 
certains  phénomènes  physiques  ^.  C'était  là  certainement  une  indication  que 
quelque  chose  de  semblable,  et  de  plus  général,  devait  se  trouver  dans  toute 
surface  du  second  degré;  mais  je  ne  sache  pas  que  l'on  ait  encore  cherché  ce 
que  cela  pouvait  être. 

Persuadé  qu'une  telle  théorie,  qui  correspondrait  dans  les  surfaces  du 
second  degré  à  celle  des  foyers  dans  les  coniques,  serait  une  source  nou- 
velle de  propriétés  intéressantes ,  et  très-utiles  pour  avancer  dans  la  connais- 
sance parfaite  de  ces  surfaces,  nous  en  avons  fait  l'objet  de  nos  recherches. 

'  M.  Dupin  est  parvenu,  entre  autres  beaux  résultats,  et  par  des  considérations  de  pure 
Géométrie,  à  une  description  mécanique  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  degré. 
(Journal  de  i'Évoh  polytevlmique ,  14*  Cahier.) 

*  Applications  de  Géométrie,  in-4".  1818.) 
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L'analogie  que  nous  avions  déjà  suivie  assez  loin^  entre  les  foyers  des 
coniques  et  certaines  droites  dans  les  cônes  du  deuxième  degré  ^,  nous  met- 
tait naturellement  sur  la  voie  des  propriétés  analogues  dans  les  surfaces^  en 
nous  indiquant  que  c'étaient  des  courbes  qui  devaient  y  jouer  le  rôle  de  ces 
droites  dans  le  cône^  et  de  ces  points  dans  les  coniques.  Nous  donnerons^ 
dans  la  Note  XXXI  ^  quelques  résultats  qui  nous  font  supposer  que  nous  avons 
rencontré  Tanalogie  que  nous  cherchions.  Nous  comptons  publier  ce  travail^ 
mais  nous  en  livrons,  par  avance,  les  éléments,  désirant  vivement  que  Tou- 
verture  qu'ils  donneront  sur  cet  objet  présente  assez  d'attrait  pour  provoquer 
d'autres  efforts  que  les  nôtres. 

§  49.  Il  est  une  autre  question,  d'où  dépendent  aussi  les  progrès  futurs  de 
la  théorie  des  surfaces  du  second  degré,  et  dont  toute  l'importance  a  été 
appréciée  par  l'Académie  de  Bruxelles.  C'est  celle  de  l'analogie  qui  doit 
exister  entre  quelque  propriété  de  ces  surfaces,  encore  inconnue,  et  le  célèbre 
Ihéoréme  de  Pascal  dans  les  coniques  2. 

Ce  théorème,  abstraction  faite  des  différentes  transformations  dont  il  est 
susceptible ,  et  considéré  uniquement  sous  la  forme  et  l'énoncé  qui  lui  sont 
propres,  peut  encore  être  envisagé  sous  deux  aspects  différents.  On  peut  le 
regarder  comme  exprimant  une  relation  générale  et  constante  entre  six 
points  quelconques  d'une  conique,  c'est-à-dire  un  déplus  qu'il  n'en  faut  pour 
déterminer  cette  courbe;  ou  bien  comme  exprimant  une  propriété  générale 
d'une  conique  par  rapport  à  un  triangle  tracé  arbitrairement  dans  son  plan  ^. 

D'après  cela,  on  peut  concevoir  de  deux  manières,  dans  l'espace,  l'ana- 
logue du  théorème  de  Pascal.  Ce  sera,  dans  le  premier  cas,  une  propriété 
générale  de  dix  points  appartenant  à  une  surface  du  second  degré,  c'est-à- 
dire  un  point  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer  une  telle  surface.  Dans 

'  Mémoire  de  Géométrie,  sur  les  cônes  du  second  degré, 

*  Ce  que  nous  allons  dire  du  théorème  de  Pascal  doit  s'entendre  aussi  de  celui  de  M.  Brian- 
<^n,qui  joue  le  même  rôle  dans  la  théorie  des  coniques. 

'  Ce  triangle  est  formé,  par  exemple,  par  les  côtés  de  rang  impair  de  l'hexagone  considéré 
àin$\t  théorème  de  Pascal;  et  alors  ce  théorème  exprime  que  trois  des  cordes  comprises  dans 
laconique,  entre  les  trois  angles  du  triangle,  rencontrent  respectivement  les  trois  côtés  opposés 
^n  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 
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le  second  cas^  ce  sera  une  propriété  générale  résultant  du  système  d^une 
surface  du  second  degré  et  d'un  tétraèdre  placé  d'une  manière  quelconque 
dans  Fespace. 

La  première  question  y  qui  devait  être  la  plus  utile  à  Tavancement  de  la 
théorie  des  surfaces  du  second  degré,  avait  été  proposée  par  TÀcadémie  de 
Bruxelles  (année  1825)  :  elle  est  resiée  sans  solution.  Au  concours  suivant, 
FAcadémie  a  donné  plus  de  latitude  aux  géomètres,  en  demandant  simplement 
le  théorème  analogue,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  à  celui  de  Pascal 
dans  les  coniques;  ce  qui  comprenait  la  première  question,  et  laissait  eu 
même  temps  toute  Kherté  sur  la  manière  d'envisager  le  théorème  de  Pascal 
et  l'analogie  qui  pouvait  exister,  sur  ce  point,  entre  les  surfaces  et  les 
courbes  du  second  degré. 

Cette  nouvelle  question  de  l'Académie  n'offrait  point,  comme  la  première, 
de  grandes  diflicultés.  Nous  donnons,  dans  la  Note  XXXII,  l'énoncé  d'un  théo- 
rème qui  nous  parait  la  résoudre.  Car  il  exprime  une  propriété  générale  d'un 
tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  degré,  analogue  à  la  propriété  d'un 
triangle  et  d'une  conique,  qu'exprime  le  théorème  de  Pascal.  Mais  il  y  a  loin 
de  ce  théorème  à  la  relation  générale  de  dix  points  quelconques  d'une  sur- 
face du  second  degré;  et  la  recherche  de  cette  relation  est  bien  digne  d'oc- 
cuper les  géomètres.  Sans  doute ,  nous  n'avons  point  encore  tous  les  élé- 
ments nécessaires  pour  cette  recherche:  c'est  une  raison  pour  étudier  sous 
tous  les  ra[)ports,  sous  toutes  les  faces,  les  propriétés  des  surfaces  du  second 
degré.  Aucune  théorie,  aucune  découverte,  quelque  minime  qu'elle  paraisse 
d'abord,  n'est  à  négliger;  car,  à  défaut  d'une  application  immédiate,  chaque 
vérité  partielle  a  du  moins  l'avantage  d'être  un  anneau  de  la  chaîne  continue 
qui  lie  entre  elles  toutes  les  vérités  de  cette  vaste  théorie;  et  ce  simple  anneau 
est  peut-être  un  germe  de  grandes  découvertes,  que  développeront  rapide- 
ment les  méthodes  de  généralisation  de  la  Géométrie  moderne. 

§  50.  Ce  serait  peut-être  une  étude  préparatoire  ulile,  pour  parvenir  à  la 
relation  de  dix  points  d'une  surface,  que  de  résoudre  complètement,  et  dans  tous 
les  cas  possibles,  le  problème  où  il  s'agit  de  construire  une  surface  du  second 
degré  assujettie  a  neuf  conditions,  qui  sont  de  passer  par  des  points  et  de 
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toucher  des  plans.  Ce  problème  mérite  déjà,  par  lui-même,  les  efforts  des 
géomètres.  Cependant  nous  ne  voyons  encore,  jusqu'à  ce  jour,  que  M.  Lamé 
qui  se  soit  occupé  de  Tun  des  cas  généraux  qu'il  présente.  Cet  habile  pro- 
fesseur a  déterminé  les  éléments  suflisant  pour  la  construction  de  la  surface 
du  second  degré  qui  doit  passer  par  neuf  points  donnés  K  Mais  la  discus- 
sion de  sa  solution  générale ,  et  Texamen  de  ses  corollaires  et  des  cas  parti- 
culiers qui  s'y  présentent,  mérite  de  nouvelles  recherches. 

Peut-être  encore  serait-il  utile,  avant  d'aborder  sérieusement  la  question 
des  dix  points  d'une  surface  du  second  degré,  de  chercher  la  relation  géné- 
rale qui  a  lieu  entre  neuf  points  appartenant  à  la  courbe  à  double  courbure 
du  quatrième  degré,  intersection  de  deux  surfaces  quelconques  du  second 
d^.  Huit  points  dans  l'espace  déterminent  une  telle  courbe  :  il  doit  donc 
y  avoir  une  relation  constante  entre  ces  huit  points  et  un  neuvième,  pour  que 
ce  dernier  se  trouve  sur  la  courbe  que  déterminent  les  huit  premiers. 

Ou  bien,  faut-il  encore  chercher  préalablement  la  relation  entre  sept  points 
de  la  courbe  à  double  courbure  du  troisième  degré,  intersection  de  deux 
hyperboloïdes  à  une  nappe,  ayant  une  génératrice  droite  commune,  et  qui 
^t  toujours  déterminée  par  six  points  pris  arbitrairement  dans  l'espace. 
Celle  question  n'offre  pas  les  mêmes  difficultés  que  les  autres,  et  nous 
croyons  l'avoir  résolue.  (Voir  la  Note  XXXIII). 

Peut-être  enfin  devrait-on,  au  lieu  de  prendre  pour  original  et  terme 
de  comparaison  le  théorème  de  Pascal ,  faire  les  mêmes  essais  sur  l'un  des 
aulres  théorèmes  qui  expriment  comme  lui  une  propriété  de  six  points  d'une 
conique,  et  qui  en  sont  ou  des  conséquences  ou  de  simples  transformations, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  la  Note  XV.  Nous  avions  pensé  que,  parmi 
ces  théorèmes ,  celui  que  nous  avons  présenté  comme  expression  différente 
«le  la  propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique  (Note  citée,  art.  21), 
pourrait,  au  moyen  de  trois  transversales  prises  arbitrairement  dans  l'espace, 
conduire  à  la  relation  cherchée  ,  entre  dix  points  d'une  surface  du  second 

'  Exomtn  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie; 
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degré.  Nos  premiers  efTorts  ont  été  infructueux;  cependant  nous  fondons 

encore  quelque  espoir  sur  ce  môme  théorème^  et  nous  désirons  que  Ton  essaye 

d'en  tirer  quelque  parti. 

couriietâdonbiecour-     §  51.  Lcs  courbcs  à  doublc  courbure  du  quatrième  et  du  troisième  degré, 

du'5îi«!rièmê'd?gr?.  quî  vienuent  de  s'offrir  naturellement  à  l'occasion  de  la  grande  question  des 

dix  points  d'une  surface  du  second  degré,  ont  d'autres  titres  pour  prendre 
place  dans  les  recherches  des  géomètres.  Ces  courbes  peuvent  aussi, 
comme  les  surfaces  du  second  degré,  présenter  dans  l'espace  certaines 
analogies  avec  les  coniques;  et  il  est  une  foule  de  questions  dans  lesquelles 
on  les  trouvera,  quand  on  ne  se  bornera  plus,  dans  les  applications  de  la 
Géométrie,  à  la  simple  considération  des  coniques,  et  qu'on  approfondira 
les  questions  plus  difficiles  qui  se  résolvent  par  des  combinaisons  de  surfaces 
du  second  degré. 

Les  courbes  dont  nous  parlons  n'ont  encore  été  que  très-peu  étudiées, 
et  nous  ne  trouvons  même  que  celles  du  quatrième  degré  dont  on  ait 
donné  quelques  propriétés  générales,  dues  à  MM.  Hachette,  Poncelet  et 
Quetelet. 

M.  Hachette,  les  considérant  comme  l'intersection  de  deux  cônes  quel- 
conques du  second  degré,  a  discuté  les  formes  des  courbes  planes  du  qua- 
trième degré  que  donne  leur  projection  ou  perspective  sur  un  plan  *. 

M.  Poncelet,  dans  son  Traité  des  Propriétés  projectives  (art.  616),  a 
démontré  que,  par  la  courbe  du  quatrième  degré  provenant  de  l'intersection 
de  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré,  on  peut  généralement  faire 
passer  quatre  cônes  du  second  degré. 

Et  enfin,  M.  Quetelet  a  fait  voir  qu'en  projetant  sur  un  plan  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré,  déterminées  convenable- 
ment, on  peut  produire  toutes  les  courbes  planes  du  troisième  degré  ^.  Ce 
théorème,  qui  sera  utile  pour  transporter  aux  courbes  planes  du  troisième 
degré,  certaines  propriétés  des  courbes  a  double  courbure  du  quatrième, 

*  Correspondance  sur  l'Ecole  polytechnique,  toin.  1'%  pag.  5()8. 
^  Correspondance  mathématique  de  Bruxelles,  toni.  V,  pag.  195. 
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n'avait  point  encore  indiqué  le  degré  de  cette  surface^  M.  Poncelet  s'étant 
borné  à  dire  qu'il  ne  pouvait  dépasser  le  douzième  ^ 

Les  applications  du  théorème  en  question^  à  la  théorie  des  courbes  planes 
du  quatrième  degré ^  seront  nombreuses;  car  on  rencontre  beaucoup  de  ces 
courbes  que  Ton  reconnaît  provenir  de  la  perspective  ou  de  la  projection  de 
Pintersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  ^. 

§  53.  Ayant  à  parler  des  courbes  à  double  courbure  du  troisième  et 
du  quatrième  degré ,  nous  avons  commencé  par  celles-ci ,  parce  que  nous 
croyons  qu'elles  sont  les  seules  dont  on  se  soit  occupé  jusqu'à  présent.  Les 
premières  cependant  sont  beaucoup  plus  simples  et  plus  faciles  à  étudier. 
Nous  avons  trouvé  qu'elles  jouissent  de  diverses  propriétés  intéressantes^ 
et  qu'elles  se  présentent  dans  beaucoup  de  questions.  Celte  matière  pourrait 
donner  lieu  à  un  ample  développement  que  nous  devons  omettre  ici. 

Nous  nous  bornerons  à  dire  que  la  perspective  des  courbes  à  double  cour- 
bure du  troisième  degré ^  ne  donne  point  toutes  les  courbes  planes  du  troi- 

'  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques ^  art.  i05;  Journal  mathématique 
de  M.  Crelle,  lom.  IV. 

^  Ainsi,  par  exemple,  les  ovales  de  Descartes,  ou  lignes  aplanëtiques,  sont  la  projection 
stcrëographique  de  la  ligne  de  pénétration  d'une  sphère  par  un  cône  de  révolution  {Théorème 
de  M.  Quetelet,  voir  la  note  XXI).  On  conclura  de  là  que  ces  célèbres  ovales  ont  toujours  deux 
points  conjugués  imaginaires,  situés  à  Tinfini.  Ce  que  l'on  ne  verrait  peut-être  pas  par  d'autres 
voies;  car  on  a  négligé  jusqu'à  présent,  dans  la  recherche  des  points  singuliers  des  courbes,  les 
solutions  imaginaires,  et  même  aussi  les  points  situés  à  Tinfini,  lesquels  échappent  souvent 
h  l'Analyse.  Les  uns  et  les  autres  cependant  font  partie  des  affections  particulières  des  courbes, 
et  doivent  jouer  un  rôle  important  dans  leur  théorie. 

Ainsi  encore,  les  Icmniscatcs,  formées  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point 
fixe  sur  les  tangentes  d'une  conique,  sont  les  projections  stéréographiques  de  l'intersection 
d'une  sphère  et  d*un  cône  du  second  degré  (Théorème  de  M.  Dandelin;  voir  le  4*  volume  des 
Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles)  \  on  en  conclut  que  ces  courbes  ont,  à  Tinfini, 
deux  points  conjugués  imaginaires.  On  sait  qu'elles  ont  un  troisième  point  double  ou  con- 
jugué toujours  réel,  qui  est  le  point  par  où  l'on  mène  les  perpendiculaires;  on  conclut  de  là  que 
CCS  courbes  admettent  seulement  six  tangentes  issues  d'un  même  point.  D'autres  considérations 
de  Géométrie  plane  m'ont  encore  conduit  à  ce  résultat. 

Beaucoup  d'autres  courbes  du  quatrième  degré  ont  pareillement  des  points  conjugués  imagi- 
naires, situés  à  l'infini.  Telles  sont  les  spiriques  ou  sections  planes  de  la  surface  annulaire; 
la  cassinoïde,  etc. 
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second  degré,  et  de  résoudre  les  questions  qui  s'y  rapportent,  il  nous  parait 
naturel  de  penser  que ,  pareillement,  dans  les  phénomènes  généraux  qui  font 
Tobjet  de  la  physique,  où  ces  surfaces  joueront  un  rôle  suffisamment  impor- 
tant, on  devra  pouvoir  aussi,  avec  le  seul  secours  de  leurs  propriétés  et  des 
lois  générales  du  sujet,  parvenir,  par  le  seul  raisonnement  et  la  pure  Géomé- 
trie, à  l'interprétation  et  à  la  théorie  complète  des  phénomènes.  C'est-à-dire, 
en  un  mot,  que  la  Géoynétrie  appliquée  aux  phénomènes  physiques ,  cette 
science  de  Kepler,  d'Huygens,  de  Newton,  de  Mac-Laurin,  de  Stewart,  de 
Lambert,  se  trouvera  accrue,  par  le  perfectionnement  de  la  théorie  des 
surfaces  du  second  degré,  d'une  utile  et  féconde  doctrine  qui  lui  permettra 
de  prendre  un  nouvel  essor,  après  un  repos  de  près  d'un  siècle.  Et  nous 
ne  doutons  point  que  cette  méthode,  toujours  directe  et  naturelle,  et  si 
satisfaisante  pour  l'esprit,  ne  contribue  puissamment  à  éclairer  sa  marche 
et  à  étendre  ses  découvertes  dans  toutes  les  parties  de  la  philosophie  natu- 
relle ^ 

*  Un  Mémoire  tout  récent  de  M.  Poinsot,  sur  la  Rotation  des  corps,  est  un  exemple  frap- 
pant de  la  facilité  et  des  avantages  de  la  méthode  géométrique  dont  nous  parlons.  Cette  ques- 
tion si  difïïcile,  et  qui  a  coulé  tant  d'efforts  aux  plus  célèbres  analystes,  depuis  un  siècle,  y 
est  traitée  avec  une  lucidité  et  une  facilité  vraiment  admirables,  et  bien  faites  pour  détruire 
ce  préjugé,  qui,  ne  voulant  voir  dans  la  Géométrie  que  la  haute  antiquité  de  son  premier 
âge,  et  non  la  nature  de  ses  services  et  de  sa  destination  générale,  nie  son  caractère  de  per- 
fectibililé  et  l'assimile  à  une  langue  morte,  désormais  inutile  et  impuissante  pour  les  besoins 
de  lesprit  humain.  Qu'on  nous  permette  d'opposer  à  cette  erreur,  qui  n'est  propre (|u'à  arrêter 
les  progrès  de  U\  science,  l'opinion  si  imposante  de  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  analytique, 
émise  il  y  a  soixante  ans ,  à  l'occasion  même  d'une  des  grandes  questions  du  système  du  monde, 
où  la  Géométrie  avait  devancé  l'Analyse  :  c  Quelques  avantages  que  l'Analyse  algébrique  ait  sur 
»  les  méthodes  géométriques  des  Anciens,  qu'on  appelle  vulgairement,  quoique  fort  impropre- 
>  ment,  synthèse  y  il  est  néanmoins  des  problèmes  où  celle-ci  parait  préférable,  tant  par  la  clarté 
»  lumineuse  qui  raccompagne  que  par  lelégance  et  la  facilité  des  solutions  qu'elle  donne.  Il  en 
»  est  même  pour  lesquels  l'Analyse  algébrique  parait  en  quelque  sorte  insuflisante ,  et  où  U 
»  semble  que  la  méthode  synthétique  soit  seule  capable  d'atteindre.  >  (Sur  l'attraction  des 
»  sphéroïdes  elliptiques.  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  année  1773.) 
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Nous  avions  pensé  qu'il  serait  utile,  pour  chercher  à  détruire  cette  erreur, 
de  coordonner  entre  elles  toutes  ces  vérités  partielles  et  isolées,  de  les  faire 
dériver  toutes  de  quelques-unes  seulement  prises  parmi  les  plus  générales, 
et  de  rattacher  celles-ci  aux  méthodes  dont  nous  avons  parlé;  ce  qui  eût  été 
aussi  une  justification  de  notre  classification.  Ce  travail  aurait  porté  le  titre 
d'Essais  de  compléments  de  Géométrie  rationnelle.  Son  objet  principal  eut 
été  une  exposition  dogmatique  des  méthodes  en  question  et  de  leurs  princi- 
pales applications.  Nous  y  joignions  une  théorie  nouvelle  et  purement  géo- 
métrique des  surfaces  du  second  degré,  et  une  théorie,  géométrique  aussi, 
des  courbes  planes  du  troisième  degré,  avec  lesquelles  enfin  il  est  temps  de 
se  familiariser;  condition  nécessaire  des  progrès  ultérieurs  de  la  Géométrie, 
comme  Ta  été  jusqu'à  ce  jour  la  connaissance  complète  des  courbes  du  second 
degré. 

Nos  matériaux  étaient  plus  ou  moins  avancés,  ainsi  qu'on  peut  en  juger 
par  diverses  Notes  que  nous  y  avons  puisées  pour  nous  en  servir  dans  cet 
écrit.  Mais,  ainsi  qu'il  devait  arriver  dans  un  travail  qui  embrassait  tant  de 
recherches  diverses,  la  matière  s'est  étendue,  et  nous  avons  reconnu  qu'il 
nous  fallait  un  plus  long  temps  et  un  plus  grand  cadre  que  nous  ne  l'avions 
cru  d'abord,  pour  le  terminer  sans  une  trop  grande  imperfection;  et  des 
retards  trop  prolongés  devant  avoir  aussi  leurs  inconvénients,  nous  nous 
sommes  décidé  à  écrire  d'abord  séparément  sur  les  difl'érentes  parties  que 
nous  destinions  à  cet  ouvrage,  nous  promettant  de  revenir  ensuite  à  notre 
premier  projet,  et  désirant  toutefois  qu'une  plume  plus  habile,  plus  capable 
de  le  mener  à  bien ,  nous  prévint  dans  l'accomplissement  d'une  entreprise 
que  nous  croyons  utile  à  la  Géométrie. 

§  2.  Nous  nous  proposons  de  traiter,  dans  le  Mémoire  qui  va  suivre,  des 
méthodes  comprises  dans  notre  deuxième  et  notre  troisième  division,  et  de 
mettre  au  jour  les  deux  principes  généraux  de  l'étendue,  auxquels  nous 
avons  dit  que  toutes  ces  méthodes  peuvent  se  rattacher,  et  qui  constituent 
deux  doctrines  générales  de  déformation  et  de  transformation  des  figures. 

§  3.  Nous  démontrerons  ces  deux  principes  d'une  manière  directe,  qui  en 
fera  des  vérités  absolues  et  abstraites,  dégagées  et  indépendantes  de  toutes 
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Après  avoir  démontré  ce  principe,  nous  en  ferons  diverses  applicatioos^ 
qui  nous  conduiront  à  des  propositions  nouvelles,  dont  plusieurs  seront  des 
propriétés  générales,  d'un  genre  tout  nouveau,  des  courbes  planes  et  à 
double  courbure,  et  des  surfaces  géométriques  :  puis  nous  donnerons  la  con- 
struction analytique  et  géométrique  des  figures  corrélatives  les  plus  géné- 
rales; et  enfin,  nous  exposerons  les  rapports  qui  ont  lieu  entre  ce  principe 
et  la  théorie  des  polaires  réciproques;  et  nous  en  déduirons  plusieurs  autres* 
méthodes  particulières,  qui  offriraient,  comme  cette  théorie,  des  moyens 
faciles  de  mettre  en  usage  ce  principe,  s'il  n'était  démontré  directement  et 
a  priori  y  comme  une  propriété  inhérente  à  l'étendue  figurée. 

§  5.  Parmi  les  applications  du  principe  de  dualité,  il  en  est  une  qui 
mérite  que  nous  en  fassions  ici  une  mention  particulière. 

En  jetant  un  coup  d'œil  sur  l'état  de  la  Géométrie  avant  qu'on  eût  fait 
usage  de  la  théorie  des  polaires  pour  transformer  certains  théorèmes^  on 
s'aperçoit  que  l'on  ne  connaissait  que  très-peu  de  vérités  qui  fussent  les  cor- 
rélatives d'autres  vérités  connues.  Dans  la  théorie  des  courbes,  par  exemple, 
aucune  de  leurs  propriétés  générales  n'avait  sa  corrélative.  Cette  circon- 
stance prouve  que  la  méthode  analytique  de  Descartes,  à  laquelle  on  devait 
les  plus  belles  découvertes,  particulièrement  dans  la  Géométrie  des  courbes, 
n'est  pas  applicable,  ou  du  moins  présenterait  des  obstacles  très-grands,  si 
l'on  cherchait  à  l'appliquer  à  ce  genre  de  théorèmes  qu'on  obtient  immédiate- 
ment, en  vertu  du  principe  de  dualité,  comme  corrélatifs  de  théorèmes  - 
démontrés  par  cette  méthode  de  Descartes.  Le  principe  de  dualité  donne 
donc  sous  ce  rapport,  à  la  Géométrie  pure,  un  avantage  incontestable  sur  la 
méthode  analytique. 

Mais  on  ne  conclura  pas  de  là  que  l'Algèbre,  cet  instrument  merveilleux, 
qui,  jusqu'à  ce  jour,  s'est  prêté  à  toutes  les  conceptions  géométriques,  doive 
refuser  son  secours  aux  nouvelles  propriétés  de  l'étendue,  qui  semblent 
échapper  aux  procédés  de  Descaries.  On  pensera,  au  contraire,  qu'il  suflSra 


tions  prescrites  par  ce  principe.  Alais  nous  n'avons  point  voulu  nous  permettre  de  substituer 
une  nouvelle  dénomination  à  celle  qui  a  été  généralement  reçue. 
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de  Descartes^  Tœuvre  que  s'est  proposée  ce  grand  philosophe  dans  sa  ma- 
gnifique conception  de  l'application  de  TÀlgèbre  à  la  Géométrie. 

§  6.  Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  Géométrie  analytique ,  relative- 
ment aux  propriétés  de  retendue^  découvertes  par  le  principe  de  dualité^ 
s'applique  aussi ^  en  partie^  à  la  théorie  des  transversales^  telle  que  Garnot  Fa 
formée^  et  qu'elle  a  été  appliquée  depuis  une  trentaine  d'années.  Celte  théorie 
ne  convient  pas^  dans  son  état  actuel  ^  pour  la  démonstration  de  beaucoup  de 
théorèmes  relatifs  aux  lignes  et  aux  surfaces  courbes,  qui  sont  les  corrélatifs 
d'autres  théorèmes  qu'on  a  démontrés  par  cette  théorie  même.  Cependant  elle 
s'applique  à  ceux  de  ces  théorèmes  qui  ne  concernent  que  les  systèmes  de 
lignes  droites,  parce  que  Carnot  a  compris,  dans  cette  théorie,  le  théorème  de 
Jean  Bernoulli  (ou  plutôt  de  Jean  Ceva^  comme  nous  l'avons  dit.  Note  VI), 
qui  se  trouve  être  le  corrélatif  de  celui  de  Ptolémée. 

Il  suffira  d'introduire  pareillement,  dans  la  théorie  des  transversales,  quel- 
ques théorèmes  relatifs  aux  lignes  et  aux  surfaces  courbes,  pour  la  mettre  en 
état  de  satisfaire,  par  elle-même  et  directement,  aux  doubles  questions  qui 
doivent  toujours  se  présenter  désormais  dans  les  spéculations  géométriques. 
Ces  théorèmes,  qui  seront  précisément  les  corrélatifs  des  principes  actuels 
de  la  théorie  des  transversales,  ont  déjà  été  obtenus  par  M.  Poncelet,  dans 
ses  applications  de  la  théorie  des  polaires  réciproques;  et  cet  habile  géo- 
mètre en  a  fait  usage  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Analyse  des  tramversales 
appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  projectives  des  ligms  et  surfaces 
géométriques  (Voir  tom.  VIII  du  Journal  de  M.  Crelle). 
Utilité  du  principe  de  §  7.  Âprès  avolr  montré  que  le  principe  de  dualité  étend  ses  applications 
gèiire.  sur  la  Géométrie  analytique,  en  y  introduisant  un  nouveau  système  de  coor- 

données, nous  devons  ajouter  que  l'influence  et  la  portée  de  ce  principe 
peuvent  s'étendre  jusque  sur  l'Algèbre  même,  considérée  dans  son  abstrac- 
tion absolue.  On  ne  doit  point  s'étonner  de  cela;  car  Monge  nous  a  appris, 
par  d'assez  beaux  exemples,  qu'aux  lois  de  l'étendue  et  qu'à  toutes  les  con- 
ceptions de  la  Géométrie  suffisamment  générales ,  peuvent  correspondre  des 
considérations  et  des  résultats  de  pure  Algèbre. 
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§  9.  Voici  quelle  sera  la  seconde  manière  de  faire  servir  le  principe  de 
dualité  à  la  découverte  de  théorèmes  d'Algèbre. 

Que  Ton  ait  trouvé  par  ce  principe  un  théorème  de  Géométrie ,  et  qu'en 
cherchant  à  démontrer  ce  théorème  par  l'Analyse,  c'est-à-dire  par  la  méthode 
des  coordonnées,  on  éprouve  une  difficulté  insurmontable  provenant  de 
l'imperfection  actuelle  de  la  science  algébrique,  on  cherchera  à  préciser  le 
point  de  difficulté,  ou,  en  d'autres  termes,  la  notion  algébrique  qu'il  serait 
nécessaire  d'admettre  pour  arriver  à  la  conclusion  désirée.  Cette  notion  algé- 
brique sera  un  théorème  d'Algèbre,  qui  se  trouvera,  de  la  sorte,  démontré 
par  des  considérations  géométriques. 

Un  exemple  éclaircira  suffisamment  cette  manière  de  procéder. 

Supposons  qu'on  veuille  démontrer,  par  la  méthode  des  coordonnées  en 
usage,  ce  théorème  :  Si^  à  une  surface  gémnétrique  donnée,  on  mène  tous  ses 
plans  tangents  parallèles  à  un  tnême  plan  transversal,  leurs  points  de  contact 
avec  la  surface  auront,  pour  centre  des  moyennes  distances,  un  même  point 
de  l* espace,  quelle  que  soit  la  position  du  plan  transversaL 

En  représentant  par  F  {x,  y,  z)=Q  l'équation  de  la  surface,  on  trouve 
que  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  plans  tangents  sont  données 
par  cette  équation  et  par  les  deux  suivantes  : 

r/F  rfF  __ 

dx         dz 

dF      ,  cfF  _ 
dy         dz 

a  et  6  étant  les  deux  quantités  angulaires  qui  déterminent  la  direction  com- 
mune aux  plans  tangents.  Éliminant^  et^  entre  ces  trois  équations,  on  aura 
une  équation  résultante  en  x,  dont  les  racines  seront  les  abscisses  des  points 
de  contact  des  plans  tangents  avec  la  surface.  Il  faudra  donc,  d'après  le 
théorème  énoncé,  que  la  somme  de  ces  racines  soit  la  même,  quelle  que 
soit  la  direction  commune  des  plans  tangents,  c'est-à-dire  quels  que  soient 
les  deux  paramètres  a  et  b.  De  la  résulte  donc  ce  théorème  d'Algèbre  : 
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Usages  du  principe       So  destinatîoD  première  est  de  généraliser  les  propriétés  de  Tétendue. 

De  là  naissent  deux  usages  distincts  auxquels  il  sera  propre.  Car  cette 
généralisation  peut  se  faire  de  deux  manières  :  elle  peut  porter  sur  la  con- 
struction et  sur  la  forme  de  la  figure,  ou  bien  sur  les  propriétés  de  cette 
figure. 

Dans  le  premier  cas,  la  question  qu'on  se  propose  est  celle-ci  :  Cminais- 
sant  les  propriétés  crune  certaine  figure^  en  conclure  les  propriétés  analogues 
d'une  figure  du  même  genre,  inais  d'une  construction  plus  générale. 

Par  exemple,  étant  données  certaines  propriétés  du  cercle  ou  de  la  sphère^ 
en  conclure  les  propriétés  correspondantes  des  sections  coniques  ou  des  sur- 
faces du  second  degré. 

Dans  le  second  cas,  la  question  peut  être  énoncée  ainsi  :  Connaissant 
quelques  cas  particuliers  d'u?ie  certaine  propriété  générale,  inconnue,  d'une 
figure,  en  conclure  cette  propriété  générale. 

Par  exemple,  prenons  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second 
degré  :  on  sait  que  la  somme  de  leurs  carrés  est  égale  à  une  quantité  con- 
stante. Ce  théorème  donnera  lieu  à  cette  question  :  étant  donnée  une  surface 
du  second  degré,  et  étant  pris  un  point  quelconque  dans  l'espace,  par  lequel 
on  mène  trois  droites;  à  quelles  conditions  de  construction  devront  satisfaire 
ces  droites,  pour  que,  dans  le  cas  particulier  où  ce  point  serait  le  centre  de 
la  surface,  elles  deviennent  trois  diamètres  conjugués;  et  quelle  sera  la  pro- 
priété de  ces  trois  droites  qui  deviendra  celle  des  trois  diamètres  conjugués 
que  nous  avons  énoncée? 

Ainsi,  on  conçoit  bien  les  deux  questions  générales  auxquelles  est  destiné 
le  principe  de  déformation  homographique. 

§  13.  La  première  de  ces  deux  queslions  donne  lieu  à  une  véritable 
méthode  de  recherches. 

En  effet,  qu'il  s'agisse  de  démontrer  telle  propriété  d'une  figure;  on 
prendra,  parmi  l'infinité  des  figures  homographiques  possibles,  celle  dans 
laquelle,  à  raison  de  sa  simplicité  ou  d'autres  circonstances,  le  théorème 
sera,  sinon  évident,  au  moins  d'une  démonstration  plus  facile.  C'est  ainsi  que 
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progrès  de  la  science.  Car  il  n'est  point  de  découverte  un  peu  capitale  dont 
on  n'ait  rencontré^  longtemps  auparavant^  quelques  germes  et  quelques 
cas  parliculierS;  qui  auraient  pu  sur-le-champ^  à  Faide  de  ces  méthodes 
de  généralisation^  conduire  à  cette  découverte.  Il  est  donc  important  de 
rechercher  et  de  cultiver  ces  sortes  de  méthodes. 

§  15.  Nous  ferons  diverses  applications  du  principe  de  déformation  homo- 
graphique  :  Tune  d'elles  portera  sur  le  système  de  coordonnées  qui  constitue 
la  Géométrie  de  Descartes ^  et  conduira  à  un  nouveau  système  de  Géométrie 
analytique  plus  général^  et  qui  serait  propre  à  la  démonstration  directe^  par 
l'Analyse,  des  propositions  que  ce  principe  aurait  servi  à  démontrer,  comme 
généralisation  de   celles  auxquelles  s'applique  la  doctrine   de   Descartes. 

**^?iîitr  ''^ho^ro  ^"^  §  ^  ^*  Le  principe  général  de  déformation  homographique  comprend 
^^'^'  plusieures  méthodes  particulières,  qui  serviront  pour  des  questions  spéciales 

et  plus  restreintes.  Nous  en  distinguerons  trois  principales  : 

La  première  sera  la  théorie  des  figures  homologiques,  de  M.  Poncelet, 
qui  servira,  par  exemple,  pour  déduire  des  propriétés  de  la  sphère  une 
foule  de  propriétés  des  surfaces  de  révolution,  du  second  degré,  ayant  un 
foyer;  mais  nous  y  joindrons  le  principe  des  relations  métriques,  sans  lequel 
cette  élégante  théorie  ne  pourrait  atteindre  à  une  foule  de  questions,  et  serait 
incomplète  *. 

La  deuxième  sera  une  méthode  propre  à  l'extension  des  relations  angu- 
laires, qui  servira  particulièrement  pour  appliquer  les  propriétés  de  la 
sphère  aux  surfaces  de  révolution,  du  second  degré,  n'ayant  pas  de  foyer. 
Aucune  des  méthodes  de  transformation  n'a  encore  été  propre  à  ce  genre  de 
recherches. 

Et  la  troisième  sera  destinée  à  une  classe  très^nombreuse  de  propriétés 
appartenant   à    la  Géométrie   des   mesures,   c'est-à-dire   aux   longueurs^ 

^  Par  exemple,  ce  principe  des  relations  de  grandeur  est  indispensable  pour  connaître  les 
propriétés  métriques  du  système  de  deux  coniques  quelconques,  dont  M.  Poncelet  a  donné  les 
propriétés  descriptives;  il  en  est  de  même  pour  la  théorie  des  bas-reliefs,  dont  les  propriétés 
métriques  ne  sont  pas  moins  importantes  que  leurs  propriétés  purement  descriptives. 
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principe^  en  lui-même^  renferme  un  troisième  genre  d^utilité^  qui  consiste  dans 
la  notion  même  de  Vhomographie  des  figures.  En  effet,  la  considération  de 
deux  figures  homographiques,  et  la  connaissance  des  rapports  qui  les  lient  Tune 
à  l'autre,  présentent  des  vérités  géométriques  nouvelles,  auxquelles  peuvent 
se  rattacher,  comme  corollaires,  une  foule  de  théorèmes  connus,  et  qui 
peuvent  conduire  à  beaucoup  d'autres  résultats  nouveaux,  qu'on  n'obtiendrait 
que  difficilement  sans  le  secours  de  cette  doctrine  des  figures  homographiques. 

Par  exemple,  nous  dirons  que  les  diverses  manières  de  décrire  les  coniques^ 
données  par  Newton,  Mac-Laurin,  De  Witt,  etc.,  et  un  grand  nombre  de  pro- 
priétés de  ces  courbes,  qui  paraissent  n'avoir  aucun  rapport  entre  elles,  sont 
des  conséquences  immédiates  de  la  théorie  des  figures  homographiques.  (  Voir 
les  Notes  XV  et  XVI.) 

Les  propriétés  que  présente  le  système  de  deux  corps  égaux,  et  même  de 
deux  corps  semblables,  situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  sont 
aussi  des  conséquences  de  cette  même  théorie.  Et  ces  propriétés,  qu'on  n^a 
point  encore  cherchées,  sont  nombreuses  et  conduisent  à  divers  théorèmes 
curieux  sur  le  mouvement  infiniment  petit,  et  même  sur  le  déplacement  fini 
quelconque  d'un  corps  solide  *. 

Nous  ne  considérerons,  dans  ce  Mémoire,  les  figures  homographiques  que 
comme  moyen  de  déformation  propre  à  la  démonstration  et  à  la  généralisation 
des  théorèmes,  nous  proposant  d'exposer,  dans  un  autre  écrit  particulier,  leurs 
propriétés  générales  dont  nous  venons  de  parler. 

CONCLUSION. 

§  49.  Après  les  considérations  que  nous  venons  de  développer,  sur  la 
nature  et  la  destination  des  deux  principes  de  dualité  et  d'homographie ,  on 

*  Nous  citerons,  par  exemple,  ce  théorème  qui  peut  entrer  dans  les  principes  de  la  inëca- 
nique  pratique  :  On  peut  toujours  transporter  un  corps  solide  d'une  première  position  dans 
une  autre  position  déterminée^  par  le  mouvement  continu  dune  vis  à  laquelle  on  aurait  fixé 
ce  corps.  (  Voir  le  Bulletin  universel  des  sciences,  novembre  i  830  ;  ou  la  Correspondance  ma- 
thématique de  Bruxelles,  lom.  VU,  pag.  352.) 
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pensera  peut-être  que  sMl  doit  exister^  dans  la  science  de  retendue^  quelques 
fois  primordiales  vraiment  grandes  et  fécondes^  comme  en  Analyse  le  calcul 
i  ofinitésimal  ^  qui  a  résumé  et  perfectionné  toutes  les  méthodes  de  quadratures 
^Sde  maxima^  comme  en  mécanique  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  d'où 
^f]^#âgraDge  a  tiré  tous  les  autres,  comme  dans  les  phénomènes  célestes  la  grande 
^4^1  de  Newton  *;  on  pensera  peut-être,  dis-je,  que  les  deux  simples  théo- 
es  de  Géométrie ,  d'où  dérivent  les  deux  principes  de  dualité  et  d'homo- 
fphie,  sont  de  ceux  qui  approchent  le  plus,  dans  Tétat  actuel  de  la  Géo- 
ie^  de  ces  grandes  lois  générales  qui  nous  sont  encore  inconnues, 
des  deux  théorèmes,  en  effet,  embrassent  dans  leurs  conséquences  directes, 
— seulement  une  multitude  de  vérités  particulières ,  mais  aussi  des  théo- 
ri^^     €t  des  méthodes  fécondes  et  d'une  grande  portée. 

^SsDS  entrer  dans  le  détail  des  applications  de  ces  deux  théorèmes,  et  des 
rouK  C:^^  nouvelles  qu'ils  ouvrent  aux  spéculations  géométriques,  il  nous  suffira 
^dft  Jre  que  le  premier  divise  en  deux  grandes  classes  toutes  les  propriétés 
X^^tendue;  qu'il  n'en  est  pas  une,  quelque  générale  qu'elle  soit,  qu'il  ne 
à  convertir  en  une  autre  aussi  générale  dans  son  genre  ; 
mje  le  second  généralise  toutes  les  vérités  particulières  et  isolées,  en  montre 
pports  communs,  et  les  lie  entre  elles  en  les  rattachant  à  une  seule  et 
«  vérité  générale;  et  ce  théorème  comprend  aussi,  comme  le  premier, 
Kîaéthodes  dans  ses  innombrables  corollaires. 


les 
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^est  ropinioo,  sans  doute,  des  personnes  accoutumées  à  contempler  plus  particulièrement 
K^^opriëtés  de  retendue,  leur  nature,  leur  enchaincmcnt  et  surtout  cette  conlinuUé  nierveil- 
»  qui  leur  donne,  à  un  degré  éminent,  un  caractère  d'extensibilité  indéfinie,  que  ne  prc- 
point  d'autres  sciences  positives,  celle  des  nombres,  par  exemple.  Cette  opinion  sur  la 
T^^^^^^étrie  et  son  avenir  est  celle  d'un  savant,  a  qui  ses  travaux  dans  plusieurs  parties  différentes 
^^iences  mathématiques,  et  la  place  distinguée  qu'il  a  déjà  prise,  quoique  jeune,  dans  les 
^^ières  Académies  de  l'Europe,  donnent  une  grande  autorité  :  «  11  est  fâcheux,  m'écrivait 
.  Quetelet,  que  la  plupart  des  mathématiciens  de  nos  jours  jugent  si  défavorablement  de  la 

^"^^mëtrie  pure Il  m'a  toujours  paru  que  ce  qui  les  retient  le  plus  est  le  défaut  de  gêné- 

^  %ë  des  roëlhodcs  qu'ils  pensent  y  voir.  Mais  est*ce  bien  la  faute  de  la  Géométrie,  ou  de  ceux 
^^%]i  root  cultivée?  Je  serais  très-disposé  a  croire  qu'il  existe  quelques  grandes  vérités  qui 
^^^ivent  être  pour  ainsi  dire  la  source  de  toutes  les  autres,  à  peu  près  comme  le  principe  des 
^^itesscs  virtuelles  est  pour  la  mécanique.  » 
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§  20.  Les  principes  de  dualité  et  d'homographie^  et  les  diverses  méthodes 
qui  en  dérivent;  les  autres  modes  de  transformation,  que  nous  avons  reconnus 
dans  la  Géométrie  desanptive  de  Monge  et  dans  la  Géométrie  perspective  de 
M.  Gousinery,  et  celui  que  fournit  la  théorie  des  projections  stéréographiques^ 
font,  avec  la  théorie  des  transversales,  les  plus  puissantes  doctrines  actuelles 
de  la  Géométrie  récente,  et  lui  donnent  un  caractère  de  facilité  et  d'univer- 
salité qui  la  distingue  de  la  Géométrie  ancienne. 

Ces  modes  de  transformation,  en  eiïet,  sont  autant  de  moyens  surs,  de 
moules,  pour  ainsi  dire,  qui  servent  à  créer,  à  volonté,  des  vérités  géométri- 
ques sans  nombre. 

Qu'on  prenne  une  figure  quelconque  dans  l'espace,  et  Tune  de  ses  pro- 
priétés connues  ;  qu'on  applique  à  cette  figure  l'un  de  ces  modes  de  trans- 
formation, et  qu'on  suive  les  diverses  modifications  ou  transformations 
qu'éprouve  le  théorème  qui  exprime  cette  propriété,  on  aura  une  nouvelle 
figure,  et  une  propriété  de  cette  figure,  qui  correspondra  à  celle  de  la  pre- 
mière. 

Ces  moyens,  que  possède  la  Géométrie  récente,  de  multiplier  ainsi  à  l'infini 
les  vérités  géométriques,  peuvent  être  assimilés  aux  formules  et  aux  trans- 
formations générales  de  l'Algèbre,  qui  donnent,  avec  sûreté  et  promptitude, 
la  réponse  aux  questions  diverses  qu'on  leur  soumet,  ou  bien,  en  quelque 
sorte,  aux  réactifs  du  chimiste,  qui  opèrent  d'une  manière  sûre  et  inva- 
riable la  transmutation  des  matières  qu'il  leur  présente;  ces  moyens  sont  donc 
de  véritables  instruments,  que  ne  possédait  point  l'ancienne  Géométrie,  et 
qui  font  le  caractère  distinclif  de  la  Géométrie  moderne. 

Dans  la  Géométrie  ancienne,  les  vérités  étaient  isolées;  de  nouvelles 
étaient  difficiles  à  imaginer,  à  créer;  et  ne  devenait  pas  géomètre  inventeur 
qui  voulait. 

Aujourd'hui,  chacun  peut  se  présenter,  prendre  une  vérité  quelconque 
connue,  et  la  soumettre  aux  divers  principes  généraux  de  transformation;  il 
en  retirera  d'autres  vérités,  difl*érentes  ou  plus  générales;  et  celles-ci  seront 
susceptibles  de  pareilles  opérations;  de  sorte  qu'on  pourra  multiplier,  presque 
à  l'infini,  le  nombre  des  vérités  nouvelles  déduites  de  la  première  :  toutes,  il 
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est  vrai^  ne  mériteront  pas  de  voir  le  jour,  mais  un  certain  nombre  d^entre 
elles  pourront  offrir  de  Tintérét  et  conduire  même  à  quelque  chose  de  très- 
géoéral. 

Peut  donc  qui  voudra,  dans  Tétat  actuel  de  la  science,  généraliser  et  créer 
eo  géométrie  ;  le  génie  n'est  plus  indispensable  pour  ajouter  une  pierre  à 
férfifice. 

Aussi  croyons-nous  pouvoir  regarder  la  Géométrie  dans  un  état  prononcé 
de  progrès  et  de  perfectionnements  rapides;  et  pensons*nous  qu'on  peut  dire 
aujourd'hui,  avec  raison,  de  cette  science,  ce  qui  a  paru,  dans  un  temps, 
faire  1^  caractère  exclusif  de  la  Géométrie  analytique  :  «  L'esprit  de  la  Géo* 
»  métrie  moderne  est  d'élever  toujours  les  vérités,  soit  anciennes,  soitnou- 
»  velles,  à  la  plus  grande  généralité  qu'il  se  puisse  ^  » 

*  Fou lenellc»  Histoire  de  l'Académie  des  sciencesy  ann.  1704;  sur  les  spirales  d  l'infini. 
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NOTES. 


NOTE  I. 


(première   époque,  §  5.) 


Sur  les  spiriques  de  Perseus.  Passage  de  Héron  d'Alexandrie 

relatif  à  ces  courbes. 

Proclus  est  le  seul  écrivain  qui  nous  ait  transmis  le  nom  du  géomètre  Perseus ,  dans 
son  Commentaire  sur  le  premier  livre  d'ËucIide;  mais  cet  ouvrage  n'est  pas  le  seul  de 
TAntiquité  qui  ait  fait  mention  des  lignes  spiriques,  comme  on  parait  lavoir  cru  jusqu'ici. 
Un  ouvrage  beaucoup  plus  ancien,  de  Héron  d'Alexandrie,  intitulé  :  Nomenclatura 
vocabuhrum  geometricorum ,  reproduit  en  1571  et  1579  par  Conrad  Dasypodius  S 
contient  une  définition  très-distincte  de  la  spire ^  ou  surface  annulaire,  et  des  deux  formes 
diflerentes  qu'affecte  cette  surface,  dont  les  sections  sont  des  courbes  qui  ont  leurs  pro^ 
priélés  particulières. 

Voici  ce  passage  de  Héron  :  Speira  fit  quando  circulus  aliquis  centmm  habens  in 
circulo  et  erectus  exislens ,  ad  planum  ipsius  circuli  fuerit  circumductus ,  et  revertatur 
iierum  unde  cœperat  moveri;  illud  ipsum  figurœ  gefius  nominatur  xptMç  orbis.  Dis- 
continua autem  speira  est,  quœ  dissoluta  est,  aut  dissolutionem  habet.  Continua  vero, 
qwB  uno  in  puncto  concidit.  Diminutionem  habens  est,  quando  circuhis  qui  drcum- 

*  Eudidiê  Elemêntorum  liber  primus.  Item  fferonis  Alexcindrini  vocabtda  quœdam  Geomelrieay  anteac 
ntmgwim  edila;  gr»ce  el  laliue»  |)er  Ctiuradum  Dasypodiaiu.  ArgeiUin»,  1571,  in-S». 

Oraiio  G.  Dasjpodii  de  Disciplinis  malhemalicis.  Ejusdem  fferonis  Aiexandrini  Nomenclaturœ  vocabulo- 
rum  geameiricorum  translalio;  ejusdem  Leœicon  maUiemalicum ,  ex  diversis  eolleclum  antiquis  scriplis, 
AJiieDt^l579,iii-8«. 
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dudtur,  ipseniei  seipsum  sècat.  Fiunt  aulem  et  harum  sectiones ,  lineœ  quœdam  praprie^ 
tatem  suam  habentes. 

Le  passage  de  Proclus  sur  les  spiriques  est  un  peu  plus  développé,  et  a  Tavautage 
de  nommer  Tinventeur  de  ces  courbes.  Ce  passage  a  été  reproduit  dans  son  texte  grec, 
et  traduit  par  M.  Quetelet,  à  la  suite  d*une  Notice  sur  les  lignes  spiriques,  qui  est 
pleine  d'intérêt  et  remarquable  par  l'érudition  qui  y  abonde.  Cette  Notice  a  été  impriniée 
à  la  suite  d'un  Mémoire  de  M.  Pagani ,  sur  ces  courbes ,  qui  a  été  couronné  par  TAca- 
démie  de  Bruxelles,  en  1824,  et  dans  la  Correspondance  mathématique  de  M.  Quetelet, 
tom.  II,  pag.  237. 

Les  lignes  spiriques  ont  presque  toujours  été  le  sujet  de  quelques  méprises  de  la  part 
des  écrivains  qui  en  ont  parlé  ;  les  uns  ont  pris  ces  courbes  pour  des  spirales  ;  et  d'autres 
ont  assigné  un  âge  trop  rapproché  à  leur  inventeur  Perscus. 

Ramus,  dans  ses  Scholœ  mathematicœ,  place  ce  géomètre  après  Héron  et  Geminus. 

De  Challes  le  met  aussi  après  Geminus  ;  et,  en  attribuant  à  ce  dernier  les  lignes  spiriques, 
il  fait  Perseus  l'inventeur  des  spirales  ^ 

Blancanus  fait  une  confusion  singulière.  Il  fait  naître  Geminus  avant  Perseus ,  attribue 
à  ce  dernier  les  lignes  spiriques,  et  dit,  néanmoins,  que  Geminus  avait  écrit  sur  ces 
mêmes  courbes  \ 

G.-J.  Vossius  place  Perseus  entre  Thaïes  et  Pythagorc,  et  lui  attribue  les  spirales  '• 

Bernardin  Baldi  le  fait  contemporain  d'Archimède  et  d'Apollonius  (250  ans  avant 
l'ère  chrétienne),  et  définit  succinctement,  d'après  Proclus,  les  spiriques  dont  il  est 
l'inventeur  *. 

Heilbronner  commet  la  même  erreur  que  Vossius  et  De  Challes ,  quant  au  nom  des 
courbes  de  Perseus  ;  mais  il  nous  parait  assigner  à  ce  géomètre  l'époque  qui  lui  convient  '• 
Il  l'inscrit  entre  Aristéc  et  Menechme.  C'est  l'âge  que  nous  avons  cru  devoir  lui  donner. 

Montucla  le  fait  beaucoup  moins  ancien.  Il  le  place  dans  les  deux  premiers  siècles 
de  l'ère  chrétienne.  C'est  une  erreur  qui  paraîtra  incontestable  d'après  le  passage  de 
Proclus  qui  cite  Geminus  comme  ayant  écrit  sur  les  spiriques,  et  celui  de  Héron  que 
nous  avons  rapporté. 

Montucla  avait  pensé  qu'avant  lui  on  avait  toujours  confondu  les  spiriques  avec  les 
spirales  d'Archimède,  et  qu'il  était  le  premier  qui  eût  fait  connaître  ce  qu'étaient  réel- 
lement ces  courbes  ^.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'en  effet.  De  Challes,  Vossius  et 

*  Cursus  mathemaiicus  j  tom.  1*%  De  progressa  matheseos,  p.  8. 

*  De  natura  mathematicarum  scientiarum  iractatio^atque  clarorum  mathemeUicorum  chronologia.  Bononte, 

3  De  universœ  mathesiot  natura  et  constilutione  liber;  oui  subjungitur  chronologia  mathematicorum. 
Amstelodami,  1660,  in-4«. 

*  Crûnica  dTe  Malematici  overo  Epitome  delF  istoria  délie  vite  loro.  In  Urbino,  1707,  iii-4*.  «  Perseo,  mm 
si  sa  bene  di  quai  patria  si  fuisse.  Fù  egli,  corne  s' ha  da  Proclo ,  inventore  délie  linee  spirich»,  le  quati  naacono 
dalle  varie  settioni  delta  spira.  •  (P.  25.) 

^  Historia  matheseos  universa.  Lipsise,  1742,  in-4<>. 
^  Histoire  des  mathématiques  t  tom.  I*',  p.  316. 
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((es  conoïdes,  «  les  démonstrations  de  toutes  ces  propositions  sont  connues.  »  De  plus, 
HQus  remarquons  que  le  dernier  lemme  de  Pappus  est  la  propriété  principale  du  foyer  et 
de  la  directrice  d'une  conique  ;  et  ce  théorème  nous  paraît  avoir  pu  servir  à  démontrer 
que  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  un  point  fixe  et  h  un  plan  doivent  être  entre 
elles  dans  un  rapport  constant,  est  un  sphéroïde  ou  un  conoïde,  ou  bien  à  démontrer 
que  la  section  de  ce  lieu,  par  un  plan  mené  par  le  point  fixe^  est  une  conique  ayant 
son  foyer  en  ce  point,  et  dont  la  directrice  est  Tintersection  du  plan  de  cette  courbe  par 
le  point  fixe. 

Ainsi  il  nous  semble  probable  que  les  Lieux  à  la  surface,  d'Euclidc,  traitaient  des  sur- 
faces du  second  degré,  de  révolution,  et  des  sections  faites  par  un  plan  dans  ces  surfaces, 
comme  dans  le  cône. 


NOTE  III. 


(première    ÉPOQUE;    §  8.) 


Sur  les  Porismes  d'Euclide, 

On  doit  à  R.  Simson  d'avoir  rétabli  la  forme  des  énoncés  qui  caractérise  les  propositions 
appelées  Porismes  par  les  Anciens;  et  d'avoir  aussi  deviné  plusieurs  de  celles  qui  sont 
indiquées  si  imparfaitement  par  Pappus.  Dans  la  suite  de  son  ouvrage,  Simson  reproduit, 
avec  leurs  démonstrations,  souvent  simplifiées  et  complétées,  les  trente-huit  lemmes  des 
Collections  mathématiques  y  relatifs  aux  porismes;  et  donne  ensuite  la  démonstration  de 
cin(|  propositions  de  Fermât,  converties  en  porismes,  et  diverses  autres  propositions 
très-générales,  relatives  au  cercle,  trouvées  par  Matthieu  Stewart,  et  faisant  de  véritables 
porismes. 

Mais  Simson  ne  nous  parait  pas  avoir  abordé  diverses  autres  questions  que  devait 
comprendre  une  divination  complète  de  la  doctrine  des  porismes.  Ainsi,  nous  n*y  voyons 
pas  quelle  a  été  la  pensée  d'Euclide  en  composant  son  ouvrage  dans  une  forme  inaccou- 
tumée; sous  quel  rapport  il  méritait  Téminente  distinction  qu'en  fait  Pappus;  par  quelles 
méthodes,  ou  opérations  actuelles,  il  se  trouve  suppléé  chez  les  Modernes;  et  enfin, 
comment  diflërents  passages  de  Pappus  sur  les  porismes,  et  la  définition  de  Proclus, 
peuvent  recevoir  une  interprétation  satisfaisante.  Nous  dirons ,  en  un  mot,  que  la  doc- 
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(rinedes  porismes,  son  origine,  ou  la  pensée  philosophique  qui  l'a  créée,  sa  destination, 
ses  usages,  ses  applications  et  sa  transformation  dans  les  doctrines  modernes,  sont  autant 
de  mystères  qui  ne  nous  sont  pas  dévoilés  dans  le  Traité  de  Simson.  Ajoutons  que  nous 
oy  trouvons  rétablis  que  six  des  trente  propositions  énoncées  par  Pappus. 

Un  certain  nuage  nous  a  donc  semblé  couvrir  encore  cette  grande  question  que  nous 
a  léguée  TAntiquité,  à  moins  que  d'autres  écrits,  qui  nous  seraient  inconnus,  ne  soient 
venus  depuis  Féclairer  d'un  plus  grand  jour,  ou  bien  que  notre  faible  intelligeriec  n'ait 
pas  compris  l'ouvrage  du  célèbre  Simson. 

Ces  réflexions  nous  ont  longtemps  préoccupé,  et  détourné  souvent  de  l'élude  à  laquelle 
nous  aurions  voulu  nous  livrer;  car  l'intérêt  que  le  sujet  est  de  nature  à  inspirer,  était 
plus  puissant  que  notre  volonté.  Nous  avons  été  conduit,  de  la  sorte,  à  former  quelques 
conjectures  sur  cette  doctrine  des  porismes,  et  à  rétablir  les  vingt-quatre  énoncés  de 
Pappus,  qui  ont  été  laissés  intacts  par  Simson.  Nous  allons  présenter  succinctement  une 
analyse  de  notre  travail,  en  réclamant  l'indulgence  du  lecteur;  car  nous  n'abordons  une 
telle  question,  qui  a  excité  la  curiosité  de  grands  géomètres,  qu'avec  la  timidité  et  la 
défiance  que  doit  nous  inspirer  le  sentiment  de  notre  faiblesse. 

Faute  de  documents  suffisants  pour  rétablir,  par  la  voie  analytique,  la  doctrine  complète 
des  porismes,  il  faut,  en  quelque  sorte,  recomposer  cette  doctrine  a  priori,  par  la  pure 
synthèse.  C'est  un  système  qu'il  faut  former,  et  soumettre  à  toutes  les  questions  et  aux 
épreuves  auxquelles  peuvent  donner  lieu  les  fragments  qui  nous  restent. 

La  conception  des  porismes  nous  paraît  dériver  de  celle  des  données;  et  telle  a  été , 
selon  nous,  son  origine  dans  l'esprit  d'Euclide. 

I^cs  porismes  étaient,  par  rapport  aux  i)ropositions  locales,  ce  que  les  données  étaient 
par  rapport  aux  simples  théorèmes  des  éléments. 

I^  sorte  que  les  porismes  formaient,  avec  les  données,  un  complément  des  éléments  de 
"^■ïïéirie,  propre  à  faciliter  les  usages  de  ces  éléments  pour  la  résolution  des  problèmes  '. 
Sous  ce  point  de  vue ,  la  destination  spéciale  des  porismes  était  de  procurer  la  connais- 
sance des  lieux,  en  offrant  les  moyens  de  tirer,  des  conditions  par  lesquelles  un  lieu 
ioconnu  était  déterminé ,  une  autre  expression  plus  simple  de  ce  lieu ,  propre  à  en  faire 
connaître  la  nature  et  la  position. 

'^^f  exemple,  si  l'on  demande  un  point  dont  les  carrés  des  distances  à  deux  points  fixes, 
'"''llîpliés  respectivement  par  deux  constantes,  aient  leur  somme  constante,  on  démon- 

'ci     ooos  hasarderons  une  réQexion  que  nous  n'avons  pas  osé  nous  permeUre  en  parlant  du  livre  des 
^••n^e*  d'Euclide. 


^n:&  les  énoncés  de  porismes  laissés  par  Pappus,  bien  qu'il  soit  difficile  d'en  deviner  le  sens,  on  reconnail 
^^n<l^m  qyg^  jijing  çeg  sortes  de  propositions,  il  y  a  quelque  chose  à  trouver;  et  Pappus  désigne  cette  chose 
^^b^«  par  le  mot  donné ^  comme  a  fait  Euclide  dans  le  livre  des  Données,  et  il  applique  en  même  temps  le 
>kiot  i  chacune  des  choses  données  par  Thypolhèse  de  la  question.  Les  énoneés  de  Pappus  auraient  été 
tdliglbles  s'il  n'avait  désigné  que  celles-ci  par  le  mot  donné,  et  les  autres,  c'est-à-dire  celles  qu'il  faut 


Pitt»  io 


^^  ^•*'*»  ^  pjj.  le  mol  déterminé. 


observation  s'applique  au  livre  des  Données  d'Euclide;  mais  c'est  surtout  en  m'occupant  de  la  divination 
^^^>*isnes, que  les  inconvénients  d'un  même  mot,  pour  deux  choses  différentes,  m'ont  paru  sensibles. 
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trera  qu'il  existe  un  certain  point  fixe  tel  que  la  distance  de  chaque  point  cherché ,  à  ce 
point  fixe,  est  constante,  et  Ton  déterminera,  par  les  seules  données  de  la  question,  la 
position  de  ce  point  fixe  et  cette  distance  constante. 

Ce  sera  là  un  porisme ,  et  ce  porisme  fera  voir  que  le  lieu  du  point  cherché  est  une 
circonférence  de  cercle. 

Cet  exemple  montre  quel  a  été  Tusage  des  porismes.  Nous  dirons  donc  qu'un  recueil 
de  porismes  était  un  tableau  de  diverses  propriétés  ou  expressions  différentes  des  courbes 
(droites  et  circulaires  seulement  dans  le  Traité  d'Euclide),  et  que  ce  tableau  présentait  les 
transformations  de  ces  propriétés  les  unes  dans  les  autres. 

De  sorte  que  les  porismes,  dans  Icsprit  d'Ëuclide,  étaient,  en  quelque  sorte,  les 
équations  des  courbes. 

Ils  donnaient  la  facilité  et  Fart  de  changer  de  coordonnées  (en  comprenant  sous  ce  mot 
toutes  les  manières  possibles  d  exprimer  une  courbe  par  deux  ou  plusieurs  variables). 

La  doctrine  des  porismes  était  donc  la  Géométrie  analytique  des  Anciens;  et  peut-être, 
si  elle  nous  était  parvenue,  y  trouverait-on  le  germe  de  la  doctrine  de  Descartes;  nous 
croyons  au  moins  que  Téquation  de  la  ligne  droite  (abstraction  faite  de  la  forme  algé- 
brique sous  laquelle  nous  remployons)  a  fait  partie  des  porismes  mêmes  d'Euclide  ;  et 
c  est  pour  cela  que  nous  Favons  choisie  pour  exemple  de  porisme  dans  le  texte  du  dis- 
cours. Nous  appuierons  cette  opinion  de  plusieurs  preuves,  dans  un  autre  moment.  Et  si 
ces  ])renn*èrcs  conjectures  ne  paraissent  pas  dépourvues  de  toute  vraisemblance ,  nous 
ajouterons  qu'il  n'a  manqué  à  Euclide  que  l'usage  de  l'Algèbre  pour  créer  les  systèmes  de 
coordonnées  qui  datent  de  Descartes. 

Voici  quelle  est  la  question  générale  à  laquelle  il  nous  semble  qu'Ëuclide  a  pu  destiner 
ses  porismes  : 

«  Un  lieu  étant  déterminé  par  une  construction  commune  à  tous  ses  points,  ou  par  un 
certain  système  de  coordonnées,  trouver  une  autre  construction  ,  ou  un  autre  système  de 
coordonnées,  qui  satisfasse  à  tous  les  points  de  ce  lieu,  et  qui  en  fasse  connaître  la  nature 
et  la  position.  » 

D'après  l'énoncé  de  cette  question  générale,  l'objet  des  porismes  aurait  été  de  faciliter 
les  changements  de  construction  des  lieux,  ou  les  changements  de  coordonnées  propres  à 
tous  leurs  points;  et  le  Traité  d'Ëuclide  aurait  été  une  collection  de  formules  propres 
à  atteindre  ce  but. 

Ces  changements  de  construction,  en  eflet,et  ces  transformations  de  coordonnées  étaient 
les  seuls  moyens  que  la  Géométrie,  chez  les  Anciens,  put  employer  pour  étudier  les  courbes 
qui  se  présentaient  dans  leurs  spéculations,  et  pour  s'en  servir  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes. 

Proclus  a  donc  raison  de  dire  qu'il  s'agit,  dans  les  porismes,  de  l'invention  d'une  chose, 
que  l'on  ne  recherche  et  que  l'on  ne  considère  point  pour  elle-même. 

En  effet,  ces  nouveaux  modes  de  construction,  ces  nouvelles  coordonnées,  que  l'on 
cherche,  sont  des  auxiliaires  qui  ne  doivent  servir  qu'à  l'étude  et  à  la  contemplation  de 
la  courbe  sur  laqucllp  on  opère. 
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applications,  qu'un  porisme  continuel ^  mais  toujours  d'une  même  nature,  et  d*une  forme 
convenue,  qui  est  très-propre  aux  usages  auxquels  nous  l'employons.  Car  cette  Analyse 
a  pour  but,  comme  la  doctrine  des  porismes  d'Ëuclide,  de  tirer,  des  conditions  d'un 
lieu,  une  expression  nouvelle  de  ce  lieu,  qui  nous  soit  connue,  et  qui,  par  ses  rapports 
avec  certains  termes  de  comparaison,  nous  fasse  connaître  la  nature  et  la  position  de  ce 
lieu. 

Par  exemple,  qu'on  demande  de  trouver  un  point  tel  que  le  carré  de  sa  distance  à  un 
point  fixe,  soit  dans  un  rapport  donné  avec  la  distance  de  ce  point  à  une  droite  fixe. 

En  prenant  dans  le  plan  de  la  figure  deux  axes  rectangulaires ,  et  en  appelant  x  et  y  les 
distances  du  point  cherché  à  ces  deux  axes,  on  trouve,  entre  ces  variables,  une  relation 
de  la  forme 

x'  -+-  y*  -+-  ax  -+-  by  =  c', 

où  a,  6,  c  sont  des  coefficients  constants,  composés  avec  les  données  de  la  question.  Cette 
équation  exprime  donc  ce  porisme  : 

«  On  peut  trouver  deux  lignes,  a  y  fret  un  carré  c^,  tels  que  les  carrés  des  distances  du 
point  cherché,  aux  deux  axes  menés  dans  le  plan  de  la  figure,  plus  les  produits  de  ces 
distances  par  les  deux  lignes  a,  fr  respectivement,  forment  une  somme  égale  au  carré  cK  » 

Ce  porisme  fait  voir,  par  les  éléments  de  la  Géométrie  analytique,  que  le  lieu  cherché 
est  un  cercle. 

Mais  si  ces  éléments  n'étaient  pas  formés,  ou  qu'on  voulût  s'en  passer,  on  simplifierait 
l'équation  ci-dessus  en  changeant  l'origine  des  coordonnées,  et  l'on  arriverait  &  une 
équation  de  la  forme  : 

qui  ^'exprimerait  ce  second  porisme  : 

tt  II  existe  dans  le  plan  de  la  figure  un  certain  point,  qu'on  peut  déterminer,  et  qui  se 
trouve  toujours  à  une  même  distance,  qu'on  peut  déterminer  aussi,  de  chacun  des 
points  cherchés.  » 

Ce  porisme  fait  voir  que  le  lieu  du  point  cherché  est  un  cercle,  de  grandeur  et  de 
position  déterminées. 

Ces  résultats,  auxquels  nous  sommes  parvenu  par  la  méthode  des  coordonnées  de 
Descartes,  auraient  pu  s'obtenir  aussi  sans  calcul  et  d'une  manière  purement  géomé- 
trique. Mais,  quelle  que  soit  la  voie  que  Ton  suive,  on  voit  qu'on  peut  les  considérer 
comme  des  porismes.  El  cela  explique  comment  nous  concevons  que  la  méthode  de 
Descartes  a  remplacé  les  porismes,  en  substituant,  à  l'aide  du  calcul,  aux  divers  genres 
de  porismes  dont  les  Anciens  faisaient  usage,  une  seule  et  unique  formule  générale  qui 
se  prête,  avec  une  facilité  merveilleuse,  à  toutes  sortes  de  questions. 

Après  avoir  émis  les  idées  que  nous  nous  sommes  faites  sur  la  doctrines  des  porismes, 
il  nous  faudrait  les  soumettre  à  une  interprétation  du  texte  que  Pappus  nous  a  laissé  sur 
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cette  roalière.  Mais  celte  Note  est  déjà  trop  longue ,  et  nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  de 
tels  développements. 

Nous  nous  bornerons  à  dire  qu'en  prenant  pour  point  de  départ,  et  pour  base,  notre 

numière  de  concevoir  la  doctrine  des  porismes,  nous  avons  obtenu,  assez  naturellement, 

006  interprétation  des  vingt-quatre  énoncés  de  porismes  que  n'a  pas  rétablis  Simson.  Nous 

nous  sommes  aidé,  dans  ce  travail,  des  trente-huit  lemmes  de  Pappus  sur  les  porismes, 

et  de  ses  propositions  sur  les  loca  plana  d'Apollonius.  Car  les  porismes  d'Euclide  étant 

des  propositions  locales,  sur  la  ligne  droite  et  le  cercle,  nous  avons  pensé  qu'Apollonius 

avait  dû  s'en  servir  pour  former  ses  hca  plana^  qui,  à  leur  tour,  pourraient  servir  pour 

former  un  traité  des  porismes. 

Les  limites  dans  lesquelles  nous  devons  nous  renfermer  ne  nous  permettent  pas  d'énon- 
cer ici  les  porismes  que  nous  avons  trouvés  comme  répondant  au  texte  de  Pappus.  Mais 
nous  allons  donner  deux  propositions  très-générales  qui  nous  ont  paru  comprendre,  dans 
leurs  nombreux  corollaires,  les  quinze  énoncés  de  Pappus,  appartenant  au  premier  livre 
des  P€>ri9m€8  d'Euclide,  et  desquelles,  par  conséquent,  on  pourra  déduire  autant  de  théo- 
rèmes répondant  à  ces  énoncés. 

De  ces  deux  propositions  dérivent  aussi  plusieurs  systèmes  de  coordonnées,  particuliè- 
wineni  celui  de  Descartes. 

Il  résulte  de  là  une  véritable  connexion  entre  les  porismes  d'Euclide  et  les  systèmes  de 
<^rdonnées  modernes,  qui  sera  peut-être  un  commencement  de  justification  des  idées  que 
nous  avons  émises  sur  la  doctrine  des  porismes. 

Voici  quelles  sont  les  deux  propositions  en  question  ;  nous  les  énonçons  sous  forme  de 
porismes  ; 

Premier  porisme.  Étant  pris,  dans  un  plan,  deux  points  P,  P',  et  deux  transversales 
qui  t^encontrent  la  droite  PP'  aux  points  E,  E';  e(  étant  pris  sur  ces  deux  transversales, 
mpecHvement,  deux  points  fixes  o,  o'; 

St,  de  chaque  point  d'une  droite  donnée,  on  mène  deux  droites  aux  points  P,  P',  qui  ren- 
contreront respectivement  les  deux  transversales  EO,  E'O'  en  deux  points  a,  a'  ; 
Oh  pourra  trouver  deux  quantités  1,  fx  telles  que  l'on  aura  toujours  la  relation  : 

,.,  Oa         OV 

(4) ,    .    .    . H  X  — :  ==  ti. 

^  Eo  E'a'       ^ 

S*coHD  POHISME.  Étant  menées,  dans  un  plan,  deux  droites  fixes  qui  se  rencontrent  en 
Uiiffnnt  S;  et  étant  pris  sur  ces  deux  droites,  respectivement,  deux  points  fixes  o,  o'  ; 

S»,  autour  d'un  point  donné,  on  fait  tourner  une  transversale,  qui  rencontrera  les  deux 
droite*  fixes  en  deux  points  a,  a'  ; 

O'*  pourra  trouver  deux  quantités  1,  fx  telles  quon  aura  toujours  la  relation  : 


Sa  Sa 


7  =  1^' 
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Les  réciproques  de  ces  deux  propositions  sont  vraies;  c'est-à-dire  que  : 

l""  Quand  Téquation  (1)  a  lieu  entre  les  segments  que  les  points  variables  a,  a'  font  sur 
les  deux  droites  fixes  EO,  E'O',  les  droites  Pa,  P  a'  se  croisent  en  un  point  dont  le  lieu 
est  une  droite,  déterminée  par  les  valeurs  des  constantes  X  et  fx. 

2"  Quand  l'équation  (2)  a  lieu  entre  les  segments  que  deux  points  variables  a^  a'  font  sur 
deux  droites  fixes  SO,  SO',  la  droite  aa'  passe  toujours  par  un  même  point»  déterminé 
par  les  valeurs  des  constantes  X  et  fx. 

Du  premier  porisme  et  de  sa  réciproque,  on  conclut  aisément  ce  porisme  très-général, 
qui  concerne  toutes  les  courbes  géométriques  : 

Porisme  général.  Les  mêmes  clwses  étant  supposées  que  dam  le  premier  pcrinne, 
si,  de  chaque  point  d'une  courbe  géométrique  donnée,  ofi  mène  des  droites  aux  deux 
points  P,  P',  qui  rencontreront  les  deux  transversales  fixes,  aux  points  a,  a',  respective- 
ment; 

Il  existera  des  valeurs  des  coefficients  a,  ^,  y,  à,  etc.,  qui  satisferont  à  l'équation  gêné' 
raie,  du  degré  m,  entre  les  deux  rapports  ^  >  ^  : 


)  © 


IOa\"'       I    OV        \  /Oa\— • 


De  là  résultent  une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées,  propres  à  représenter  tous  les 
points  d'une  courbe;  on  y  trouve  celui  de  Descartes,  en  supposant  le  point  P  à  Tinfini  sur 
la  transversale  O'E',  le  point  P'  à  l'infini  sur  la  transversale  OE,  et  que  les  deux  points 
0,  0'  soient  l'un  et  l'autre  à  l'intersection  des  deux  transversales. 

Le  second  porisme  et  sa  réciproque  donnent  pareillement  lieu  à  un  porisme  très-général, 
«jui  concerne  toutes  les  courbes  géométriques  : 

Porisme  général.  Étant  menées,  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique,  deux  transver- 
sales qui  se  rencontrent  en  S,  et  étant  pris  sur  ces  droites,  respectivement,  deux  points 
fixes  0,  o'; 

Une  tangente  quelconque  à  la  courbe  rencontrera  ces  deux  droites  en  deux  points 
a,  a'; 

Et  si  la  courbe  jouit  de  ce  caractère  général  que,  par  un  point  pris  au  dehors,  on  puisse 
lui  mener  généralement  et  au  plus  m  tangentes. 

Il  existera  des  valeurs  des  coefficients  a,  6,  y, ,  qui  satisferont  à  l'équation  générale, 

du  degré  m,  entre  les  deux  rapports  ^  '  |^  : 


^r-("B^-)(g) 


-t-  etc.  =  0. 


Revenons  à  nos  deux  propositions  générales  primitives,  exprimées  par  les  équations  Ç^^ 
et  (2). 
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acune  de  ces  équations  peut  se  transformer  de  différentes  manières  en  d'autres,  qui 

au>*^>'^^  <i^uXy  trois  ou  quatre  termes.  Plusieurs  de  ces  transformations  sont  nécessaires 

pawLMM^    ^lonner  Finterprétation  des  Porismes  du  premier  livre  d'Euclide.  Nous  devons  ajou- 

ter     ^=1  v->^  chacune  des  équations  que  Ton  obtient  ainsi ,  sert  à  exprimer  plusieurs  porismes 

if  jfS^^jr^nts,  parce  qu'on  y  peut  prendre  pour  inconnues  du  porisme,  au  lieu  des  coefficients 

^^f^^cantSy  comme  nous  Pavons  fait,  différentes  parties  de  la  figure,  telles  que  les  points 

^  9  ou  les  directions  des  transversales. 

tirera  de  la  sorte ^  de  nos  deux  propositions  générales,  une  multitude  de  porismes, 

>%MS  croyons  ne  pas  exagérer  en  en  portant  le  nombre  à  deux  ou  trois  cents.  Une  telle 

dance  s'accorde  bien  avec  ce  que  dit  Pappus,  de  la  fécondité  des  Porismes  d'EucIide  : 

amnia  Porismata  non  nisi  prima  pincipia ,  et  semina  tantum  muUarum  et  magna- 

rerum  sparsisse  videtur  (Eiiclide).  » 

différentes  équations  identiques  dont  nous  venons  de  parler,  nous  avons  choisi 

nom  m  m^     ^^lenoplcs  Ics  équations  (1)  et  (3),  parce  que  ce  sont  celles  qui  embrassent  le  mieux 

YirmtmmrMitjé  de  propositions  que  comporte  cette  matière,  et  surtout  parce  que  ce  sont  celles 

qui     ox^C  leurs  analogues  dans  l'espace,  et  qui  servent  à  étendre  la  doctrine  des  porismes 

^'l^ucT-Imde  &  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

A^€:>lc?i  les  deux  théorèmes  généraux  qui  rempliront  cet  objet;  nous  les  énoncerons  sous 
for  m  c^      ^e  porismes  : 

JER  PORISME.  Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  ABC  et  trois  transversales 
\ueSy  qui  rencontrent  le  plan  du  triangle  en  E,  E',  E"  ;  et  étant  pris,  sur  ces  trois 
iroit^,9  ^  trois  points  fixes  0 , 0' ,  0"  ; 

Si,  ct^  chaque  point  d'un  plan  donné,  on  mène  trois  plans  passant  respectivement  par  les 
trois  <rc34(é«  AB,  BC,  CA  du  triangle,  et  rencontrant  respectivement  les  trois  transversales 
aux  j[>om  «to  a,  a',  a"; 

Oti  r^^^^rra  trouver  trois  quantités  comtantes,  \  fx,  v,  telles  qu'on  aura  toujours  l'équation  : 


Ott         O'o'         O'V 
Ea  E'o'       ^  E"tt" 

EU    i^éciproquement ,  les  trois  coeffieiens  i,  fjt,  v  étant  donnés,  il  leur  correspondra  tou- 
jo^r*  ^•^t  certain  plan  qu'on  pourra  déterminer. 

8^^^^^i>  PORISME.  Étant  pris ,  dans  l'espace,  un  angle  trièdre  dont  le  sommet  est  en  S;  et 
^I0,1i^  f^'^^Ms,  sur  ses  arêtes,  trois  points  fixes  0,  0',  0"; 

S^f    ^'Utour  d'un  point  donné,  on  fait  tourner  un  plan  transversal,  qui  rencontre  les 
0fi^^  ^^  l'angle  trièdre  e;i  a ,  a'  et  a"  ; 

OA  pourra  trouver  trois  quantités  constantes,  ).,  fx,  y,  telles  qu'on  aura  toujours  l'équa- 

Oa         OV  0"a" 


Sa  Sa'       ^    Sa" 
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Et^  réciproquement,  si  dans  cette  équation  les  trois  coeiReients  ).,  fx,  y  sont  donnés,  il 
leur  correspondra  toujours  un  certain  point  dans  Tespace. 

Ces  deux  théorèmes  généraux  sont  susceptibles  d'une  infinité  de  corollaires ,  au  nombre 
desquels  se  trouvent  le  principe  de  transformation  des  figures  en  d'autres  du  même  genre, 
et  celui  de  la  dtmlisation  des  propriétés  de  retendue.  Mais  nous  ne  pouvons  entrer  ici 
dans  tous  ces  détails. 

Nous  devons  prévenir  que,  quoique  nous  n'ayons  appliqué  la  doctrine  des  porismes 
qu'aux  propositions  locales^  nous  retendons  cependant,  suivant  la  définition  générale  de 
Simson,  à  toutes  sortes  d'autres  propositions  géométriques  ou  algébriques,  où  il  y  a  cer- 
taines choses  variables. 

Voici,  pour  terminer  cette  Note,  une  liste  des  auteurs  qui  ont  écrit  sur  les  porismes, 
ou  qui  seulement  ont  employé  ce  mot,  sans  dire  la  signification  précise  quils  lui  attri- 
buaient. 

Il  faut  rappeler  d'abord  que,  dans  son  acception  commune  et  générale,  le  mot  ITo^o/juc, 
chez  les  Grecs,  signifiait  corollaire.  C'est  dans  ce  sens  qu'Euclide  en  a  fait  usage  dans 
beaucoup  de  propositions  de  ses  Éléments.  Mais,  dans  son  Traité  des  PorismeSy  il  avait  un 
sens  particulier. 

Diophante,  dans  ses  Questions  arithmétiques,  a  plusieurs  fois  employé  le  mot  porisme, 
pour  désigner  certaines  propositions  concernant  la  théorie  des  nombres,  sur  lesquelles  il 
appuie  ses  démonstrations,  et  qui  formaient  probablement  un  ouvrage  qui  ne  nous  est  point 
parvenu.  (Voir,  par  exemple,  les  propositions  3,  5  et  19  du  livre  V.)  ^ 

Pappus  et  Proclus,  comme  nous  l'avons  dit,  nous  ont  laissé  des  définitions  différentes 
des  porismes  d'EucIide. 

Ce  sont  là  les  trois  seuls  auteui*s  anciens  où  nous  trouvions  le  mot  porisme  employé 
dans  une  acception  autre  que  la  signification  commune  de  corollaire. 

Chez  les  Modernes,  on  le  rencontre  d'abord  dans  le  Cosmolabe  de  Besson  (Paris,  1567, 
in-4**),  où  il  est  employé,  concurremment  avec  le  mot  corollaire,  pour  désigner  des  pro- 
positions déduites  d'une  proposition  principale.  (Pag.  203,  207  et  210.) 

Vers  le  même  temps,  Dasypodius,  dans  son  livre  intitulé  :  Volumen  II  mathematicum y 
complectens  prœcepta  mathematica,  astronomica,  logistica  (Argentorali,  1570,  in-8"), 
a  donné  une  définition  des  porismes,  suivant  le  sens  de  Proclus.  (P.  243  etsuiv.) 

Viètc  s'est  servi  du  mot  pomma  en  parlant  du  corollaire  qui  suit  la  proposition  16  du 
m*  livre  des  Eléments  d'Euclide.  (Famriim  de  rébus  mathematicis  responsorum  liber 
VIII,  cap.  XIII.) 

Neper,  dans  son  immortel  ouvrage  :  Mirifici  Logarithmorum  canonis  descriptio, 
ejusque  usus  in  utraque  trigonometria,  etc.  (Edimbourg,  1614,  in-4**),  appelle  Porisma 
une  sorte  de  scholie  général  qui  résume  les  règles  qu'il  vient  de  donner  pour  la  résolu- 
tion des  triangles  sphériques  qui  ont  un  angle  droit  ou  un  côté  égal  à  un  quadrans. 

Alexandre  Anderson  intitule  Porisma  un  problème  local,  où  il  s'agit  de  trouver  le 
lieu  des  sommets  des  triangles  qui,  ayant  même  base,  ont  leurs  deux  autres  côtés 
dans  un  rapport  constant.  Voir  :  Animadversionis  in  Franciscum  Viefam  a  Clémente 
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Cyriaco  nuper  editœ y  brevis  tiiôxpiatç y  per  Alexandrum  Andersonum.  (Paris,  1617,  în-4*, 
7  pages.)  • 

JBachet  de  Meziriac,  à  Finstar  de  Diophante,  a  aussi  employé  le  mot  porisme,  et  Pa 

dooné  à  une  série  de  propositions  sur  la  théorie  des  nombres,  qui  précèdent  sa  traduc- 

iion  et  son  commentaire  des  six  livres  arithmétiques  de  Tanalystegrec,  et  qui  sont  comme 

miant  de  lemmes  nécessaires  pour  Tintelligence  de  cet  ouvrage.  Ces  porismes  sont  en  trois 

livres    intitulés  :  Claudii  Gasparis  Bacheti  sebusiani  in  Diophantuniy  Porismatwn  libri 

très.  (Paris,  1621,  in-fol.) 

Sa  ville,  dans  ses  Prœleciiones  tredecim  in  principium  elementorum  Euclidis  (Oxonii, 
f62i  9  in-i""),  a  donné  une  déGnition  des  porismes,  dans  le  sens  de  Proclus.  (Lectura 
jDn/w€»,  p.  18.) 

Albert  Girard  annonçait,  dans  sa  Trigonométrie  (La  Haye,  1626,  in-16),  et  dans  son 
Commentaire  des  Œuvres  de  Stevin  (Leyde,  1634,  in-fol.,  p.  459),  avoir  rétabli  les  Porismes 
d'Euolide.  Mais  ce  travail  n'a  pas  vu  le  jour.  Puisse-t-il  n'être  pas  entièrement  perdu  ! 

ICircher,  dans  la  partie  de  son  Àrs  magna  Lucis  et  Umbrœ  (Romae,  1646,  in-fol.),  qui 

Iraito    des  sections  coniques,  se  sert  en  même  temps  des  trois  mots  corollarium,  consec- 

laritsT92  et  porisma,  pour  désigner  des  conséquences  d'une  proposition  principale.  Mais  le 

plus    souvent  cependant,  le  dernier  mot  s'applique  à  une  proposition  qui  n'est  pas  la  con- 

séciu^nce  de  celle  qui  a  été  démontrée,  mais  qui  en  est  au  contraire  une  généralisation,  ou 

du   moins  qui  s'y  rapporte,  comme  faisant  partie  de  la  même  théorie.  Par  exemple,  après 

qu^unc  propriété  de  la  parabole  vient  d'être  démontrée  sous  le  titre  de  propo«f7ton,  on 

trouve,  sous  le  titre  de  porismesy  les  propriétés  analogues  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole 

(wtV  pag.  237  et  238;  242  et  243). 

Schooien,  dans  ses  Sectiones  triginta  miscellaneœ  (livre  V  des  Exercitationes  mathema- 
ticœ.  Leyde,  1657,  in-4**),  intitule  Porisma  la  section  24%  où,  pour  donner  un  exemple  de 
la  manière  de  découvrir  en  Géométrie  les  propriétés  des  Ggures,  il  se  propose  de  trouver 
celles  qui  appartiennent  à  la  figure  formée  par  différentes  droites  menées,  d'une  certaine 
manière ,  dans  le  plan  d'un  cercle.  (P.  484  des  Exercitationes  mathematicœ,) 
^^  quatres  géomètres  suivants  ont  traité  formellement  de  la  divination  des  porismes  : 
'"^Hn  Ghetaldi,  De  resolutione  et  compositione  mathematica,  lib,  V;  opus  posthumum. 
Hom^,   1640. 

ouIIîqiiJ^  Exeixitationes   geomeiricœ  très  :  1"  a'rca  demonslrationes  per  inscriptas  et 
^''^^^Mscriptas  figuras;  2**  circa  conicarum  sectionum  quasdam  propositioncs;  3"  de  Poris- 
ww/i'ôj^^  Parisiis,  1657,  in.4». 
"^■i^ldini,  De  resolutione  et  compositione  mathematica,  libri  duo,  Patavii,  1668,  in-f", 
'^-**^iat.  Varia  opéra  mathematica,  Tolosie,  1679,  in-fol. 

^nUerson  avait  écrit  plusieurs  ouvrages  sur  l'Analyse  géométrique  des  Anciens,  qui  n'ont  pas  élé  publiés. 

lenfenue,  dans  son  livre  de  la  Vérité  des  sciences  (1625,  in-12;  pag.  752),  fait  un  grand  éloge  de  ce  géomètre, 

<V^^P%siiclantsa  vie,  dit-il,  n'a  pas  élé  traité  selon  son  mérile,  bien  qu'il  put  approcher  d'Archimède  et  d'Apol- 

Vûo^ûs,  Puis  il  ajoute  qu*Anderson  avait  préparé  plusieurs  ouvragt»s  |K)ur  suppléer  à  ceux  des  Auciens  qui  ne  nous 

iflft^  poîm  parvenus;  et  il  engage  les  personnes  qui  les  possèdent  à  n'en  pas  priver  les  sciences. 
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Porismatum  Euclidœorum  reiiovata  doctrinay  et  sub  forma  isagoges  recentioribus 
Geometricis  exhibita.  Cet  écrit,  de  quatre  pages,  avait  été  communiqué  par  Fermât,  plu- 
sieurs années  auparavant,  à  divers  géomètres,  et  entre  autres  à  Bulliaud,  qui  en  fait  men- 
tion dans  Touvrage  que  nous  venons  de  citer  de  cet  auieur. 

Maintenant,  après  qu'un  siècle  s'est  écoulé  sans  nous  offrir  aucun  écrit  sur  les  porismes, 
nous  trouvons  : 

Lawson,  Treatise  cancerning  PoHsms,  1777,  in-4**. 

Ce  géomètre  est  auteur  d'un  autre  ouvrage  sur  la  Géométrie  des  Anciens,  intitulé  : 
Geometrical  analysis  of  the  antients,  in  8",  \  77S. 

Wallace,  Geometrical  Porisms,  1796,  in-4°. 

Playfair,  On  theorigin  and  investigation  of  Porisms^  Transactions  de  la  Société  royale 
d'Edimbourg,  tom.  III,  année  1794,  et  tom.  III,  pag.  179  des  Œuvres  de  Playfair,  en 
quatre  vol.  in-8%  1822. 

Lhuilier,  Êlémens  d'Analyse  géométrique  et  d'Analyse  algébrique^  in-4**,  1809. 

J.  Leslie,  Geometrical  analysis,  liv.  IIP;  in-8'*,  Edimbourg  1809  et  1821. 

Cet  ouvrage  a  été  reproduit  dans  notre  langue  par  M.  Auguste  Comte  ^  à  la  suite  du 
second  supplément  à  la  Géométrie  descriptive,  par  M.  Hachette,  in-4%  1818. 

Dans  ces  dernières  années,  M.  Iloëné  Wronski  a  donné  une  nouvelle  interprétation  des 
porismes,  et  s'est  servi  de  ce  mol  dans  son  Introduction  A  la  philosophie  des  mathéma- 
tiques (pag.  217). 

M.  Ëisenman,  professeur  à  l'Iilcole  des  ponts  et  chaussées  de  France,  qui  s'occupe  d'une 
traduction  des  Œuvres  de  Pappus,  accompagnée  du  texte  grec,  a  porté  son  attention  sur  la 
doctrine  des  porismes,  dont  il  promet  une  explication  nouvelle.  (Voir  Traité  des  Propriétés 
projectives,  introduction,  pag.  37). 

Nous  désirons  vivement,  avec  M.  Poncelel,  que  la  publication  de  cet  ouvrage,  qui  serait 
si  utile  à  la  Géométrie,  n'éprouve  pas  de  trop  longs  retards. 

Castillon,  célèbre  géomètre  du  siècle  dernier,  qui  était  très-versé  dans  la  Géométrie 
ancienne,  pensait  que  le  Traité  des  Porismes  existait  encore  en  Orient  au  XIII*  siècle,  cl 
qu'un  commentaire  du  fameux  astronome  et  géomètre  Nassir-Ëddin,  de  Thous,  sur  un 
ouvrage  d'Ëuclide,  dont  parle  d'IIerbelot  dans  sa  Bibliothèque  orientale,  se  rapportait  à 
ce  traité  même,  qui  seul  avait  pu  mériter  d'être  commenté  par  le  célèbre  géomètre  persan. 
«  Heureux,  s'écrie  Castillon,  si  je  ne  me  trompais  pas!  Heureux  les  géomètres  qui  possé- 
deraient ces  admirables  livres  et  en  connaîtraient  le  prix!  »  (Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin,  mmées  1786-1787.) 

Que  de  découvertes  précieuses  pourront  être  faites  dans  les  bibliothèques  d'Orient  *,  si 
un  jour  elles  sont  explorées  sous  les  auspices  de  quelque  gouvernement  ami  des  sciences, 
et  jaloux  de  la  gloire  qu'elles  ont  répandue  sur  les  siècles  des  Ptolémée,  des  Médieis,  de 
Louis  XIV. 

^  Les  Persans  pt'élendetil  posséder  quelques  ouvrages  grecs  que  nous  n'avons  pas;  et  nous  voyons  en  effet 
que  les  Arabes  en  citent  plusieurs  qui  nous  sont  inconnus.  {Voy.  Monlucla,  Hialoire  des  àfalh,,  tome  1«% 
l>ag.  573  et  394.) 
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NOTE  IV. 


(première   époque,  §  12.) 


Sur  la  manière  de  construire  les  foyers  dans  le  cône  oblique, 

et  d'y  démontrer  leurs  propriétés. 

A|M)llonius  appelle  les  foyers  des  coniques ,  points  d'application  (Puncta  ex  applica" 
tiatie  facta)j  et  les  définit  ainsi  :  chacun  de  ces  points  divise  le  grand  axe  de  Tellipse 
ou  Taxe  transverse  de  Thyperbole,  en  deux  segments  dont  le  produit  est  égal  au  carré  du 
demi-axe  conjugué,  ou,  pour  parler  le  langage  d'Apollonius,  est  égal  au  quart  de  la 
figure.  Ce  qu'il  appelle  la  figure  est  le  rectangle  construit  sur  le  grand  axe  et  sur  le  latus 
rectum. 

Celle  construction  des  foyers  ne  les  rattache,  comme  on  le  voit,  que  très-indirectemenl 
au  cànc;  et  je  ne  sache  pas  qu'on  ait  encore  donné,  de  ces  points ,  une  construction  géné- 
rale et  directe,  prise  dans  le  cône  même,  dans  le  genre  de  celle  de  Jacques  Bernoulli  pour 
le  talus  rectum;  si  ce  n'est  pour  le  cas  particulier  du  cône  droit,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons dans  le  cours  de  cette  Note. 

Voici,  pour  le  cas  général  du  cône  oblique,  la  construction  à  laquelle  nous  sommes 
parvenu  : 

Le  plan  coupant  étant  supposé,  comme  dans  les  coniques  d'Apollonius,  perpendicu- 
laire au  TRIANGLE  PAR  l'axe;  que,  par  l'un  des  deux  sommets  de  la  courbe,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  la  base  du  cône,  et  le  plan  de  lu  section  sous-contraire;  ces  deux  plans 
couperont  le  cane  suivant  deux  cercles;  que,  par  leurs  centres,  on  mène  un  cercle  tangent  au 
diamètre  de  la  courbe  situé  dans  le  plan  du  triangle  par  l'axe:  le  point  de  contact  sera 
Lvn  DES  foyers  de  la  colrbe. 

Quand  le  diamètre  de  la  courbe  sera  situé  entre  les  centres  des  deux  cercles,  cette 
construction  ne  sera  plus  exécutable;  c'est  que  ce  diamètre  n'est  plus  le  grand  axe  de  la 
courbe,  qui,  dans  ce  cas,  est  toujours  une  ellipse;  le  grand  axe  est  alors  perpendicu- 
laire au  plan  du  triangle  par  l'axe.  La  construction  des  foyers,  pour  ce  cas,  est  diflerente; 
mais  elle  devient  encore  plus  simple  que  dans  le  cas  général  :  Que,  sur  la  droite  qui  joint 
les  centres  des  deux  cercles,  jyrise  pour  diamètre,  on  décrive  une  circonférence  de  cercle 
dont  le  plan  soit  perpendiculaire  à  celui  du  tnangle  par  Vaxe  :  les  points  on  cette  circonfé- 
rence rencontrera  le  grand  axe  de  la  courbe  seront  les  foyers  clherchés. 

Ces  deux  constructions  conduisent  à  une  expression  unique  et  générale  de  l'exccntri- 


286  NOTES. 

cité  d'une  section  conique,  considérée  dans  le  cône  :  l'excefitricité  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  centres  des  deux  sections  circulaires 
qu'on  petit  faire  passer  par  l'un  des  sommets  de  la  courbej  compris  dans  le  plan  du  triangle 
par  l'axe. 

Quand  le  conc  est  droit,  l'expression  de  rexcentricité  devient  extrêmement  simple  :  Que  y 
du  centre  de  la  section  d'un  cône  droit  par  un  plan ,  on  abaisse  sur  l'axe  du  cône  une 
oblique  parallèle  à  l'une  des  deux  arêtes  comprises  dans  le  plan  du  triangle  par  l'axe;  cette 
oblique  sera  égale  à  l'excentricité  de  la  section. 

Remarque.  —  Notre  construction  des  foyers,  dans  le  cône  oblique,'  démontre  que  les 
focales  de  IMM.  Quelelel  et  Van  Rees,  ces  courbes  du  troisième  degré  qui  sont  le  lieu 
géométrique  des  foyers  des  sections  faites  dans  un  cône,  par  des  plans  menés  par  une 
tangente  au  cône,  perpendiculaire  à  Tun  de  ses  plans  principaux;  que  ces  courbes,  dis-je, 
considérées  sur  le  plan,  sont  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées,  par  un  point  flxc,  à  plusieurs  cercles  qui  passent  par  deux  mêmes  points,  ou,  plus 
généralement,  qui  ont  même  axe  de  symptose  deux  à  deux.  Proposition  que  nous  avions 
énoncée  déjà,  sans  démonstration.  (Correspondance  mathém,  de  M.  Quetelet,  tom.  VI, 
pag.  207.) 

Mais  on  voit,  de  plus,  que  ces  focales  ne  sont  pas  toujours  le  lieu  géométrique  complet 
des  foyers  des  sections  du  cône;  et  que,  quand  ces  sections  sont  faites  par  des  plans  pcr- 
pcfidiculaires  au  triangle  par  l'axe,  il  y  a,  outre  la  courbe  du  troisième  degré,  un  cercle 
situé  dans  un  autre  plan,  qui  complète  ce  lieu  géométrique. 

Cette  remarque  avait  échappé  à  lanalyse  employée  par  M.  Van  Rees,  dans  son  intéres- 
sant Mémoire  sur  les  focales,  (Correspondance  mathém,,  tom.  V,  pag.  361.) 

La  construction  que  nous  venons  de  donner,  des  foyers  des  coniques,  prises  dans  le 
cône  oblique,  ne  se  prête  pas  à  la  démonstration  des  propriétés  de  ces  points,  et  n'est  pas 
propre  même  à  indiquer  a  priori  leur  existence  dans  les  coniques.  Il  reste  donc  à  recher- 
cher comment,  par  la  considération  des  coniques  dans  le  cône,  on  peut  être  conduit  à  la 
découverte  de  leurs  foyers. 

Cette  question  a  déjà  occupé  quelques  géomètres. 

Ilamilton,  auteur  d'un  bon  Traité  géométrique  des  Coniques  considérées  dans  le  cône  ', 
a  cherché  à  tirer,  de  la  nature  même  du  cône,  les  propriétés  de  la  directrice  des  coniques. 
Mais  il  se  sert  du  cône  droit,  et  il  y  suppose  connu  a  priori  le  foyer  de  chaque  section. 
(Pag.  100  et  122.) 

Dans  ces  derniers  temps,  MM.  Quetelet  et  Dandelin,  en  considérant  les  coniques  dans  le 
solide,  sont  parvenus  à  de  fort  beaux  résultats  nouveaux,  dont  le  suivant  offre,  je  crois  ,  la 
première  construction  qu'on  ait  donnée  des  foyers  des  coni(|ues  dans  le  cône  : 

Un  cône  droit  étant  coupé  par  un  plan,  si  l'on  conçoit  deux  sphères  inscrites  au  côfie,  e 
tangentes  au  plan ,  les  deux  points  de  contact  seront  les  foyers  de  la  section  du  cône  par  le 

•  De  sectionibus  conicis  Iraclatua  yeomolricuSy  in  quo ,  ex  naturd  ipsius  voni,  settionum  affectiones  facittime 
deducuntur,  methodo  nova.  Dubliu,  1758,111-4». 
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Voilà,  comme  on  voit,  un  second  moyen  d'étudier  les  propriétés  des  foyers  dans  le 
cône  même. 

Quant  aux  propriétés  du  cône,  relatives  aux  deux  plans  et  aux  deux  droites  dont  nous 
venons  de  parler,  elles  s  obtiennent  facilement  par  de  simples  considérations  de  Géométrie. 
Nous  en  avons  trouvé  un  certain  nombre,  par  celte  voie,  dans  un  écrit  qui  fait  partie  du 
sixième  volume  des  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles. 


NOTE  V. 


(première  époque,  §  15.) 


Sur  la  définition  de  la  Géométrie.  —  Réflexions  sur  la  dualité, 

considérée  comme  loi  de  la  nature. 

La  distinction  qu'Aristote  et  Descartes  ont  faite  des  deux  questions  différentes  qui  sont 
Tobjet  constant  des  sciences  mathémaiiques,  nous  autorise  à  hasarder  une  observation  cri- 
tique sur  la  définition  de  la  Géométrie,  qu  on  trouve  dans  presque  tous  les  traités  élémen- 
taires. C'est,  dit-on,  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesure  de  l'étetidue.  Or  la  mesure, 
proprement  dite,  n'est  que  la  très-petile  partie  des  propriétés  de  l'étendue,  qui  font  l'objet 
des  travaux  des  géomètres.  Ainsi,  nous  ne  sachions  pas  que  MM.  Gergonne,  Poncelet, 
Steiner,  Plucker,  etc.,  dont  les  travaux  récents  n'ont  point  été  sans  éclat,  aient  beaucoup 
considéré  la  mesure^  comme  on  l'entend  dans  la  déHnilion  que  nous  venons  de  citer.  La 
Géométrie  descriptive  de  Monge,  qui  appartient  essentiellement  à  la  science  des  propriétés 
de  l'étendue ,  peut  servir  pour  trouver  la  mesure  des  corps,  mais  ce  n'est  certainement  là 
que  le  moindre  de  ses  usages.  La  définition  en  question  est  donc  incomplète  et  insuffi- 
sante. 

Mais  cette  insuffisance  n'est  peut-être  pas  sans  conséquence  fâcheuse,  et  contribue  peut- 
être  au  délaissement  où  la  science  est  tombée.  Caries  mathématiciens  qui  n'ont  pas  suivi, 
depuis  trente  ans,  les  progrès  de  la  Géométrie,  ne  connaissent  de  cette  science  que  les 
méthodes  de  quadratures  de  Kepler,  de  Cavalieri,  de  Pascal,  de  Grégoire  de  St- Vin- 
cent, etc.,  parce  qu'elles  ont  des  rapports  intimes  avec  les  théories  du  calcul  intégral,  qui 
font  chaque  jour  l'objet  de  leurs  profondes  méditations.  Et  l'on  ne  peut  disconvenir  que  le 
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cdeul  Hitégraly  perfectionnement  flnalet  sublime  de  ces  méthodes  géométriques,  les  rem- 
uée toutes  avec  un  avantage  merveilleux.  De  là,  Tidée  que  lëtude  de  la  Géométrie  pure 
estehose  oiseuse,  puisqu'elle  serait  tout  entière  renfermée  dans  les  formules  d'intégration, 
e'est-à-dire,  dans  une  simple  et  unique  qucslion  d'Analyse. 

Jlais^  si  Ton  comprend  dans  la  définition  de  cette  science  les  rapports  de  forme  et  de 
Htualion  des  figures,  on  ne  pensera  plus  qu'une  seule  formule  analytique  puisse  résoudre 
il  variété  infinie  de  questions  différentes  qui  se  présenteront  à  l'imagination  ;  et  un  examen 
uo  peu  approfondi  de  la  nature  de  ces  questions  conduira,  au  contraire,  à  reconnaître  les 
grandes  difficultés  qu*y  peut  rencontrer  1  instrument  universel  des  mathématiques,  l'Ana- 
lyse de  Descartes;  on  y  reconnaîtra  même  un  ordre  général  de  questions  pour  lesquelles 
eeCi^  Analyse,  sous  sa  forme  actuelle,  parait  insuffisante ,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir 
dans  la  suite  (cbap.  Vf,  %  5).  Nous  pensons  aussi  qu'il  résulterait  encore,  de  cet  examen, 
la  csonvietion  que  l'étude  de  la  Géométrie  pure,  cultivée  pour  elle-même  et  par  ses  pro- 
pres ressources,  est  indispensable  pour  bien  connaître  les  propriétés  de  l'étendue,  pour 
parvenir  h  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions  importantes,  et  éclairer  la  marche 
de  FAnalyse  dans  toutes  ses  applications,  soit  à  la  Géométrie  elle-même,  soit  aux  phéno- 
mènes naturels. 

ClVat  un  poiiU  historique  digne  de  remarque,  que  les  Latins,  qui  n'ont  été  que  de 

bien  faibles  géomètres,  avaient  néanmoins  senti  le  défaut  de  la  définition  ancienne  de  la 

Géoméirie,  et  lui  avaient  substitué  la  suivante,  que  l'on  trouve  dans  la  Géométrie  de 

Boêoe  :  Gewnetria  est  disciplina  magnittuiinis  immobilis^  formarutnqve  descriptio  coh'^ 

\0mplaUoa,  .per  qmm  uniuscujusque  rei  termini  déclarari  soient.  Cette  définition ,  que 

dontie  aussi.9  h  peu  près  dans  les  même  termes,  Cassiodore  S  parait  avoir  été  employée, 

depuis,  par  les  écrivains  du  moyen  agc  :  nous  citerons,  par  exemple,  Vincent  de  Beauvais 

(du  XHh  siècle),  qui  la  donne  dans  son  Miroir  doctoral  (liv.  KVl,  chap.  XXVI)  '.  A  la 

Renaissance,  elle  était  encore  en  usage.  On  la  trouve  dans  l^uHw'garita  pkUosopMca  de 

Heisch  >;  et  la  définition  que  donne  Tartaléa,  dans  la  troisième  partie  de  son  Traité  général 

des  Nombres  et  des  Mesures,  est  à  peu  près  la  même  :  «  La  Gl^l^tria  è  una  scienlia, 

ower  disciplina,  che  contempla  la  descrition  délie  figure,  ouer  forme  délia  qtmntita  continua 

immobile,  corne  che  è  la  terra,  e  altre  cose  simili.  » 

On  a  lieu  de  s'étonner  que  cette  définition  n'ait  pas  été  conservée,  f  I  y  a  longtemps  déjà , 
ilest  vrai,  plusieurs  géomètres,  et  particulièrement  d'Alembert',  dans  son  Essai  sur  les 
ilimem  de  philosophie,  ont  cherché  à  y  revenir,  en  appelant  la  Géométrie  la  science  des 
F^itii  de  retendue  figurée.  Si  cette  définition  exacte  n'a  point  été  adoptée  depuis,  par 
<«i8  les  géomètres,  nous  en  voyons  deux  raisons. 

Les  uns  ont  sans  doute  voulu  conserver  l'étymologie  grecque  du  mot  Géométrie,  qui 
*ipifie  fnesure  de  la  Terre.  Mais  il  est  évident  que  ce  mot,  restreint  à  la  si|;nification 

*  Auelii Casëiodori,  senatoris,  etc.,  Opéra  omnia.  Rotomagi,  1679,  in-fol.,  liv.  11,  pag.  583. 

'  ft6<NMAeca  Mundi.  Duaci,  1624,4  vol.  in-fol.,  tomus  secuDdus,  qui  Spéculum  doctrinale  inscribilur. 

'  Hcideiberg,  1406,  iQ-4*.  Réimprimé  souvent,  à  Strasbourg,  Bàle  et  Frilwurg. 
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rigoureuse  de  son  étymologie.  n'a  pu  eonvcnir  que  dans  le  premier  âge  de  la  Géomé- 
irie.  Dès  les  premiers  pas  que  celle  seicnee  a  faits,  et  du  temps  de  Thaïes  déjà,  ce  mot 
était  insuffisant.  Aussi  a-t-il  été  critiqué  sévèrement  par  Platon,  qui  la  trouvé  ridicule  ^ 
Depuis  lors^  en  conservant  le  nom  de  Géométrie  à  la  science,  on  a  substitué,  dans 
sa  définition,  à  Tidée  de  la  Terre,  qu'il  exprime,  celle  de  retendue  en  général.  Il  fallait 
faire  plus,  et  remplacer  aussi  Tidée  simple  de  mesure,  par  Tidée  complexe  de  mesure 
et  d'ordre,  qui  est  indispensable  pour  donner  au  mot  Géométrie  un  sens  vrai  et  complet. 

C'est  sans  doute  sous  un  point  de  vue  philosophique  que  d'autres  géomètres  tiennent  à 
exprimer  un  but  unique,  la  mesure  de  l'étendue,  dans  leur  définition  de  la  Géomélrie; 
voulant  ainsi  ramener,  à  une  idée  unique  et  absolue,  cet  ordre  partictdier  des  phénomènes 
de  l'étendue,  qui  forme  la  partie  la  plus  considérable  de  nos  connaissances  positives.  Mais 
quelque  utile  que  soit  toute  espèce  de  généralisation  dans  les  conceptions ,  comme  dans  les 
principes  et  dans  les  méthodes,  et  quelque  admiration  que  méritent  les  idées  grandes  et 
belles  que  les  principes  d'unité,  qui  font  le  caractère  de  la  philosophie  ancienne,  ont  in- 
spirées à  Pythagore  et  à  d'autres  philosophes,  on  peut  croire  pourtant  qu'une  unité  absolue 
n'est  pas  le  principe  de  la  nature.  Les  dualismes  nombreux  qui  se  remarquent  dans  les 
phénomènes  naturels,  comme  dans  les  différentes  parties  des  connaissances  humaines, 
tendent,  au  contraire,  à  nous  faire  supposer  qu'une  dualité  constante,  ou  double  unité,  est 
le  vrai  principe  de  la  nature. 

Cette  dualité,  nous  la  trouvons  dans  l'objet  même  de  la  Géométrie,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  dire;  dans  la  nature  des  propriétés  de  l'étendue  où  le  point  et  le  plan  ont  des 
fonctions  identiques  (voir  la  note  XXXIV);  dans  le  double  mouvement  des  corps  célestes» 
où  sa  constance  reconnue  la  fait  admettre  comme  principe  ^  ;  et  dans  mille  autres  phéno- 
mènes. 

Ainsi,  en  cherchant  à  puiser,  dans  des  considérations  d'un  ordre  plus  élevé,  la  définition 
propre  à  la  Géométrie ,  on  voit  que  les  convenances  philosophiques  ne  s'opposent  point  à  y 
comprendre  les  deux  grandes  divisions,  l'ordre  et  la  mesure,  qui  répondent  au  double  but 
de  cette  science.       ^t. 

*  Bis  cognitis  atque  perspectis ,  proxima  est  illa  qtiam  ridiculo  admodum  nomiru  {ye)iclov  ôvoità)  Geome^ 
triam  nuncupant  (Id  Epinomide.  Platonis  opéra  omnia  ;  traduction  de  Jean  de  Serres,  t.  Il,  p.  990.) 

Celle  critique  si  juste ,  de  Platon,  a  été  reproduite  par  plusieurs  écrivains  du  XV1«  siècle.  Le  célèbre  philologue 
et  professeur  de  mathématiques,  Nicodème  Friscblin,  s'exprimait  ainsi  lAmplissima  est  et pulcherrima  scientia 
figurarum,  At  quàm  est  inepte  sortita  nomen  Geometriœ!  (Ger.  J.  Vossius,  De  universœ  mathesios  naiurâ  et 
constitutione  Liber.) 

s  Ce  principe  est  peut-être  une  objection  contre  le  système  de  Newton  sur  la  propagation  de  la  lumière. 
Car  si  une  molécule  lumineuse  était  animée  d'un  mouvement  de  translation,  elle  aurait  probablement  aussi  un 
mouvement  de  rotation  sur  elle-même.  Ce  qui  ne  peut  être  admis,  car  il  s'ensuivrait  celte  conséquence  fausse 
que,  dans  la  réflexion  d*un  rayon  lumineux  sur  une  surface  quelconque,  Tangle  de  réflexion  ne  serait  point  égal 
à  l'angle  d'incidence. 


NOTES.  291 


NOTE  VI. 


(première  époque,  ^  !22.) 


Sur  le  théorème  de  Ptolémée,  relatif  au  triangle  coupé 

par  une  transversale. 

^  ^^^m.    improprement  que  ce  ihéorèmc  est  dit  de  Ptolémée,  puisqu'il  se  trouve  dans  fc« 

Sp^e-»--^^^^,  de  Menelaûs,  de  qui  Ptolémée  l'avait  emprunté.  Mais  VAhnayeste  étant  beau- 

^^    S^     V^lus  répandu  et  plus  connu  que  les  Sphériqucs,  c'est  toujours  dans  le  premier  de 

^^Ar  rages  qu'on  Ta  remarqué,  et  de  là  est  venue  l'erreur  qu'on  a  commise  en  l'attribuant 

^•^-^^  trouvons  que  Pappus  a  démontré  ce  théorème,  et  s'en  est  servi,  dans  le  huitième 

^^ses  Collectiofis  mathématiques  y  pour  démontrer  une  proposition  curieuse  sur  le 

^-^  •^^^     de  gravité  de  trois  mobiles  qui  parcourent  les  trois  côtés  d'un  triangle;  qu'au 

'         ^^     siècle,  après  que  Purbarch  et  Regiomontant  venaient  de  le  reproduire  dans  leur 

^^^é  de  TAImagestc  *,  il  parut  être  connu  de  tous  les  géomètres  :  Oronce  Finéc,  dans 

^^    -*^  9^iihmétiqtte^9  et  Slifel,  dans  son  Traité  W Algèbre  ',  en  firent  usage  pour  démontrer 

^      ^^^^Irîquement  la  règle  arithmétique  des  six  quantités.  Dans  le  même  temps,  Cardan  S 

^^^•ïria  Frîsius*,  J.  Schoner  •,  sans  construire  la  ligure  géométri(|ne,  l'indiquèrent  dans 

•^^ogesie,  pour  le  même  usage  7;Maurolycuss'en  servit,  comme  lemine,  pour  démon- 


^  •  •  Ptolemœi  Atexandrini  in  tnagnam  coaslructionem^  G.  Purbachii  cujusquc  discipuli  J.  de  Reyiomonte 

^  ^^^^omieon  epitoma.  Veiieliis,  1490,  in-fol. 

^    "^  ^^ithmetica  practieay  librift  quatuor  absolula ,  elc  ,  l.*)35,  in-fol ,  llvi*c  4*",  ctiai».  4. 
^     ""^  ^^ithmetica  intégra.  Noriml)ergac,  1344,  in-4",livr.  3%  paj;.  201. 

^^^^aetica  arithmetice,  et   mensuraïuU  sinyularis.  Mediolaiii,   1551),  iii-S",  ca|».  XLVI.  Opus  uovum  de 


^lionibus  numerorunif  elc ,  Basile»;,  1570,  iii-rol.,  pro|>.  5^*. 
^"ithmeticœ  praciicœ  methodwt  facilis.  Aalwerpiie,  15i0,  iii-8". 
Y         -t  ^gorithmus  demonstratus.  Norimberguî,  1534,  iii-4o,  de  prcMiorlioiiibus  ap|)eiidi\. 
_^     .  '    9*agil,  dans  cette  règle  des  six  quantités  ^ûe  résoudnï  cotte  (|iiesliun  :  Le  rapport  d'une  première  quan- 
.  ^  ^*    ^^ne  deuxième t  étant  composé  du  rapport  dune  troisième  à  une  quatrième,  et  du  rapport  dune  cinquième 
'^ixiéoM,  trouver  le  rapport  d'une  quelconque  des  deuxième ,  troisième  et  cinquième  quantités  à  une  quel- 
^^9  des  trois  autres.  Ainsi,  a,  b,  c,  d,  <*,  f  étant  les  six  quantités,  un  a 

a       c    e 
ï'^d'7 

^>^  deoaiMle  d*eo  coDclure  le  rap|)ort  d*une  di*s  trois  quantité  fr,  c,  r*  à  Tune  des  trois  autres  a^d,  f.  Cette 
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trer  les  propriétés  dos  asymptotes  dans  Thyperbole  *  ;  et  Bressius  pour  la  démonstration 
de  plusieurs  formules  de  trigonoméirie  *. 

Dans  le  cours  du  XVII'  siècle,  les  usages  du  théorème  furent  encore  plus  nombreux 
et  plus  variés.  Mersenne  la  énoncé,  dans  deux  de  ses  ouvrages,  parmi  les  propositions 
principales  des  Sphériques  de  Menelaûs  '.  Stevin  s'en  est  servi,  dans  sa  Pratique  de 
l'arithmétique  y  pour  composer  les  raisons  des  raisons,  et  montrer,  par  cet  exemple,  que 
la  Géométrie  peut,  dans  certaines  questions,  apporter  plus  de  brièveté  queTAIgèbrc; 
Snellius  a  résolu,  au  moyen  de  ce  théorème,  la  35*  question  des  Zetemata  Geometrica  de 
Ludolphc  Van  (]eulen  ^;  Beaugrand  la  employé,  dans  sa  Géostatique  y  pour  composer  les 
rapports  de  lignes;  Desargues  s'en  est  servi  pour  démontrer  une  belle  propriété  géomé- 
trique des  triangles,  qu'on  trouve  à  I»  suite  de  son  Traité  de  PefgpeeiivÊ ,  arrangé  par 
Bosse  (1648,  in-8°);  Pascal  l'a  nus,  dans  son  Essai  pour  les  coniques,  au  nombre  des  théo- 
rèmes principaux  sur  lesquels  devait  reposer  son  Traité  complet  de  ces  courbes;  Scliooten, 
dans  son  Traité  posthume.  De  concinnandis  demonstrationibus ,  etc.,  l'a  démontré  »yn- 
tbétiquement  et  par  TAnalyse  :  vers  le  même  temps,  im  auteur  italien,  Guarini,  en  a  fait 
le  même  usage  que  Beaugrand,  pour  composer  des  rapports  de  lignes  ^.  Peu  d'années 
après,  un  autre  géomèlre  italien,  qui  a  eu  quelque  réputation  dans  les  sciences,  le  nnar- 
quis  Jean  Geva,  est  parvenu  de  lui-même,  et  d'une  manière  originale  et  ingénieuse,  à  ee 
théorème,  et  a  un  autre  du  même  genre,  qui  est  aussi  l'un  des  principaux  de  la  théorie 
des  irarïsversales,  dont  on  avait  regardé  jusqu'ici  Jean  Bernoulli  comme  le  premier  inven- 
teur. L'ouvrage  de  Ceva,  où  se  trouvent  ces  deux  théorèmes  et  quelques  autres  qui  méri- 
tent aussi  d'y  être  remarqués,  est  intitulé  :  De  lineis  se  invicem  secantibus,  statica  con- 
siructio.  Milan,  1678,  in-4^  Nous  ferons  connaître,  dans  la  Note  suivante ,  la  méthode  qui 
distingue  cet  ouvrage. 

question,  présentée  sous  ceUe  forme  algél)rique,  est  assurément  la  plus  simple  que  Ton  puisse  imaginer, 
et  Ton  ne  pourrait  croire  que  Cardan,  entre  autres,  lui  ail  consacré,  dans  ses  deux  ouvrages  que  nous 
venons  de  citer,  plusieurs  pages,  si  Ton  ne  considérail  que  celle  règle  est  une  extension  de  la  règle  de  pro^ 
portion  entre  quatre  quantités,  qui  s'en  déduit  en  supposant,  par  exemple,  c  égal  à  d,  et  que  celle-ci  a 
toujours  été  la  |)artie  diflicile  et  transcendante,  pour  ainsi  dire,  dans  les  Traités  d'Arithmétique,  jusqu'à 
rinvention  de  TAIgèbre,  et  depuis  encore,  grâce  à  Pancienne  notation  des  pro{K>rlions,  qui  fait  usage  de  trois 
signes  au  lieu  d'un,  pour  exprimer  une  simple  égalité  de  deux  rapports,  et  qui,  malgré  les  inconvénients  et  les 
désavantages  évidents  de  celte  complication,  est  encore  employée  par  beaucoup  d'auteurs 

Cardan  attribue  cette  rèyle  des  six  quanlifés  au  géomètre  arabe  Alcbiiidus  (du  \*  siècle),  qu'il  place  au  rang 
des  douze  plus  puissants  génies  qui  aient  paru  depuis  l'origine  des  sciences.  (Voir  De  subtUitate;  lib.  XVI.)  Ou 
trouve  en  effet, dans  la  Bibliotheca  Arabico-Hispana,  de  Casiri,  une  liste  extrêmement  nombreuse  des  ouvrages 
qu'Alcbindus  avait  écrits  sur  toutes  les  parties  des  sciences  mathématiques,  philosophiques,  moraleSf  etc.,  et 
qui  étaient  encore,  il  y  a  un  demi-siècle,  dans  la  riche  Bibliothèque  de  l'Escurial. 

*  F.  Maurolyci  opuscula  mathemalica.  Venetiis,  1373,  iu-4°,  p.:281. 

*  Melricis  Astronomicœ  libri  quatuor.  Paris,  1581,  in-fol.,  liv.  4;  proposition  13. 

5  Synopsis  mathematica  Paris,  1626,  in-24.  Universœ  geometriœ^  mixtœque  mathemalicœ  synopsis  y  etc. 
Paris,  1 643,  in-4«. 

*  Œuvres  mathématiques  de  Ludolphe  Van  Ceulen,  traduites  du  hollandais  en  latin  et  enrichies  de  notes, 
par  Snellius.  Leyde,  1619,  in-4°,  pag.  120. 

^  Euclides  adauetus  et  mcthodicus,  mathematicaque  universalis.  Aug.  Taurinorum,  1671,  in-fol.  pag  S49. 
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Nous  avons  été  encouragé  dans  cette  conjecture,  en  voyant  que  ce  théorème  entrait 
nalurellement  dans  une  collection  de  propositions,  toutes  du  même  genre,  que  nous  avons 
réunies  comme  pouvant  répondre  au  premier  livre  des  Porismes  d'EucIide. 


NOTE  VII. 


(suite   de   la    note    VI.) 


Sur  l'ouvrage  de  J.  Ceva^  intitulé  :  De  lineis  regtis  se  invicem  secantibus. 

STATICA  coNSTRucTio  {in'4\  MUau,  1678). 

L'idée  sur  laquelle  repose  cet  écrit,  consiste  à  se  servir  des  propriétés  du  centre  de  gra- 
vité d'un  système  de  points,  dans  des  questions  où  ion  doit  considérer  les  rapports  des 
segments  que  font,  les  unes  sur  les  autres,  des  droites  qui  se  coupent,  comme  dans  plu- 
sieurs propositions  de  la  théorie  des  transversales.  On  suppose  placés,  aux  points  d'inter- 
section de  ces  droites,  des  poids  inversement  proportionnels  aux  segments  faits  sur  ces 
droites;  et  des  rapports  entre  ces  poids,  que  donne  en  statique  le  principe  du  levier,  on 
conclut  les  rapports  entre  les  segments. 

Ainsi,  pour  démontrer  le  théorème  de  Plolémée  de  cette  manière,  concevons  un  triangle 
ABC  dont  les  côtés  AB,  BC,  CA  soient  coupés  respectivement  en  r,  a,  b  par  une  transver- 
sale quelconque.  Je  suppose  placés,  en  a^  C,  A,  trois  points  matériels,  dont  la  masse  a'  du 
premier  est  tout  à  fait  arbitraire,  et  celles  C,  A'  des  deux  autres  sont  déterminées  de  ma- 
nière que  le  point  B  soit  le  centre  de  gravité  des  points  matériels  situés  en  a  et  C,  et  que 
le  point  b  soit  le  centre  de  gravité  des  points  matériels  placés  en  C  et  A.  Le  centre  de  gra- 
vité des  trois  masses  sera  le  point  d'intersection  e  des  droites  «6,  AB. 

On  a,  par  la  loi  de  statique  : 

aB_      C  '__    ,   ^^ 

Les  poids  a'  et  C  peuvent  être  remplacés  par  un  poids  unique  (a'  h-  C),  situé  en  B; 
le  comparant  à  A',  on  aura 

a'-^C'  =  A'^; 

Bc 
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il  vient  donc 

aB      Âb    Bc 

aC       Ac    Ac 
ou  aB.6C.cA  =  aC.(îB.6A.  C.  Q.  F.  D. 

Passons  au  second  théorème.  Il  s*agit  de  démontrer  que,  quand  trois  droites,  issues  des 
sommets  d'un  triangle,  passent  par  un  même  point,  les  segments  qu'elles  font  sur  les  cotés 
opposés  sont  tels^  que  le  produit  de  trois  d'entre  eux,  qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune, 
est  égal  au  produit  des  trois  autres. 

Soit  ABC  le  triangle;  soient  kot,  Bë,  Cy  trois  droites  qui  se  croisent  en  un  même  point  D^ 
et  qui  rencontrent  respectivement  les  côtés  du  (riangle  en  oc,  S,  y.  Plaçons  en  A  un  point 
matériel,  dont  la  masse  A'  soit  prise  arbitrairement,  et  en  B  et  C  deux  autres  points  maté- 
riels dont  les  masses  B',  C  soient  telles,  que  le  centre  de  gravité  des  masses  A',  B'  soit 
en  7,  et  que  le  centre  de  gravité  des  masses  A',  C  soit  en  6.  Le  centre  de  gravité  des  trois 
masses  sera  l'intersection  des  droites  B6,  Cy;  c'est-à-dire  le  point  D.  Il  s'ensuit  que  a  sera 
le  centre  de  gravité  des  masses  B',  C^  et  qu'on  aura 


Or, 


donc 


Ba 

C 

■ 

SS3           ■  • 

Cx 

B' 

c 

AS 

B' 

Ar 

.  ^-~ 

^"^^"^       * 

; 

Â' 

C6  ' 

A' 

Br' 

Bix 

ce 

Ar 

■ 

=  \. 

C^ 

AS 

By 

C.  Q.  F.  D. 


Jean  Bernoulli  a  aussi  démontré  ce  théorème  (tom.  IV,  pag.  33,  de  ses  Œuvres)  ;  mais 
il  ne  parait  pas  qu'il  en  ait  fait  usage. 

Après  avoir  démontré  ce  théorème  par  sa  méthode  statique,  Geva  en  donne  deux  autres 
démonstrations  purement  géométriques,  dont  l'une  dit-il,  est  de  P.  P.  Caravagio.  (Livre  !•% 
Proposition  1 0.) 

En  considérant,  au  lieu  d'un  triangle,  un  quadrilatère,  aux  sommets  duquel  sont  placés 
quatre  points  matériels,  Ceva  parvient  à  cet  autre  théorème,  qui  est  aussi  l'un  des  princi- 
paux de  la  théorie  des  transversales  :  quand  un  plan  rencontre  les  quatre  côtés  d'un  qua- 
drilalère  gauche j  il  y  forme  huit  segments  tels,  que  le  produit  de  quatre  d'entre  eux,  qui 
n'ont  pas  d'extrémité  commune,  est  égal  au  produit  des  quatre  autres.  (Livre  1*',  propo- 
sition 29.) 

Le  premier  livre  est  terminé  par  quelques  propriétés  de  la  pyramide  triangulaire,  ou 
quadragulaire,  démontrées  par  la  même  méthode. 

Dans  le  second  livre  sont  différentes  propriétés  des  figures  rectilignes,  et  des  courbes 
du  second  degré»  démontrées  a  l'aide  des  principes  du  premier  livre.  Nous  citerons  la  pro- 
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position  suivante,  qui  n*est  aujourd'hui  qu'un  cas  particulier  de  propriétés  plus  générales 
des  coniques  :  quand  iine  conique  est  inscrite  à  un  triangle,  les  droites  qui  vont  des  som- 
mets aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  y  se  croisent  en  un  même  point. 

Enfin,  dans  un  Appendix^  que  Ceva  présente  comme  un  ouvrage  différent,  sur  des 
matières  étrangères  à  celles  qui  précèdent,  se  trouvent  résolues,  par  une  Géométrie  pro- 
fonde, plusieurs  questions  concernant  les  aires  de  certaines  figures  planes  terminées  par 
des  arcs  de  cercles  différents,  et  les  volumes  et  les  centres  de  gravité  de  divers  solides , 
tels  que  le  paraboloïde  et  les  deux  hyperboloïdes  de  révolution. 

Cet  Appendix  a  fait  dire  à  Montucla,  qui  probablement  n'avait  pas  lu  les  deux  livres 
constituant  l'ouvrage  annoncé ,  que  «  le  titre  exprime  fort  imparfaitement  le  contenu.  »  Le 
titre,  au  contraire,  nous  parait  convenir  parfaitement  à  l'ouvrage  auquel  il  se  rapporte;  et 
l'on  peut  dire,  seulement,  que  V Appendix  méritait  aussi  d'être  annoncé  sur  la  première 
feuille  du  volume. 

Un  mot  nous  suffira  pour  démontrer,  par  la  méthode  de  Ceva  ,  une  propriété  curieuse  et 
utile  du  quadrilatère.  On  a,  dans  la  figure  dont  nous  avons  fait  usage  en  dernier  lieu. 


or, 


donc 


AD 

C 

-<-B' 

Da 

' 

A'      ' 

c 

ce 

B 

'=A' 

Ay 
By' 

AD 
Da 

AS 

'ce 

Ar 

H 

yB 

Considérant  le  quadrilatère  AëDy,  dont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  sont 
C  et  B,  on  reconnaît  que  cette  équation  exprime  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  quadrilatère  ^  la  diagonale  issue  d'un  sommet,  divisée  par  son  prolongement 
jusqu'à  la  droite  qui  joint  les  points  de  coticours  des  côtés  opposés,  égale  la  somme  des  deux 
côtés  issus  du  même  sommet,  divisés  respectivement  par  leurs  prolongements  jusqu'aux 
côtés  opposés. 

Ce  théorème  a  son  analogue  dans  l'espace,  qu'on  peut  démontrer  de  la  même  manière, 
en  considérant,  au  lieu  d'un  triangle,  un  tétraèdre  et  quatre  droites  issues  de  ses  sommets 
et  passant  par  un  même  point;  la  figure  représente  ainsi  un  hexaèdre-octogone,  dont  les 
plans  des  faces  opposées  se  coupent  deux  à  deux  suivant  trois  droites  comprises  dans  un 
même  plan  : 

La  diagonale  issue  d'un  sommet,  divisée  par  son  prolongement  jusqu'à  ce  plan,  égale  la 
somme  des  trois  côtés  adjacents  à  ce  sommet,  divisés  respectivement  par  leurs  prolongemenU 
jusqu'au  même  plan. 

C'est  ce  théorème  que  nous  avons  admis  dans  l'application  d'un  nouveau  système  de 
coordonnées,  publiée  dans  la  Correspondance  de  M.  Quetelet,  tom.  VI,  pag.  86,  ann.  1830. 
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NOTE  VIII. 


(PRBMIÈBE   ÉPOQUE,  §  29.) 


Description  des  spirales  et  des  quadratrices,  au  moyen  d'une  surface  héli- 
çdide  rampante.  Analogie  de  ces  courbes  avec  celles  qui  portent  le  même 
nom  dans  le  système  de  coordonnées  de  Descartes. 

Les  constructions  de  la  spirale  et  de  la  quadratrice,  laissées  par  Pappus,  ne  sont  que 
de  simples  applications  de  deux  procédés  généraux  pour  construire,  par  Tintersection  de 
la  surface  héliçoïde  rampante  et  d'une  seconde  surface  déterminée  convenablement, 
toutes  les  spirales,  et  une  infinité  d  autres  courbes  auxquelles  je  donnerai  le  nom  de 
quadratrices ,  parce  qu*elles  sont  exprimées  par  les  mêmes  coordonnées  que  la  quadra- 
Irice  de  Dinostrate. 

La  seconde  surface  qu'ail  faudra  employer  sera,  pour  la  construction  des  spirales,  une 
surface  de  révolution  autour  de  Taxe  de  la  surface  héliçoïde;  et,  pour  la  construction  des 
quadratrices ,  ee  sera  une  surface  cylindrique,  dont  les  arêtes  seront  perpendiculaires  à 
Taxe  de  la  surface  héliçoïde. 

Nos  constructions  donnent,  immédiatement,  les  tangentes  et  les  cercles  osculateurs  des 
courbes  que  nous  considérons.  Mais  elles  ont  pour  principal  avantage  d'établir  des  rcla« 
lions  géométriques  constantes  entre  ces  courbes  et  celles  qui,  dans  le  système  de  coor- 
données ordinaires,  portent  le  même  nom;  par  exemple,  entre  la  spirale  hyperbolique  et 
Vhyperbole,  entre  la  spirale  logarithmique  et  la  logarithmique.  Dans  ce  système,  la  spirale 
d^Archimède  correspond  à  la  ligne  droite. 

Jusqu'à  présent  ces  courbes  n'avaient  entre  elles  d'autres  rapports  que  la  même  forme 
d^équation  entre.des  variables  différentes,  et  cela  n'établissait  aucun  lien  de  construction, 
ni  aucune  relation  géométrique  entre  elles.  Le  procédé  qui  fait  servir  les  unes  à  la  con- 
struction des  autres  conduit,  de  la  manière  la  plus  satisfaisante,  aux  propriétés  qui  ont 
rendu  ces  courbes  célèbres,  particulièrement  la  spirale  logarithmique,  et  donne,  a  priori, 
les  raisons  géométriques  de  ces  belles  propriétés. 

Construction  des  spirales.  —  Concevons  une  surface  de  révolution ,  engendrée  par  une 
eourbe  quelconque,  tournant  autour  d'un  axe  fixe  situé  dans  son  plan  ;  prenons  cet  axe  ver- 
tical :  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  de  la  courbe  sur  cet  axe  seront  ses  ordonnées, 
et  fes  distances  des  pieds  de  ces  droites,  à  un  point  fixe  de  l'axe,  seront  les  abscisses. 
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Supposons  que  Ir  plan  de  la  eourbe  (ournc  d*iin  mouvement  uniforme,  qu*en  même 
temps  un  point  M,  placé  sur  la  courbe  mobile,  se  meuve  sur  celle  eourbe  comme  si  elle 
était  immobile,  et  que  le  mouvement  de  ce  point  se  fasse  de  manière  que  ses  abscisses 
croissent  uniformément.  C'est-à-dire  que  le  mouvement  du  point,  estimé  suivant  Taxe  de 
rotation ,  est  proportionnel  au  mouvement  de  rotation.  Le  point  M  décrira  ainsi ,  sur  la 
surface  de  révolution,  une  certaine  courbe  à  double  courbure. 

La  projection  orthogonale  de  celte  courbe,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  révo- 
lution, sera  une  spirale,  dont  nous  allons  tirer  1  équation  de  celle  de  la  courbe  génératrice 
de  la  surface  de  révolution. 

Soit  z==F{y) 

réqualion  de  la  courbe  génératrice.  Considérons  cette  courbe  à  un  instant  de  son  mouve- 
ment; soit  M  le  point  générateur  sur  cette  courbe;  son  abscisse  z  sera  proportionnelle  à 
la  rotation  éprouvée  par  le  plan  de  la  courbe,  depuis  Torigine  du  mouvement;  cette 
rotation  se  mesurera  par  langle  que  la  trace  du  plan  mobile,  sur  un  plan  horizontal,  fera 
avec  un  axe  fixe  qui  marquera  Torigine  du  mouvement;  soit  u  cet  angle:  on  aura 

z=  au; 

et,  conséquemment  au  =  ¥  {y). 

Soient  m  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  horizontal ,  et  0  le  pied  de  Taxe  de  révolu- 
tion sur  ce  plan.  Le  rayon  Om,  que  je  désigne  par  r,  est  égal  à  Tordonnée  y  du  point  M  ; 
on  a  donc,  entre  ce  rayon  et  langle  u,  qu'il  fait  avec  Taxe  fixe  dont  nous  venons  de 

parler ,  la  relation 

au  =  F  (r). 

Cette  relation  est  Téquation ,  en  coordonnées  polaires ,  de  la  projection  de  la  courbe  à 
double  courbure  tracée  sur  la  surface  de  révolution. 

Remarquons  maintenant  que  la  perpendiculaire^  abaissée  du  point  mobile  M  sur  Taxe 
de  révolution,  engendre  la  surface  d'une  vis  à  filets  carrés,  qu'on  appelle  aussi  surface 
héliçoïde  rampante;  car  cette  droite  est  toujours  horizontale,  et  elle  s'élève,  au-dessus  d*un 
plan  horizontal,  d'un  mouvement  uniforme,  en  même  temps  que  le  plan  vertical  qui  la 
contient  tourne  uniformément  autour  de  l'axe  de  révolution. 

Donc  la  courbe  engendrée  par  le  point  M  est  l'intersection  de  la  surface  de  révolution 
par  une  surface  héliçoïde. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

l''  Toute  spirale  (nous  entendons  par  spirale  toute  courbe  reptésentée  par  une  équation 
entre  les  deux  coordonnées  polaires  r  et  u)  peut  être  cmuidérée  comme  la  projection  de 
l'intersection  d'une  surface  héliçoïde  rampante  par  une  certaine  surface  de  révolution  de> 
terminée  convenablemetit ,  ces  deux  surfaces  ayant,  pour  axe  commun,  la  perpendiculaire  au 
plan  de  la  spirale,  menée  par  son  origine  ; 
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2*  OM  =  F  (r) 

étant  l'éqttation  de  la  spiraky  et  a  le  rapport  entre  le  mouveniement  ascensionnel  et  le  mou- 
vement de  rotation  de  la  droite  génératrice  de  la  surface  liéliçoïdey  l'équation  de  la  courbe 
génératrice  de  la  surface  de  révolution  sera 

les  abscisses  z  étant  cofnptées  suivant  l'axe  de  révolution,  et  les  ordonnées  y  perpendiculai- 
rement à  cet  axe. 

Pour  la  spirale  d'Archimède,  dont  Féquation  est  au  =  r, 

L'équation  de  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution  sera  z  =  y  :  cette  méri- 
dienne est  une  droite;  ainsi  la  surface  de  révolution  sera  un  cône;  c'est  là  un  des  deux 
théorèmes  de  Pappus. 

Pour  la  spirale  hyperbolique,  qui  a  pour  équation  ur  =  constante. 

L'équation  de  la  section  méridienne  de  la  surface  de  révolution  sera 

zy  =  a.  const.  ==  const; 

équation  d'une  hyperbole  équilatère,  qui  a  l'une  de  ses  asymptotes  dirigée  suivant  l'axe  de 
la  surface  héliçoïde. 

Pour  la  spirale  logarithmique,  dont  l'équation  est 

u  =  log.  r, 
on  aura 

z  =  o  log.  y  ; 

équation  d'une  logarithmique  dans  laquelle  les  abscisses  z  sont  proportionnelles  aux  loga- 
rithmes des  ordonnées  y. 

Donc  :  Si  wie  logarithmique  ordinaire  engendre  une  surface  de  révolution,  en  tournant 
autour  de  son  asymptote,  et  que  cette  asymptote  soit  l'axe  d'une  surface  héliçoïde  rampante, 
ces  deux  surfaces  se  couperont  suivant  une  courbe  à  double  courbure,  dont  la  projection 
orthogonale,  mr  un  plan  perpendiculaire  à  V asymptote,  sera  la  spirale  logarithmique. 

Tangentes  aux  spirales.  Soit  M  un  point  de  l'intersection  de  la  surface  héliçoïde  par 
la  surface  de  révolution  déterminée,  comme  nous  avons  dit^  de  manière  à  produire  une 
spirale  donnée.  La  tangente  en  un  point  m  de  cette  spirale  sera  la  projection  de  l'inter- 
section des  plans  tangents,  au  point  M,  à  ces  deux  surfaces.  Le  plan  (nngent  à  la  surface  de 
révolution  rencontrera  l'axe  de  révolution  en  un  point  0;  je  suppose  que  le  plan  horizontal 
sur  lequel  on  a  décrit  la  spirale  passe  par  le  point  0  ;  la  droite  OM  se  projette  sur  ce  plan 
en  Om  :  c'est  le  rayon  vecteur  de  la  spirale. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution  coupe  le  plan  horizontal  suivant  une  droite 
0(,  perpendiculaire  au  rayon  Om. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  héliçoïde,  au  point  M,  passe  par  la  génératrice  de  cette 


i 
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surface,  laquelle  est  parallèle  au  rayon  Om;  la  trace  de  ce  plan,  sur  le  plan  horizontal , 
est  donc  parallèle  au  rayon  Om.  Il  suffit  donc,  pour  déterminer  cette  trace,  d'en  trouver 
un  point.  Or  ce  plan  tangent  passe  par  la  tangente  à  l*hélice  conduite  par  le  point  M  sar 
la  surface  héliçoîde  ;  cette  tangente  est  dans  le  plan  vertical  perpendiculaire  au  rayon 
Om.  Soit  6  le  point  où  elle  rencontre  le  plan  horizontal;  soit  a  Tangle  qu'elle  fait  avec  l'axe 
de  la  surface  héliçoîde:  on  aura,  dans  le  triangle  Mm6,  rectangle  en  m,  m6  =  Mm  tang.  a. 
Mais  on  sait,  par  les  propriétés  de  la  surface  héliçoîde,  que  la  tangente  trigonométrique 
de  langle  a.  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  M  à  Taxe  de  la  surface;  donc 
tang.  a  =  Om.  consL  Cette  constante  est  égale  au  rapport  qu'il  y  a  entre  le  mouvement 
circulaire  et  le  mouvement  ascensionnel  de  la  génératrice  de  ta  surface  héliçoîde  ;  nous 
avons  représenté  ce  rapport  par  -  ;  donc  enfin 

Om  Mm .  Om 

tang.  a  =:  — ,  mfl  = 

a  a. 

La  droite  mO  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  Om  ;  la  trace  du  plan  tangent  à  la 
surface  héliçoîde  est  parallèle  à  ce  rayon  ;  donc,  si  l'on  prend  sur  la  droite  0^  perpendicu- 
laire à  ce  rayon ,  une  partie 

Om .  Mm 

Of  =  m8  = » 

a 

le  point  t  appartiendra  à  celle  trace.  Or  cette  droite  0^  est  la  trace  du  plan  tangent  à  la 
surface  de  révolution  ;  donc  le  point  t  appartient  à  l'intersection  des  plans  tangents  aux 
^eux  surfaces;  et,  conséquemment,  ce  point  appartient  à  la  tangente,  en  m,  à  la  spirale 
qui  est  la  projection  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

La  ligne  0/  s'appelle,  comme  on  sait,  la  sous-tangente  de  la  spirale  ;  la  sous-nortnale  esi 
la  partie  On  comprise,  sur  le  prolongement  de  la  droite  0^,  entre  le  point  0  et  la  normale 
à  In  courbe  ;  elle  est  égale  au  carré  du  rayon  divisé  par  la  sous-tangente  ;  ainsi 

a .  Om 

Maintenant,  pour  faire  usage  de  ces  formules, nous  remarquerons  que  le  plan  tangeni  è 
la  surface  de  révolution,  au  point  M,  passant  par  le  point  0,  la  ligne  Mm  est  égale  è  la 
sous-langente  de  la  courbe  génératrice  de  la  surface  de  révolution  ;  cette  sous-^tangente 
étant  prise  sur  l'axe  de  révolution. 

Appelons  S  cette  sous-tangente,  et  remarquons  que  le  rayon  vecteur  Om  de  la  spirale 
est  égal  à  l'ordonnée  y  de  la  courbe  génératrice  de  la  surface  de  révolution,  nous  aurons  : 

^       y. S     ^        a\y 
0/  — 21— I  On*^-—' 
a  S 
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Telles  sont  les  expressions  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  d*une  spirale ,  en 
fonction  de  la  sous-tangente  et  de  lordonnée  de  la  courbe  génératrice  de  la  surface  de 
révolution. 

Dans  la  spirale  d'Ârchimède,  la  ligne  génératrice  est  droite;  on  a|=oon«^;  donc 
On=  const.  Ainsi,  Dans  la  spirale  d'Archimède,  la  sous-normale  est  constante. 

Pour  la  spirale  hyperbolique ,  la  courbe  génératrice  est  une  hyperbole  équilatère,  dans 
laquelle  on  a,  comme  Ton  sait,  S.y=  const.,  donc  0^  =  const.  : 

Dans  la  spirale  hyperboliquey  la  sotis^tangente  est  constante. 

Dans  la  logarithmique,  la  sous-tangentc ,  comptée  sur  lasymptole,  est  constante;  donc 
S=^ const.;  et,  conséquemment  dans  la  spirale  logarithmique,  on  a 

Ot  Ot 

—  =  const.,     —  ^  const. 

y  Om 

Or,  ^  est  égal  à  la  tangente  trigonométrique  de  Tanglcque  la  tangente  à  la  spirale  fait 
avec  le  rayon  vecteur;  donc  cet  angle  est  constant;  ainsi  : 

Dans  la  spirale  logarithmique ,  la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur. 

Ot  étant  proportionnel  à  Om,  on- voit  que  si  Ton  porte,  sur  le  rayon  vecteur,  une 
ligne  égale  à  la  sous-tangente,  lextrémité  de  cette  ligne  sera  sur  une  spirale  logarithmique 
semblable  à  la  proposée;  mais,  si  cette  spirale  fait  un  quart  de  conversion  autour  de  son 
centre,  chacun  de  ses  rayons  viendra  coïncider  avec  la  sous-tangente  correspondante  de  la 
proposée;  donc  les  pieds  des  tangentes  à  cette  spirale  sont  sur  une  seconde  spirale  qui  lui 
est  semblable.  Or,  deux  spirales  logarithmiques  semblables  entre  elles  sont  nécessaire- 
ment égales,  parce  que  les  angles  que  leurs  tangentes  font  avec  leurs  rayons  vecteurs  sont 
égaux,  et  qu'à  un  angle  donné  ne  correspond  qn*une  spirale:  nous  pouvons  donc  énoncer 
ce  théorème  : 

Dans  la  spirale  logarithmique,  les  pieds  des  tangentes  sont  sur  une  seconde  spirale  loga- 
rithmique égale  à  la  première  y  mais  placée  différemment. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  pieds  des  sous-normales. 

Rayons  de  courbure  des  spirales.  Une  spirale  étant  considérée  comme  la  section  droite 
d*un  cylindre  qui  passe  par  la  courbe  d'intersection  d'une  surface  de  révolution  avec  une 
surEice  héliçoîde  rampante,  on  trouve  aisément,  au  moyen  des  théorèmes  d'Ëuler  et  de 
Meusnier,  la  valeur  de  son  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque,  en  fonction  du 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution.  Pour  abréger 
cette  Note ,  nous  omettrons  ici  cette  construction ,  sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  un 
autre  moment. 

Nous  renvoyons  aussi,  à  un  autre  écrit,  la  construction  des  quadratrices,  analogue  à 
celle  des  spirales. 
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NOTE  IX. 


(première  époque,  §  30.) 


Sur  la  fonction  anharmonique  de  quatre  points^  ou  de  quatre  droites. 

Quatre  points  a,  6,  c,  d  étant  en  ligne  droite,  nous  avons  appelé  la  fonction 

ac    bc 

ad  '  bd 

le  rapport  anharmonique  des  quatre  points. 

La  proposition  129°  du  septième  livre  de  Pappus  signifie  que  :  quand  quatre  droites  sont 
issues  d'un  même  point ,  toute  transversale  les  rencontre  en  quatre  points  dont  le  rapport 
anharmonique  a  toujours  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  transversale. 

Cette  propriété  de  la  fonction  anharmonique  de  quatre  points  la  distingue  de  toute  autre 
fonction  qu  on  pourrait  former  avec  les  segments  que  ces  quatre  points  font  entre  eux. 

Mais  la  fonction  anharmonique  jouit  d'une  autre  propriété  encore  plus  capitale,  et  dont 
cette  première  dérive,  c'est  que  : 

Si,  d'un  point  pris  arbitrairement,  on  mène  des  droites  aboutissant  à  quatre  points  sihiés 
en  ligne  droite,  la  fonction  anharmonique  de  ces  quatre  points  aura  précisément  pour  valeur 
ce  que  deviendra  cette  fonction  quand  on  y  substituera,  aux  quatre  segments  qui  y  entrent^ 
les  sinus  des  angles  que  feront  entre  elles  les  droites  qui  comprendront  ces  segments. 

Cette  fonction  entre  les  sinus  des  angles  de  quatre  droites  issues  d'un  même  point,  sera 
dite  fonction  anharmonique  des  quatre  droites. 

Ce  théorème  prouve  que  la  fonction  anharmonique  de  quatre  points  est  de  nature  pro^ 
jective,  c'est-à-dire  que  cette  fonction  conserve  la  même  valeur  quand  on  fait  la  projection 
ou  la  perspective  des  quatre  points  auxquels  elle  se  rapporte. 

On  peut  généraliser  ce  théorème,  en  menant,  par  les  quatre  points,  quatre  plans  quel- 
conques, pourvu  qu'ils  se  coupent  suivant  une  même  droite,  prise  arbitrairement  dans 
l'espace  :  la  fonction  anharmonique  des  quatre  points  conservera  la  mètne  valeur,  si  l'on  y 
substitue,  à  la  place  des  segments,  les  sinus  des  angles  dièdres  que  les  plans  qui  compren- 
nent ces  segments  font  entre  eux. 

Nous  avons  exprimé  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  b,  c,  d  par  la  fonc- 
tion 

ac    bc 

ad'  bd 
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Mais  on  peut,  tout  aussi  bien,  prendre  les  deux  autres  fonctions 

ac    de       ofr     cb 
ab  '  db       ad'  cd 

On  n'en  peut  pas  former  une  quatrième  semblable,  avec  les  quatre  points  a,  b,  c,  d. 
De  sorte  que  te  rapport  anharmonique  de  quatre  points  peut  s'exprimer  de  trois  manières. 

Si  Fun  des  points  est  à  Tinfini ,  ce  rapport  se  simplifie  :  il  ne  contient  que  deux  seg- 
ments. Ainsi,  soit  le  point  d  situé  à  Tinfini:  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
a,  b,  c  et  Finfini ,  s'exprimera  des  trois  manières  : 

ac       ca       ba 
cb       ab       bc 

Soient  quatre  points  a^  6,  c,  d  situés  en  ligne  droite,  et  quatre  autres  points  a',  b',  c',  d' 
situés  sur  une  autre  droite,  et  correspondant  respectivement  aux  quatre  premiers.  Suppo- 
sons que  le  rapport  anharmonique  de  ceux-ci,  soit  égal  au  rapport  anharmonique  des 
autres;  c'est-à-dire,  que  Ton  ait  une  des  trois  équations  suivantes  : 


(A) 


ac 

be      a'e' 

b'e' 

mi 

■  bd  ~  a'd' 

'b'd'' 

ac 

de      a'c' 

d'e' 

âb 

'  db  ~  a'b' 

■d'b'- 

ab 

cb      a'b' 

c'b' 

ad'- 

cd  ^  a'd' 

'Cd'- 

Je  dis  que  les  deux  autres  équations  s'ensuivront  nécessairement.  Ainsi,  Fune  quelconque 
des  trois  équations  (A)  comporte  les  deux  autres.  C'est  une  vérification  qu'on  pourrait  faire 
par  le  calcul.  Mais  il  est  plus  facile  de  se  servir,  pour  démontrer  cette  propriété  de  la  fonc- 
tion anharmonique,  d'une  considération  géométrique. 

Qu'on  place  les  deux  droites  sur  lesquelles  sont  situés  les  deux  systèmes  de  points ,  de 
manière  que  les  deux  points  correspondants  d,  d'  se  confondent  en  un  point  unique  D; 
qu'on  tire  les  trois  droites  aa',  bb',  ce':  ces  trois  droites  se  couperont  en  un  même  point. 
Car  soit  S  le  point  d'intersection  des  deux  premières  aa',  bb'.  Tirons  SD  et  Se;  soit  /  le 
point  où  Se  rencontre  la  droite  a'b'c'  :  on  aura  par  la  proposition  citée  de  Pappus , 

ac    bc       a' y    h*  y 

Mais  nous  supposons  que  la  première  des  équations  (A)  a  lieu  ;  y  mettant  D  à  la  place 
de  rf,  et  la  comparant  à  celle-ci,  on  en  conclut  que  le  point  7  se  confond  avec  le  point  c'. 
D*où  il  résulte  que  les  trois  droites  atJj  bb*,  ce'  passent  par  un  même  point  S. 


L^ 
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Considérant  les  quatre  droites  Saa\  866',  Sec'  et  SD,  coupées  par  les  deux  transversales 
a6cD,  a'b'c'D;  on  conclut,  de  la  proposition  de  Pappus,  que  les  deux  dernières  des  équa- 
tions (A)  ont  lieu. 

Ainsi ,  chacune  des  équations  (A)  comporte  les  deux  autres. 

De  sorte  que  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  systèmes  de  quatre  points 
qui  se  correspondent  un  à  un,  peut  s*exprimer  de  trois  manières,  dont  Tune  quelconque 
comporte  les  deux  autres. 

Cette  propriété  importante,  de  la  fonction  anharmonique  de  quatre  points,  aura  plusieurs 
applications  utiles. 

Par  exemple,  on  en  peut  conclure  immédiatement  que  chacune  des  sept  équations  par 
lesquelles  on  exprime  la  relation  d'involution  de  six  points,  comporte  les  six  autres. 

L'égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  systèmes  de  quatre  points  peut  s'exprimer 
par  une  équation  à  trois  termes,  qui  sera  souvent  utile. 

Ainsi,  outre  les  trois  équations  (A),  on  aura  les  trois  équations  suivantes  : 


n 


(B) zi:''M.-^znj'-Ji:;  =  ^^ 


ac 

be       a'b' 
bd  '  a'd' 

e'b' 
'  e'd' 

ac 

de       a'd' 
dit  ■*"  a'b' 

e'd' 
'e'b' 

ab 

cb       a'c' 

b'c' 

• 

ad'cd  ^a'd'*6'd'      ^* 


Chacune  de  ces  trois  équations  exprimant  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  des  deux 
systèmes  de  points,  comporte  les  deux  autres  et  les  trois  premières. 

En  un  mot,  chacune  des  six  équations  (A)  et  (B)  comporte  les  cinq  autres. 

Les  équations  (B)  sont  faciles  à  démontrer.  La  première,  par  exemple,  devient,  à  cause 
de  la  troisième  des  équations  (A), 

ac    be      ab    cb 
ad   bd      ad   cd 

C  est  donc  cette  équation  qu'il  faut  démontrer.  Pour  cela,  faisons  la  perspective  de  la 
droite  abcdj  sur  une  autre  droite,  de  manière  que  le  point  d  passe  à  TinlSni;  soient  a,  6^  y 
les  perspectives  des  points  a,  b,  c.  Nous  aurons,  puisque  la  fonction  anharmonique  est 
projective, 

ac    bc       ay  ab    cb       a6 

ad  '  bd      6r  ad    cd      r^  ' 

réquation  deviendra  donc 

6«  -h  a^'  =  ty. 
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Cest  une  relation  identique  entre  les  trois  points  6 ,  a^  y,  supposés  placés  dans  Tordre 
où  nou9  les  écrivons. 

Ainsi  y  les  équations  (B)  sont  démontrées. 

Remarquons  que  Téquation  ci-dessus ,  qui  devient  y  quand  on  chasse  les  dénominateurs, 

a6.od  —  ac.6e(  -t-  6c.aii=«  0, 

exprime  une  relation  générale  entre  quatre  points  quelconques  situés  en  ligne  droite. 

Cette  relation  a  été  démontrée  par  Euler ,  algébriquement  et  géométriquement  ;  par 
la  première  méthode ,  en  substituant  à  certains  facteurs  leurs  expressions  .en  fonction  des 
autres,  de  manière  à  produire  une  équation  identique;  et,  par  la  seconde  méthode,  en 
formant  la  figure  qui  représente  les  trois  rectangles  dont  se  compose  Féquation  :  on  voit 
aisément  que  Tun  d'eux  égale  la  somme  des  deux  autres.  (Novi  Commentarii  de  Péters- 
bourg,  tom.  I*',  ann.  !747  et  1748.  Varice  demonslrationes  Geometricœ.) 

M.  Poncelet  a  démontré  aussi  la  même  relation  dans  son  Mémoire  sur  les  centres  des 
moyennes  harmoniques.  (Journal  de  M.  Crelle,  tom.  III,  pag.  269.  ) 

Le  cercle  jouit,  par  rapport  à  quatre  droites  issues  d*un  même  point,  d'une  propriété 
analogue  à  celle  du  système  de  deux  transversales  droites ,  exprimée  par  les  équations 
(A)  ou  (B). 
'  Cette  propriété  consiste  en  ce  que  : 

Quand  quatre  droites  y  issues  d'un  même  point  y  rencontrent  une  circonférence  de  cercle, 
la  première  en  a,  a'  ;  /a  deuxième  en  b,  b';  la  troisième  en  c,  c'  ;  et  la  quatrième  en  d ,  d'  ;  on 
a  la  relation  : 

•     *         •    ^  ^         .     ^   .  .     •     ^  ^- 
sm. r-ca   sm. -aa      sm.-ca    sm.-aa 

2  2  2  2 


sin.  —  c6    sin.  -dô      sin.  -  c'6'   sin,  -  cf6' 
2  2  2  2 

Cène  équation  est  analogue  à  la  première  des  équations  (A).  On  aura,  de  même,  deux 
autres  équations  semblables  aux  deux  autres  équations  (A);  et  trois  équations  semblables 
aux  équations  (B). 

Cette  propriété  du  cercle  donne  lieu  à  diverses  propositions  nouvelles. 

Nous  appelons  toute  lattention  des  géomètres  sur  la  notion  du  rapport  anharmonique , 
qui,  bien  que  très-élémentaire,  pourra  être  extrêmement  utile  dans  une  foule  de  spécula- 
tions géométriques,  où  elle  procurera  des  démonstrations  faciles  et  simples  autant  que 
possible.  Nous  en  ferons  usage  dans  la  Note  X,  sur  Tinvolution  de  six  points,  et  dans  les 
Noies  XV  et XVI,  pour  démontrer,  en  quelques  mots,  pour  ainsi  dire,  les  propriétés  les 
plus  générales  des  sections  coniques. 

Cette  théorie  ne  sera  pas  moins  utile  dans  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  démontrer  la  double  génération  de  Fhyperboloïde  à 
une  nappe,  par  une  droite,  que  nous  présenterons  sous  cet  énoncé  : 

La  mirfacê  engendrée  par  une  droite  mobile,  qui  s'appuie  sur  trois  droites  fixes,  peut 

39 
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être  engendrée,  d'une  seconde  manière  y  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  trois  posi- 
tions  de  la  première  droite  génératrice;  et  cette  surface  jouit  de  la  propriété  que  tout  plan  la 
coupe  suivant  une  conique. 

La  première  partie  de  cette  proposition  repose  sur  les  deux  lemmes  suivants,  dont  Tun 
est  la  réciproque  de  l'autre,  et  qui  méritent  eux-mêmes  d'être  énoncés  comme  théorèmes  : 

Théorème  I.  Quand  quatre  droites  s'appuient  chacune  sur  trois  droites  fixes,  situéeê 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace ,  le  rapport  anharmonique  des  segments  qu'elles 
forment  sur  l'une  de  ces  trois  droites ,  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  segments 
qu'elles  forment  sur  l'une  quelconque  des  deux  autres. 

Soient  L,  L',  U  les  trois  droites  données  dans  l'espace  ;  a,  6,  c,  d,  les  points  où  les 
quatre  droites  A,  B,  C,  D,  qui  s'appuient  sur  L,  L',  L",  rencontrent  L;  et  a',  6',  c',  d'; 
a" y  b"y  c"y  d"y  Ics  poîuts  OU  ces  mêmes  droites  rencontrent  L',  U.  Je  dis  que  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  a,  6,  c,  d,  est  égal  à  celui  des  quatre  points  a* yb\  c'y  cT. 
£n  eiïety  chacun  de  ces  rapports  est  égal  à  celui  des  quatre  plans  qui  ont  pour  inter- 
section commune  la  droite  V\  et  qui  passent  respectivement  par  les  quatre  droites 
A,  B,  G,  D.  Ces  deux  rapports  sont  donc  égaux  entre  eux. 

Théorème  II.  (Réciproque)  :  5t  quatre  droites  s'appuient  sur  deux  droites  fixes  dans 
l'espace,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  des  segments  qu'elles  font  sur  l'une 
de  ces  droites  soit  égal  au  rapport  anharmonique  des  segments  qu'elles  font  sur  Vautre, 
toute  droite  qui  s'appuiera  sur  trois  de  ces  quatre  droites  s'appuiera  nécessairement  sur  la 
quatrième. 

Soient  deux  droites  L,  L'  dans  l'espace,  et  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  qui  rencontrent  la 
première  aux  points  a,  6,  c,  d,  et  la  seconde  aux  points  a' y  6',  c',  d'y  de  manière  qu'on  ait 

ca   da      c'a     d'à' 
'^'"M^Tb'd^' 

11  faut  prouver  que  ces  quatre  droites  sont  telles  qu'une  droite  quelconque  Vy  qui  s*ap- 
puie  sur  les  trois  premières  A,  B,  G,  rencontre  nécessairement  la  quatrième  D. 

Pour  cela,  par  le  point  d  de  la  droite  L,  menons  une  droite  D' qui  s'appuie  sur  L'  et  U^; 
soient  $'y  d"y  les  points  où  elle  rencontre  ces  deux  droites.  Les  quatre  droites  A»  B,  C»  D\ 
s'appuyant  sur  L,  L',  L'\  on  aura ,  d'après  le  théorème  I, 

ca    da       c'a'    $'a' 
'^''dh^7b'''rb'' 

Cette  équation,  comparée  à  la  précédente,  fait  voir  que  le  point  i  se  confond  avec  le 
point  d.  Ainsi  la  droite  D'  menée  par  le  point  d,  de  manière  qu'elle  s'appuie  sur  L',  L", 
est  précisément  la  droite  D.  La  droite  L",  qui  s'appuie  sur  les  trois  droites  A,  B,  C» s'ap- 
puie donc  sur  la  quatrième  D.  Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

Maintenant,  soient  trois  droites  L,  L',  L"  dans  l'espace,  et  soient  A,  B,  C,  D,  etc.. 
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des  positions  différentes  d*une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  ces  trois  droites  :  je  dis 

qu*une  droite  quelconque  M,  qui  s'appuie  sur  les  droites  A,  B,  G,  rencontre  nécessairement 

une  quatrième  droite  D.  Car,  en  vertu  du  ihéorèmc  I,  les  droites  A,  B,  C,  D,  font,  sur. 

L,L',  des  segments  dont  les  rapports  anharmoniques  sont  égaux  ;  donc,  en  vertu  du  ihéo- 

rème  II,  une  droite  qui  s'appuie  sur  les  (rois  premières  droites  rencontre  la  quatrième. 

Aiasi,  quand  une  droite  mobile  s'appuie  sur  trois  droites  fixes ,  toute  droite  qui  s'appuiera 

iur  trois  positions  de  la  droite  mobile,  s'appuiera  sur  toutes  les  autres  positions  de  cette 

droite. 

Cela  exprime  la  première  partie  du  théorème  énoncé. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie,  concevons  un  plan  transversal  quelconque ,  qui  ren- 
contre les  deux  droites  L,  L\  en  deux  points  X,  X',  et  les  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  en 
quatre  points  a,  6,  y,  $,  Ces  six  points  sont  sur  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par 
le  plan.  II  s'agit  de  démontrer  qu'ils  sont  sur  une  section  conique.  Pour  cela  il  suffit 
de  faire  voir,  d'après  une  propriété  générale  des  coniques,  que  nous  démontrerons  dans 
la  Note  XV,  que  les  quatre  droites  menées  des  points  a,  S,  )^,  d,  au  point  X,  ont  leur  rap- 
port anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  menées ,  des  mêmes  points ,  au  point  V. 
Or,  ce  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  Àa,  Xo,  Xy,  IS,  est  le  même  que  celui 
des  quatre  plans  menés  par  la  droite  L,  dont  ces  droites  sont  les  traces  sur  le  plan 
^nsversal;  et  ce  rapport  est  le  même  que  celui  des  quatre  points  où  les  droites  A,  B, 
^»  ^9  par  lesquelles  passent  ces  plans,  s'appuient  sur  la  droite  L'.  Pareillement,  le  rapport 
enharmonique  des  quatre  droites  X'a,  X'6,  /'y,  l'd  est  égal  à  celui  des  quatre  points  où 
'cs mêmes  droites  A,  B,  C,  D  s'appuient  sur  la  droite  L.  Mais  ces  deux  rapports  anhar- 
nwniqucs  des  points  où  les  quatre  droites  A,  B,  C ,  D,  rencontrent  les  deux  droites  L,  L', 
«ont  égaux  entre  eux  (théorème  I  )  :  donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites 
^>^6,  ^y^  }ji  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  i'a,  Xo,i'y,  /'(î.  Donc  les  six  points 
*^»^»  y>  d,  A,  X'  sont  sur  une  conique.  Donc  la  section  de  la  surface,  par  un  plan  transversal 
quelconque,  est  une  conique.  C.  Q.  F.  P. 

Ainsi,  le  théorème  de  la  double  génération  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  par  une  droite, 
^t  dén:iontré  complètement,  et  par  des  considérations  géométriques  tout  à  fait  élémentaires. 
^^  démontre,  en  Analyse,  que  les  droites  menées  par  un  point  de  l'espace,  parallèlement 
aux  génératrices  de  l'hyperboloïde,  forment  un  cône  du  second  degré.  La  théorie  du  rap- 
P^J*^  enharmonique  donne  encore  une  démonstration  extrêmement  facile  de  cette  propo- 
wlion.  Il  svitRi  d'appliquer,  à  la  section  du  cône  par  un  plan,  le  raisonnement  que  nous 
venons  de  faire  pour  une  section  plane  de  l'hyperboloïde  ;  on  voit  que  cette  section  est 
encore  une  conique. 

^^o/faiVe.  —  Le  théorème  I,  considéré  par  rapport  à  l'hyperboloïde,  exprime  cette 
F<>prîété  de  la  surface  : 

^'^^tre  génératrices,  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe j  font, 
••"^  ^9g^  génératrice  quelconque  du  second  mode  de  génération,  quatre  segments  dont  le 
'^Porl  anharmonique  a  une  valeur  constante ,  quelle  que  soit  la  position  de  cette  génératrice 
**  ««oond  mode  de  génération. 
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Ainsi,  soient  a,  6,  c,  d  les  points  où  les  quatre  génératrices  A,  B,  C,  D,  du  premier 

mode  de  génération,  rencontrent  une  génératrice  L  du  second  mode;  et  a',  b',  c',  d'  les 

points  où  elles  rencontrent  une  seconde  génératrice  L',  du  second  mode  de  génération; 

on  aura 

ca    da      c'a'    d'à' 

Cette  équation  se  met  sous  la  forme 


ca^c'a'       /da   d'à'  \ 
cb^VU^  \db'Tb''l 


ou  ca      c'a' 


—  =  —  X  consl. 

cb       c'b'  ^ 

Ce  qui  exprime  que  :  Si  l'on  a  un  quadrilatère  abb'a',  et  qu'on  divise  ses  côtés  opposer 
ab ,  a'b',  aux  points  c ,  c',  de  manière  qu'on  ait 

ca       c'a' 

—  =  — ;  X  const., 

cb       c  b 

la  droite  ce'  entendre  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Nous  avions  démontré  d'une  autre  manière  cette  propriété  de  ThyperboloïdCi  qui  a  servi 
jusqu'ici  pour  prouver  la  double  génération  de  cette  surface  par  une  droite.  (Correspon-- 
dance  sur  l'École  polytechnique  ^  tom.  II,  p.  446.) 


NOTE   X, 


(première  époque,  $  34.) 


Théorie  de  l'involution  de  six  points. 

(1)  Nous  diviserons  cette  Note  en  deux  parties.  Dans  la  première,  nous  allons  exposer 
les  propriétés  connues  de  Pinvolution  de  six  points.  Dans  la  seconde,  nous  donneroas 
diverses  autres  manières  nouvelles  d'exprimer  cette  involution,  qui  nous  ont  paru  pouvoir 
simplifier  cette  théorie,  et  en  étendre  les  applications. 
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PREMIERE  PARTIE. 

(2)  Quand  six  points,  situés  en  ligne  droite,  et  se  correspondant  deux  à  deux,  tels  que 
A  et  A',  B  et  B' ,  C  et  G^  font  entre  eux  de  tels  segments  que  Ton  ait  la  relation 

CA .  CA^       C'A .  CX' 
^^^ CB.CB'"'c¥rG'B'' 

on  dit  que  les  six  points  sont  en  involuiion  :  les  points  qui  se  correspondent  sont  dits 
conjugués. 

(3)  Les  six  points  jouissent  de  deux  sortes  de  propriétés,  dont  nous  appellerons  les  unes 
arithmétiques  y  parce  qu  elles  ne  concernent  que  des  relations  entre  les  segments  pris  de 
différentes  manières  entre  ces  points;  et  les  autres,  géométriques,  parce  qu'elles  concernent 
certaines  figures  que  Ion  peut  faire  passer  par  les  six  points  en  question,  ou  dans  lesquelles 
se  présente  Tinvolution  de  six  points. 


PROPRIÉTÉS    ARITHMÉTIQUES. 


(4)  L*équation  précédente  donne  lieu  aux  deux  suivantes  : 


BA.BA'       B'A.B'A' 


fr^f 


.  BC.BC       B'C.B'C 
AB.AB'       A'B.A'B' 


AC.AC       A'C.A'C 

Ainsi  chacune  des  trois  équations  (A)  comporte  les  deux  autres. 
(K)  La  propriété  des  six  points,  d*étre  en  involution,  peut  être  exprimée  par  une  équa- 
tion entre  six  segments  seulement,  formés  par  ces  points  entre  eux. 
Cette  équation  sera  : 

AB'.BC'.CA  ==AC'.CB'.BA', 

ou  AB'.BC.C'A'  =  AC.C'B'.BA', 

(B) { 

ou  AB.B'C'.CA'  =  AC'.CB.B'A', 

^  ou  AB.B'C.C'A'  =  AC.C'B.B'A'. 

Ainsi,  chacun  de  ces  quatre  équations  (B)  exprime  Yinvolution  des  six  points,  et  suffit 
pour  que  les  trois  autres  aient  lieu. 

(6)  Les  équations  (B),  se  déduisent  facilement  des  équations  (A),  par  voie  de  multipli- 
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cation;  et,  réciproquement ,  celles-ci  se  déduisent,  aussi  aisément,  des  équations  (B). 
Mais  puisque  chacune  des  sept  équations  constitue,  à  elle  seule,  Finvolution  de  six  points , 
il  faut  que  d'une  quelconque  on  puisse  aussi  déduire  celles  du  même  groupe;  c*est-à-dire 
d'une  des  trois  équations  (A)  les  deux  autres,  et  d'une  des  équations  (B)  les  trois  autres. 
C'est  en  elTet  ce  que  l'on  peut  faire  par  le  calcul,  en  transformant  les  différents  segments 
de  l'équation  proposée  en  d'autres  qui  se  prêtent  à  la  démonstration  cherchée.  Mais  cette 
sorte  de  vérification  a  posteriori  est  longue,  exige  des  tâtonnements,  et  n'a  rien  d'élégant. 

Aussi  l'on  se  sert ,  pour  montrer  que  l'une  des  sept  équations  (A)  et  (B)  comporte  les  six 
autres,  de  cette  propriété  géométrique  des  six  points  :  on  peut  faire  passer,  par  ces  six 
points,  les  quatre  cotés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère.  C'est  ainsi  qu'ont  fait 
MM.  Brianchon  et  Poncelel. 

Mais  nous  avons  trouvé  que  la  notion  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points  pro- 
cure une  démonstration  encore  plus  simple  et  plus  directe,  et  conduit  à  beaucoup  d'autres 
relations  qui  auront,  comme  les  équations  (A)  et  (B),  leur  degré  d'utilité.  Nous  traiterons 
de  cet  objet  dans  la  seconde  partie  de  celte  Note. 

(7)  Les  équations  (A),  entre  huit  segments,  sont  faciles  à  former.  La  nature  des  rela- 
tions (B),  dans  chacune  desquelles  n'entrent  que  six  segments,  ne  parait  pas  aussi  facile, 
au  premier  abord,  à  saisir  ni  à  exprimer.  Mais  cependant  voici  une  règle  que,  croyons-nous, 
l'on  pourra  retenir  sans  efforts  de  mémoire. 

Qu'on  prenne  trois  points  A,  B,  C,  appartenant  aux  trois  couples;  chacun  d'eux  fera 
deux  segments  avec  les  conjugués  des  deux  autres;  on  aura  ainsi  six  segments  :  le  produit 
de  trois  de  ces  segments,  qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune,  est  égal  au  produit  des  trois 
autres. 

(8)  Considérons  un  quatrième  système  de  deux  points  conjugués  D,  D^  et  supposons 
que  ces  points  forment  une  involution  avec  les  quatre  points  A,  A'  et  B,  B';  on  aura 
l'équation 


AB .  AB'       A'B .  A'B 


'f\' 


AD.  AD'       A'D.A'D 

La  comparant  avec  la  troisième  des  équations  (A),  on  en  conclut 

AC.AC       A'C.A'C 


AD.  AD'       A'D.A'D 

ce  qui  prouve  que  les  six  points  A,  A',  C,  C  et  D,  D',  sont  en  involution. 

D'où  suit  cette  propriété  générale  de  l'involulion  des  six  points  : 

5i  l'on  a,  en  ligne  droite,  plusieurs  systèmes  de  deux  points,  tels  que  les  deux  premiers 
systèmes  forment,  avec  chacun  des  autres,  une  involutiofi;  trois  quelconques  de  tous  ces  sys- 
(èmes  formeront  aussi  entre  eux  une  involution. 

Ce  théorème  admet  plusieurs  conséquences,  très-importantes  dans  la  théorie  de  l'invo- 
lution. 
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(9)  La  suivante,  par  exemple,  trouvera  des  applications  utiles  : 

Quand  on  a,  en  ligne  droite ,  quatre  systèmes  de  deux  points,  formant  trois  à  trois  une 
involution;  quatre  points,  appartenant  respectivement  aux  quatre  systèmes,  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  autres  points. 

Ainsi  A  et  A',  B  et  B' ,  C  et  C ,  D  et  D'  étant  les  quatre  systèmes,  on  aura  : 


AC    BC      k'C   B'C 


AD    BD      A'D'    B'D 


En  effet,  les  trois  premiers  systèmes  formant  une  invoiution ,  on  a  (équations  B) 

AC      A'C   AB' 


BC      B'C   A'B' 

et,  pareillement,  les  trois  systèmes  A  et  A',  B  et  B',  D  et  D',  formant  une  invoiution, 
on  a 

AD_A^  AB' 
BD'^FF  Ô" 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  on  obtient  celle  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 

(10)  Examinons  quelques  cas  particuliers  de  Tinvolution  de  six  points. 

Si  Ton  suppose  que  les  deux  points  C,  C,  se  réunissent  en  un  seul,  et  qu'on  l'appelle  E, 
les  équations  (A)  et  (B)  se  réduiront  aux  quatre  suivantes  : 

AB.AB'       Âê' 


A'B .  A'B* 

n" 

BA.BÂ' 
B'A.B'A' 

SE* 
B'E 

EA.EB 

AB 

EA'.EB' 

A'B' 

EA.EB' 

AB' 

EA'.EB       A'B 


Chacune  de  ces  quatre  équations  comporte  les  trois  autres. 
Desargues,  qui  a  examiné  ce  cas,  l'a  appelé  invoiution  de  cinq  points. 
Nous  appellerons  le  point  E ,  point  double. 
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(11)  Supposons  maintenant  que  le  point  G' soit  à  Tinfini,  et  remplaçons  son  conji^é 
G  par  0;  les  équations  (A)  et  (B)  deviendront  : 


OA 

.OA' 

=  OB.OB', 

BA 

;BA' 

BO 

B'A 

.B'A' 

B'O 

AB. 

AB' 

AO 

A'B. 

A'B' 

A'O 

AB' 

OB' 

A'B 

OA' 

AB' 

OA 

A'B 

OB 

AB 

OB 

A'B 

OA' 

AB 

OA 

AB' 

OB' 

Ghacune  de  ces  sept  équations  comporte  les  six  autres  y  et  constitue  seule  llnvolution 
des  cinq  points  A,  A%  B,  B'  et  0.  La  propriété  caractéristique  de  ce  point  0  est  que  son 
conjugué  se  trouve  à  Tinfini.  Nous  rappellerons  le  point  central  des  deux  systèmes  A,  A' 
etB,B'. 

La  position  de  ce  point  central  est  déterminée  par  chacune  des  sept  équations  précé- 
dentes. La  première  exprime  que  le  produit  des  distances  de  ce  points  aux  deux  premiers 
points  conjugués  f  est  égal  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  points  conjugués  : 
cette  relation  va  nous  conduire  à  une  propriété  remarquable  de  Tinvolution  de  six  points. 

(12)  Soient  A,  A';  B,  B';  G,  G'  ces  six  points;  et  soit  0  le  point  central  relatif  aux 
quatre  premiers,  de  sorte  qu'on  ait  OA.OA'  =OB.OB'.  Appelons  un  instant  0'  son  con- 
jugué, lequel  est  à  Tinfini.  Les  six  points  A,  A\  B,B'  et  0,  0'  forment  une  involution. 
Il  résulte  donc,  du  théorème  (8),  que  les  deux  systèmes  G,  G' et  0,  0',  et  un  quelconque 
des  deux  autres,  le  premier  A,  A',  par-  exemple,  forment  une  involution.  G'est-à-dire 
que  le  point  0  est  le  point  central  des  deux  systèmes  A,  A'  et  G,  G'.  Ainsi  Ton  a 
OA.OA'  =  OG.OG'.  Mais  déjà  OA.OA  =0B.  OB'.  On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  forment  une  involution  y  il  eociste  toujours  un 
certain  point  tel,  que  le  produit  de  ses  distances  aux  deux  points  de  chaque  système  est 
constant. 

Réciproquement  :  quand  on  prend  sur  une  transversale  y  à  partir  d'un  point  fixe  O , 
deux  points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  au  point  0  soit  égal  à  une  quantité  can^ 
stante,  trois  systèmes  de  deux  points  ainsi  déterminés  seront  en  involution. 

Quand  les  deux  premiers  points  seront  pris  du  même  côté,  par  rapport  au  point  0,  il  en 
devra  être  de  même  des  deux  points  de  chacun  des  deux  autres  systèmes,  pour  que  les 


■.  » 
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produits  aient  le  même  signe;  et  pareillement  quand  les  deux  prenu'ers  points  seront  pris 
de  eôtés  opposes  par  rapport  à  un  point  0. 

(13)  Le  théorème  préeédent,  qui,  je  crois,  n'a  point  encore  assez  fixé  l'attention  des 
personnes  qui  ont  écrit  sur  cette  matière,  me  parait  être  la  propriété  la  plus  simple  de 
i'involutîon  de  six  points,  et  celle  par  laquelle  se  manifestera  le  pins  souvent,  dans  les 
spéculations  géométriques,  cette  involution. 

Nous  dirons  que  le  point  0,  considéré  dans  une  involution  de  six  points,  est  le  point 
central  de  Tinvolution. 

(14)  Ce  point  central  conduit  naturellement  aux  points  doubles,  dont  nous  avons  déjà 
parlé ,  et  fait  voir  que  ces  points  peuvent  être  imaginaires. 

En  effet»  soient  A,  A',  B,  B'  les  quatre  premiers  points  d'une  involution.  Ils  suffisent 
pour  déterminer  le  point  central  0.  Si  les  deux  points  A,  A'  sont  d*un  même  côté  par 
rapport  à  ce  point  0,  il  en  sera  de  même  des  deux  points  B,  B' ,  et  des  deux  autres  points 
C,  C  qui  doivent  compléter  Tinvolution.  On  peut  donc  supposer  que  ces  deux  derniers  se 
réunissent  en  un  seul,  que  nous  appelons  E;  et  Ton  aura,  pour  déterminer  ce  point, 
réquation 

OA.OA'  =  OB.OB'  =  Oè'. 

Ce  point  E  peut  être  pris  arbitrairement  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  point  0;  deisorte 
qu'il  y  aura  deux  points  E. 

Ainsi,  les  quatre  premiers  points  A,  A'  et  B,  B' étant  donnés,  l'involution  pourra 
être  complétée  de  deux  manières  par  un  cinquième  point,  qui  sera  considéré  comme 
double. 

Mais  si  Ton  suppose  que  lés  deux  premiers  points  A ,  A'  soient  placés  de  côtés  différents, 
par  rapport  au  point  0,  il  en  sera  de  même  des  points  B,  B'  et  des  points  C,  G'  qui  doivent 
compléter  Tinvolution  ;  ces  deux  derniers  ne  pourront  donc  jamais  se  confondre.  Ainsi, 
dans  ce  cas,  il  n'y  aura  pas  de  points  doubles  :  l'Analyse  donnerait,  pour  leur  construction, 
une  expression  imaginaire. 

({S)  Soient  six  points  en  involution  A,  A',  B,  B',  C,  C.  Que  les  deux  premiers  soient 
du  même  côté  du  point  central  0;  on  pourra  prendre,  des  deux  côtés  de  ce  point,  deux 
points  E ,  F ,  tels  que 

qË'=ÔF  =  OA.OA'. 

Cette  double  équation  exprime,  que  les  deux  points  E,  F  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  A ,  A'. 
Mais  on  a  aussi 

j5ë'=5P*Lob.OB'; 

les  points  E,  F  sont  donc  aussi  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  B,  B'»et 
de  même  pour  les  autres  points  C,  C  D'où  résulte  cette  propriété,  déjà  connue,  de  Tin- 

40 
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volulion  de  six  poinls  :  il  existe  deux  points  qui  sont  conjugués  hannoniques  par  rapport 
aux  deux  points  de  chacun  des  trois  systèmes  de  l'involution.  Ces  deux  points  sont  situés 
de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du  point  central  de  Hnvolution.  Mais  ces  points 
peuvent  être  imaginaires. 

(16)  Il  est  aisé  de  voir  que,  quand  les  points  B,  B'  seront  situés  sur  le  segnoeni  AA', 
ou  entièrement  au  dehors  de  ce  segment,  les  points  E, F  seront  réels; 

Au  contraire,  quand  Tun  des  deux  points  B,  B'  sera  sur  le  segment  A  A',  et  lautre  sur 
son  prolongement,  les  points  en  question  seront  imaginaires. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  le  point  0,  qui  est  toujours  réel,  sera  évidemment  en 
dehors  des  segments  A  A',  BB',  pour  que  Féquaiion  OA.OA'aaOB.OB'  poisse  avoir  lieo; 
c'est-à-dire  que  les  points  A,  A'  seront  placés  du  même  côté  du  point  0;  et  dès  lort  les 
points  E,  F  seront  réels. 

Dans  le  second  cas ,  le  point  0  sera  placé  sur  la  partie  commune  aux  deax  segments 
AA',  BB' ,  et  les  deux  points  A,  A'  seront  de  côtés  différents  par  rapport  au  point  O  : 
dès  lors  les  deux  points  E,  F  seront  imaginaires  ^ 

(17)  Les  points  E,  F  jouissent  d'une  autre  propriété  caractéristique,  qui  était  démon* 
trée  par  Apollonius  dans  son  traité  de  sectione  dtterminatâ,  comme  on  le  voit  par  les 
propositionsjôl,  62  et  64  du  septième  livre  des  Collections  mathématiques  de  Pappus; 
c'est  que  chacun  des  rapports 

EA.EA'        FA .  FA' 

eb.eb'     FB.FB' 

est  un  maximum  ou  un  minimum.  C'est-à-dire  que,  si  l'on  prend  un  autre  point  quelcon- 
que m,  le  rapport 

ittA.mA' 

mSTniB' 

atteindra  son  maximum  ou  son  minimum  quand  le  point  m  viendra  se  confondre  avec  Pun 
des  points  E,  F  qui  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  A,  A',  et  par  np- 
port  aux  points  B,  B'. 

(18)  Deux  systèmes  de  points  A ,  A'  et  B,  B',  et  leur  point  central  0»  jouissent  de  la 
propriété  suivante,  démontrée  par  Pappus  (propositions  45,46,...  et  56  du  livre  septième 
des  Collections  mathématiques)  : 

Si  l'on  prend  sur  la  droite  AB,  ou  sur  son  prolongement,  un  point  quelconque  m,  on 
aura  toujours  la  relation 

mA .  mA'  —  mB .  mB'  .y  (AB  -^  A'B') .  mO. 

<  M.  Poncelet  a  présenté,  d*ane  autre  manière,  celte  discussion  relative  aux  points  E,  F,  en  se  servant  de  la 
constmction  géonétriqae  propre  à  la  détermination  de  ces  points.  (  Voir  Traité  des  Propriétés  projêcHûeê, 
pag.201). 
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ticuliersy  nous  devons  les  y  rattacher,  et  les  regarder  comme  des  corollaires  des  relations 
(B)  qu*exprime  celte  proposition  1 30. 

(23)  Les  équations  (A)  ne  paraissent  pas  remonter  au  delà  de  Desargues;  c^est  sous 
leur  forme  que  ce  géomètre  a  caractérisé  Vinvolution  de  six  points,  à  Toccasion  du  beau 
théorème  suivant,  qui  est  devenu  si  fécond  dans  la  Géométrie  récente  : 

Un  quadrilatère  étant  inscrit  à  une  conique  y  les  points  où  une  transversale  quelconque 
rencontre  la  conique  et  les  quatre  côtés  du  quadrilatère j  sont  en  involution. 

Il  est  extrêmement  facile  de  démontrer  ce  théorème  par  de  simples  considérations  de 
Géométrie  *. 

(24)  Et  l'on  en  conclut  successivement  les  deux  suivants,  qui  sont  plus  généraux  : 
Quand  deux  coniques  sont  circonscrites  A  un  quadrilatère ,  si  l'on  tire  une  transversale 

quelconque  qui  rencontre  ces  courbes  en  quatre  points,  et  deux  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère en  deux  autres  points  ^  ces  six  points  seront  en  involution, 

m 

Quand  trois  coniques  smit  circonscrites  à  un  mênie  quadrilatère,  une  transversale  quel-» 
conque  les  rencontre  en  six  points  qui  sont  en  involution. 

Ces  deux  théorèmes  sont,  comme  on  le  voit^une  généralisation  de  celui  de  Desargues, 
qui  s'en  conclut  connne  corollaire.  M.  Sturm  les  a  démontrés,  le  premier,  par  l'Ana- 
lyse ^. 

(23)  Le  dernier  pourrait  servir  à  démontrer  les  différentes  propriétés  de  Tinvoluiion  de 
six  points,  que  nous  avons  appelées  arithmétiques.  Pour  cela,  on  considérerait  différentes 
autres  coniques  passant  par  les  quatre  mêmes  points  que  les  trois  premières  ;  chacune 
d  elles  pouvant  être  déterminée  par  une  cinquième  condition.  Si  Ton  demande  qu'une  de 
ces  coniques  soit  tangente  à  la  transversale,  on  trouvera  les  points  doubles;  si  Ton  veut 
<|u'ime  des  coniques  ait  une  asymptote  parallèle  à  la  transversale,  on  trouvera  le  point 
central;  etc. 

(26)  Une  propriété  bien  importante  de  Tinvolution  de  six  points,  c'est  que  :  Si,  d'un 
jyoint  jrris  arbitrairement,  on  mène  des  droites  à  ces  six  points,  les  relatiofis  d'invo* 
lution  (A)  et  (B),  qui  ont  lieu  entre  les  segments  compris  entre  les  points,  auront  lieu 
aussi  entre  les  sinus  des  angles  formés  par  les  six  droites  qui  interceptent  ces  segments. 

On  a  coutume  de  démontrer  cette  proposition,  en  exprimant  les  segments  en  fonction 
des  sinus  des  angles  qui  les  comprennent.  Mais  la  théorie  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  nous  en  fournit  une  démonstration  plus  simple.  Car  il  suffit  de  remarquer 
que  chacune  des  relations  d'involution  (A)  et  (B)  est  une  égalité  de  deux  rapports  anhar- 
moniques  (ainsi  que  nous  le  ferons  voir  dans  la  seconde  partie  de  cette  Note).  Ces  rap- 
ports conservent  les  mêmes  valeurs  quand  on  y  substitue,  aux  segments,  les  sinus  des 
angles  qui  comprennent  ces  segments;  par  conséquent  la  relation  d'involution  a  lieu  entre 
les  sinus  des  angles  que  les  six  droites  font  entre  elles. 

Réciproquement,  quand  une  telle  relation  a  lieu  entre  les  sinus  des  angles  que  six 

«  Voir  la  Note  XV. 

*  Annales  de  Mathématiques,  tom.  XVII,  pag.  180. 
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(32)  Nous  dirons  que  : 

Six  points  y  qui  sont  conjugués  deux  à  deuxj  sont  en  involtUion,  quand  quatre  d'entre 
eux  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  coryugués. 

Ainsi  les  six  points  A,  B,  G,  A',  B',  C,  dont  les  trois  A',  B',  G'  sont  conjugués  res- 
pectivement des  trois  premiers,  sont  en  involution  si  le  rapport  enharmonique  des  quatre 
points  A,  B,  G,  et  G'  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs  conjugués,  A',  B%  C 
et  G;  c  est-à-dire  si  Ton  a  Tune  des  trois  équations  : 

CA    C'A       C'A    CA' 


ou 


CB 

CB 

CB'    CB' 

CA 

BA 

C'A'    B'A' 

ce' 

BC 

ce  '  BC 

CB 

AB 

CB'    AB' 

*                                 * 

ce 

AC 

ce  '  A'C  ' 

CA 

.CA' 

C'A.  C'A' 

CB.CB'       C'B.eB' 

CA.A'B'.Be  =  eA'.AB.B'C, 
CB.B'A'.AC  =  eB'.BA.A'C. 

On  voit  qu'une  de  ces  trois  équations  comporte  les  deux  autres,  puisque  chacune  d'elles 
exprime  que  les  quatre  points  A,  B,  G,  G'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  points  A',  B',  C',G,  correspondant,  un  à  un,  respectivement  aux  quatre 
premiers. 

Ainsi  notre  définition  de  Tinvolution  de  six  points  donne  lieu  à  trois  équations ,  dont 
une  quelconque  comporte  les  deux  antres,  et  suiBt  pour  exprimer  Finvolution. 

(33)  Il  est  aisé  de  voir  que  chacune  de  ces  (rois  relations  en  comporte  quatre  autres 

qui  complètent,  avec  ces  trois  premières,  les  équations  (A)  et  (B). 

En  effet,  Téquation 

CA .  AB' .  BC  =  C'A' .  AB .  B'C , 

par  exemple,  peut  s'écrire  sous  la  forme  d'une  égalité  de  deux  rapports  anharmonîques , 
de  trois  manières,  dont  la  première  est  la  seconde  des  équations  du  premier  groupe  ei- 
dessus,  et  dont  les  deux  autres  sont  les  équations  : 

CA     BA        C'A'    B'A' 


CB'    BB'        CB     B'B 
CA    A'A       C'A'    AA' 


CB'   AB        CB     AB 


La  première  de  ces  deux  équations  prouve  que  les  quatre  points  A,  B,  G,  B'  ont  leur 
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rapport  aiiharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants  A',  B\  C\  B;on  a 
donc  les  deux  autres  équations  : 

CA   £A_CA/   BA' 

cb'Fb^c'b''bb^' 

ce  ab     c'b'  a'b' 
cb^*âb^""cb'Tb' 

ou 

CA .  A'B .  B'C  =  C'A' .  AB' .  BC , 

BA.BA'       B'A.B'A' 


BC .  BC       B'C .  B'C 

Pareillement,  la  seconde  des  deux  équations  prouve  que  les  quatre  points  A,  B',  C,  X\ 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants  A',  B,  C,  A  ; 
on  a  donc  les  deux  autres  équations  : 

CA    B'A       C'A'   BA' 


CA'   B'A'       C'A    BA 
CB'    AB'       C'B    A'B 


CA'  *  AA'        C'A  '  A'A  ' 

ou 

AC.AC       A'C.A'C 


AB.AB'       A'B'.  A'B 
CB' .  BA' .  AC  =  C'B .  B'A .  A'C. 

Ainsi  les  sept  équations  (A)  et  (B)  résultent  de  la  définition  que  nous  avons  donnée  de 
riovolution  de  six  points. 

(34)  Nous  venons  de  voir  que  Téquation 

CA.A'B'.BC'  =  C'A'.AB.B'C 

exprime  y  en  même  temps ,  trois  égalités  de  rapports  anharmoniques  ;  savoir ,  entre  les 
quatre  points  A,  B,  C,  C  et  leurs  correspondants  A\  B\  C,  C;  entre  les  quatre  points 
A»  By  Cy  B'  et  leurs  correspondants;  et  enfin  entre  les  quatre  points  A>  B',  C,  A'  et 
leurs  eorrespondaniSé 

Chacune  des  autres  équations  (B)  exprime  pareillement  une  égalité  de  rapports  anhar- 
iBOOîffuefl  entre  trois  eooples  différents  de  quatre  points  ;  et  Ton  reconnaît  aussi  que  eba- 
eune  des  équations  (A)  exprime  une  égalité  de  rapports  anharmoniques  entre  deux  couples 
defnatre  points.  On  conclut  de  là  que  les  six  points  A  et  \',  B  etB' ,  C  et  C\  étant  eti 
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involution,  quatre  quelconques  d'entre  eux,  dofit  Iroh  appartiennent  nuor  trot»  «/yx/éiwf*, 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  points  correspondants, 

(33)  Nous  disons  que  trois  des  quatre  premiers  points  doivent  appartenir  aux  trois 
systèmes;  car  autrement, deux  des  six  points  n'entreraient  pas  dans  Téquation  résultant  des 
deux  rapports  anharmoniques.  Par  exemple,  si  les  quatre  premiers  points  étaient  A,  B, 
A',B',  leurs  correspondants  seraient  A',  B',  A,  B;  et,  en  égalant  le  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  premiers  à  celui  des  quatre  autres,  on  n'aurait  pas  une  relation  entre 
les  six  points  proposés,  puisque  C  et  C  n y  entreraient  pas.  Mais  lequation  qu'on  obtient 
ainsi  est  identique.  Nous  pouvons  donc  énoncer  d'une  manière  générale  le  théorème  sui- 
vant : 

Quand  six  points  y  qui  se  correspondent  deux  à  deux,  sont  en  involution,  le  rapport 
anhannonique  de  quatre  quelconques  d'entre  eux  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  qui  leur  correspondent  respectivement. 

Ce  théorème  nous  semble  exprimer  la  propriété  la  plus  féconde  de  la  théorie  de  l'invo- 
lution  de  six  points;  il  conduit  naturellement  h  difTérenles  expressions  de  l'involution, 
que  l'on  n'a  pas  encore  aperçues. 

Nous  allons  les  faire  connaître. 

(36)  Nous  avons  vu,  dans  la  Note  précédente,  que  l'égalité  des  rapports  anharmoniques 
de  deux  systèmes  de  quatre  points  peut  s'exprimer,  de  trois  manières,  par  une  équa- 
tion à  trois  termes;  d'après  cela  on  trouve  que  la  condition  d'involulion  de  six  points  peut 
s'exprimer,  de  douze  manières,  par  une  équation  i\  trois  termes.  Quatre  de  ces  douze  équa- 
tions contiennent  le  segment  AA',  compris  entre  deux  points  conjugués,  quatre  contien- 
nent le  segment  BB',  et  quatre  enfin  le  segment  CC 

Voici  quelles  sont  les  quatre  premières  de  ces  douze  équations  : 


AB.AC        AB'.A'C 


AA'.BC       AA'.B'C 
AB.AC       AB'.A'C 


(C) 


AA'.BC       AA'.B'C 


i, 


'D' 


AC.A'B       AC'.A'B 


AA'.CB       AA'.C'B 
AC.A'B'       AC'.A'B 


7^=-^. 


AA'.CB'       AA'.C'B 


=  i. 


On  formera  semblablement  les  quatre  équations  où  entrera  le  segment  BB', et  les  quatre 
autres  où  entrera  le  segment  CC. 

En  tout  douze  équations ,  dont  chacune  comporte  les  onze  autres.  Chacune  de  ces  équa- 
tions contient  huit  segments,  dont  sept  sont  différents. 

(37)  On  a  encore  les  huit  équations  suivantes,  qui  diffèrent  des  précédentes»  quoi- 
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qu'elles  soient  aussi  à  trois  termes,  et-  qu'elles  contiennent  chacune  huit  segments ,  dont 

sept  sont  différents  : 

AC.AC        BC.BC 

7  =^» 


(D) 


i. 


2. 


3. 


4. 


r 


2' 


5' 


AB .  AB' 
AB.AB' 

AC .  AC 
A^C .  X'C' 
A'B.A'B' 
A^B.AB^ 
A'C.A'C 

AC.AC 


BA .  B  A' 
CB .  CB' 


CA .  CA' 


i, 


BC .  BC 


BA.BA 
CB .  CB' 
CA'.CA 
B'C .  B'C 


;=^ 


==i, 


AB'.AB       fi'A.B'A 
AB.AB'        C'B.C'A' 


777=^» 


AC .  AC 
A'CA'C 


CA .  CA' 


=  1. 


//^/ 


B'C.  B'C 


•  •  • 


A'B'.A'B       B'A'.B'A 
AB .  A'B'      CB .  CB 


7T=^ 


•  •  • 


A'CA'C      CA'.CA 


==i. 


De  ces  huit  équations  Jes  quatre  dernières,  numérotées  V,  ^\  3',  i\  se  déduisent  res- 
pectivement des  quatre  premières ,  numérotées  1 ,  2,  3,  4,  au  moyen  des  équations  (A). 

Nous  donnerons  plus  loin  (45)^  la  démonstration  de  ces  huit  équations. 

(38)  Voici  une  formule  d'une  autre  forme,  qui  exprime  Tinvolution  de  six  points,  par 
une  équation  à  quatre  termes,  entre  six  segments  différents. 

Soient  a,  S,  y,  les  points  milieux  des  trois  segments  AA',  BB',  CC  ;  supposons  ces  trois 
points  placés  dans  Tordre  a,  S,  y  :  on  aura  la  relation 


(E) 


aA .  6y  —  €B  .a^^  -♦-  yQ  .a6  =  a6 .6y  .ya. 


Cette  équation  est  unique;  c'est-à-dire  qu'il  n'en  existe  point  une  seconde  qui  ait  la 
même  forme. 

Sa  démonstration  se  déduira  (46)  d'une  autre  relation  générale ,  que  nous  donnerons 
eî-dessous. 

(39)  Quand  les  deux  points  C,  C  se  confondent  en  un  seul  point  E,  la  relation  devient 

âlcE  —  ëB.aE  =  a6.aE.6E. 
Si  les  deux  points  B,  B'  se  confondent  aussi  en  un  seul  F,  il  vient  : 


«A  =  aE.aF. 


4i 
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C'est  une  des  formules  qui  expriment  que  les  points  A,  A'  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  E,  F. 

(40)  On  peut  exprimer,  comme  Ton  sait,  la  relation  harmonique  de  quatre  points,  au 
moyen  d'un  cinquième  point  arbitraire,  auquel  on  rapporte  les  quatre  points  proposés. 
Il  est  aussi  une  manière  d  exprimer  Tinvolution  de  six  points  en  se  servant  d'un  point 
auxiliaire,  auquel  on  rapporte  les  six  points  proposés;  et  cette  manière  donne  lieu  à  un 
nombre  infini  d'équations,  dont  une  seul  suditpour  exprimer  l'involution. 

Soient  A  et  A',  B  et  B',  C  et  G'  les  six  points  en  involiition ,  et  m  un  septième  point 
pris  arbitrairement  sur  la  droite  à  laquelle  appartiennent  les  premiers;  soient  a, 6,  y,  les 
points  milieux  des  segments  AA',  BB',  CC;  supposant  ces  points  placés  dans  l'ordre  où 
nous  les  énonçons,  on  aura  la  relation 

(F) wA.mA'.êy  —  wiB.rwB'.ar -♦- »wC.mC'.a€  =  0. 

Cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  position  du  point  m. 

En  supposant  que  ce  point  se  confonde  successivement  avec  les  points  en  involution , 
ou  avec  les  points  a,  ë,  j^,  ou  avec  divers  autres  points  déterminés,  on  aura  diverses  rela- 
tions qui  exprimeront,  toutes,  l'involution  de  six  points. 

(41)  La  démonstration  de  l'équation  (F)  est  facile.  Nous  allons  faire  voir  que,  si  cette 
équation  a  lieu  pour  une  position  du  point  m,  elle  aura  lieu  aussi  pour  une  autre  position 
quelconque  de  ce  point;  c'est-à-dire  qu'en  appelant  M  cette  nouvelle  position  du  point  m, 
on  aura  nécessairement 

(F) MA.MA'.er  — MB.MB'.ar-*-MC.MC'.a6  =  0; 

ensuite  nous  montrerons  que  l'équation  (F)  a  eflectivement  lieu  pour  une  certaine  position 
du  point  m. 

Pour  déduire  l'équation  (F')  de  l'équation  (F),  j'écris  : 

iiiA  =  MA  —  MîTi,    fwA'  =  MA'  —  Mwi , 


ou 

Pareillement  : 
et 


mA.t/iA'  =MA.MA'  —  (MA  -♦-  MA')  Mm  h-  Mm, 
mX .  mA'  =  MA .  MA'  —  2M« .  Mm  -♦-  Mm* 
wB .  mB'  =  MB .  MB'  —  2M6 .  Mm  ^  Mm", 
mC.mC  =  MC.MC  —  2Mr.Mm  -f-  M^ 


L'équation  (F)  devient  donc  : 

MA.MA'.Sr  — MB. MB'. ar-^  MC.MC. ar 

—  2.Mm.(ey.Ma  —  ay.MS  -♦-aÇ.Mr)  -♦-  (Cy  — ay  -¥•  aC)  MÎn  =  0. 
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Or 9  on  a,  entre  les  quatre  points  a,  S,  y,  M,  la  relation 

6^. Ma  —  ay.M^  -4-  aS.MysssîO, 

ainsi  que  nous  lavons  démontré  dans  la  Note  IX  (pag.  305);  on  a  aussi,  entre  les  points 

ocy  Sy  y^  la  relation 

6y  —  «y  -♦-  «6  =  0; 

réquation  ci-dessus  se  réduit  donc  à  Téquation  (F'),  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Il  reste  à  faire  voir  que  Téquation  (F)  a  lieu  pour  une  certaine  position  particulière  du 
point  m.  Supposons  que  m  soit  situé  au  point  central  de  Tinvolution  de  six  points  :  on 
aura  mA.mA'=wB.mB'  =  mC.mC';  et  Téquation  deviendra 

6r  —  ay  -f-  a6  «=»  0, 

équation  identique. 

Ainsi  la  formule  (F'),  ou  (F)  qui  lui  est  semblable,  est  démontrée. 

(42)  On  peut  remplacer,  dans  Téquation  (F),  les  segments  «6,  oy,  6y,  par  d'autres  seg- 
ments entre  les  seuls  points  A,  A',  B,  B',  G  et  C;  car 

BC  -f-  B'C  AC  -♦-  A'C  AB  -♦-  A'B' 

6«y  = >       ay  = »        a6  = • 

2  2  2 

(43)  Supposons  que,  dans  Tinvolution,  les  deux  points  G,  C  se  confondent  en  un  seul 
|M)int  E,  et  que  les  points  B,  B',  se  confondent  en  F;  Téquation  deviendra 


-t  • 


(G) wiA.mA'.EF  — mF.aE-4-mE.aF  =  o. 

Gette  équation  exprime  une  relation  entre  quatre  points  A,  A',  E,  F,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  autres,  et  un  cinquième  point  nt 
pris  arbitrairement. 

En  donnant  cà  ce  cinquième  point  différentes  positions  particuh'ères,  on  aura  différentes 
expressions  de  la  relation  harmonique  de  quatre  points. 

(44)  L'équation  (F)  nous  parait  être,  jusqu'ici,  l'expression  la  pins  étendue  et  la  plus 
féconde  de  l'involution  de  six  points;  car  on  en  conclut  toutes  les  équations  que  nous 
avons  données,  et  diverses  autres  qui  conduisent  à  des  expressions  simples  de  plusieurs 
rapports  de  produits  de  segments,  à  considérer  dans  cette  théorie. 

Par  exemple,  en  supposant  que  le  point  m  se  confonde  avec  le  point  A,  on  trouve  cette 
expression  très-simple  du  rapport  de  AC.AC'  à  AB.AB'  : 


'/^» 


AC.AC       ay      AC  -4-  A'C 


AB.AB'       a6       AB  +  A'B 
L'expression  de 

A'C .  A'C 

A'B .  A'B' 
est  la  même;  d'où  l'on  conclut  les  équations  (A). 
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(45)  Supposant  que  le  point  m  soit  en  B,  il  vient 

BC.BC  6r  BC-4-B'C' 


f  k  * 


BÂ.BA'  6a  BA-4-B'A 

Ajoutant,  membre  à  membre,  cette  équation  à  la  précédente,  et  remarquant  que  I*on  a 
ay  —  6y  =  «S,  on  obtient  la  première  des  huit  équations  (D). 

(46)  L*équation  (Ë)  se  déduit  aussi,  très-aisément,  de  Téquation  (F). 

En  effet ,  on  a  entre  les  trois  points  a,  6,  y,  et  un  quatrième  point  quelconque  m,  la  rela- 
tion suivante,  due  à  Matthieu  Stewart  : 

ma. . îy  —  m^ ,  (xy  -¥■  my  . a€  =  aê . 6y  .y a     * . 

Hetranebani,  de  cette  équation,  Téquation  (F),  il  vient 

{mv.  —  twA . m\j  6r  —  (tîïl  —  wiB.twB')  ay  -♦-  (my-  —  wCrnC) a6  =  a6.6y . 

Mais 

ma  —  aA  =  (moL  -♦-  aA)  (ma  —  aA)  =  niA .  t/i A'  ; 

d'où  ^  _^ 

ma  —  mA  . iwA'  =  aA. 
Pareillement 

i  --     ■  t  S 

♦wê  —  wiB .  wiB  =  6B,  my  —  mC.mC  =  yC. 

L*équation  ci-dessus  devient  donc 


y  a. 


1  — s 


aA.êy  —  €B.a7'  -4- yC.a6  =  aê.êy,^a.  C.  Q.    F.    D. 

(47)  On  conclut  aussi ,  de  l'équation  (F),  la  propriété  du  point  central ,  qui  a  été  connue 
de  Pappus  (18).  Pour  cela,  supposons  le  point  C  situé  ù  Tinfini,  de  sorte  que  le  point  C 
devienne  le  point  central  0;  et  écrivons  Téquation  (F)  sous  la  forme 

ay  mG 

mA.mk  —  mB.mB'. ^mC.ay. =  0. 

6r  6y 

Le  point  y  est  aussi  à  Tinfini,  et  Ton  a 

ay  6C-4-6G'       mC      ^       mC  2 


6r  2       '      6r  6CH-6C'      JC_     ^ 

mC  ■*"  mC 

•  <:*i\>l  lo  m*coihI  des Some général  thcorcma^  etc.  {Voir  quatrième  Époque  ,  §  28.) 
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Or  6C  6C' 

—  =  0,     —  =  ^; 
mC  mC 

donc  !îî£'  —  5. 

et  l'équation  devient 

wiA .  m  A'  —  mB .  mB'  -4-  2a6  .mO  =  0. 

Remplaçant  aS  par 

AB  ^  A'B' 

> 

on  a  I  équation  de  Pappus. 

(48)  Si  l'on  suppose  que  les  deux  points  B,  B'  se  confondent  en  Vuu  des  points  doubles  E, 
de  Tinvolution,  cette  équation  deviendra 

(H) mA.mA'— IwE -f- 2«E.fwO=0. 

(49)  Si  les  deux  points  A,  A',  se  confondent  au  second  point  double  F,  il  viendra 

mP'—  mE  -+-  2EF.  mO  =  0. 

Cette  équation  exprime  une  relation  entre  trois  points  quelconques  m,  Ë,  F,  et  le  point 
milieu  des  deux  derniers. 

(50)  La  première  des  équations  (D),  et  Téquotion  (H),  donnent  une  démonstration  du 
cas  de  maximum  ou  de  minimum  démontré  par  Apollonius,  dont  nous  avons  parlé  (17). 
Gir,  d'après  la  première  de  ces  deux  équations,  on  voit  que  le  rapport 

AC.AC 

ab.ab' 

où  A  est  supposé  le  point  variable,  sera  un  maximum  ou  un  minimum  quand  le  produit 
BA.BA'  sera  lui-même  un  minimum  ou  un  maximum.  Or,  d'après  Téquation  (H),  on  a 

BA.BA'=BË*-    2otE.BO. 

Le  produit  BA.BA'  sera  donc  un  maximum  (ou  un  minimum  à  cause  des  signes) 
quand  le  coefScient  variable  aE  sera  nul.  Alors  les  deux  points  A,  A',  se  confondront  avec 
le  point  E;  ce  qui  est  la  proposition  d'Apollonius. 

(51)  On  peut  exprimer  Tinvolution  de  six  points  par  une  équation  où  entrent  deux 
points  pris,  l'un  et  l'autre,  arbitrairement. 

Soient  m,  n  ces  deux  points;  soient  a  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport 
à  A  et  A';  S  le  conjugué  harmonique  de  n  par  rapport  à  B  et  B'  ;  et  y  le  conjugué  harmo- 
nique de  n  par  rapport  à  C  et  C.  On  aura ,  quels  que  soient  les  deux  points  m  et  n,  pris  sur 
la  droite  où  sont  situés  les  points  de  Tinvolution,  la  relation 


r^  ' 


mA.mA'  mB.tnB'  titCmC 

^  '  wA.nA'  nB./iB'  nC.nC 
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Si  Ton  suppose  le  point  n  situé  à  Tinlini,  cette  équation  devient  la  formule  (F).  Cette 
remarque  suffit  pour  montrer  la  légitimité  de  Téquation. 

(52)  Si  le  point  m  est  placé  au  point  central,  on  a  mA,mA' =mB.mB' =fnC.mC%  et 
la  relation  (1)  devient 

êy.  Ha            «y.  Il6          aê .  ny 
(J) — -t- -=0, 

^  '  nk.nk*       wB.nB'      nCnC 

Cette  équation  est  d'une  forme  différente  de  Téquation  (F),  et  exprime,  comme  celle-ci, 
rinvolution  de  six  points,  au  moyen  d'un  septième  point  pris  arbitrairement. 

(53)  Nous  avons  dit  (30)  que  la  relation  d'involution  peut  se  présenter  dans  diverses 
spéculations  où  elle  n'a  peut-être  pas  encore  été  aperçue.  Nous  terminerons  cette  Note  en 
citant  plusieurs  circonstances  où  cette  relation  a  lieu  : 

1°  Trou  systèmes  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  conique  forment  un  faisceau  en 
involution. 

2°  Quand  trois  cordes  d'une  conique  passent  par  un  même  point  y  les  droites  méfiées 
(Tun  point  quelconque  de  la  courbe  à  leurs  extrémités  sont  en  involution. 

3°  Quand  trois  angles  circonscrits  à  une  conique  ont  leurs  sommets  en  ligne  droite, 
leurs  cotés  rencontrent  une  tangente  quelconque  à  la  conique  en  six  points  qui  sont  en 
involution, 

ht"  Quand  quatre  cordes  d'une  conique  passetit  par  un  même  point;  si,  par  les  extré- 
mités des  deux  preinièreSy  on  fait  passer  une  conique  quelconque,  et  par  les  extrémités  des 
deux  autres,  une  seconde  conique  quelconque,  les  quatre  points  d'intersection  de  ces  deux 
nouvelles  coniques  seront,  deux  à  deux,  sur  deux  droites  passant  par  le  point  de  concours 
des  quatre  cordes;  et  ces  deux  droites  et  les  quatre  cordes  formeront  un  faisceau  en  invo-- 
lulion  K 

Si  les  deux  premières  cordes  se  confondent,  et  que  les  deux  autres  se  confondent  aussi, 
la  relation  d'involution  devient  un  rapport  harmonique,  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact  avec  une  troisième  conique,  elles  se  coupent 
en  quatre  points  situés  y  deux  à  deux,  sur  deux  droites  qui  passent  par  le  point  d'interseC" 
tion  des  deux  cordes  de  contact;  et  ces  deux  droites  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  cordes  de  contact. 

5°  Par  un  point  quelconque,  pris  dans  le  plan  d'ime  conique,  on  peut  mener  deux 
droites  rectangulaires,  de  manière  que  le  pôle  de  Tune,  pris  par  rapport  ù  la  conique,  soit 
sur  l'autre  : 

Six  droites  ainsi  menées,  par  trois  points  pris  arbitrairement  dans  le  plan  de  la  conique, 
rencontrent  chacun  des  deux  axes  principaux  de  la  courbe  en  six  points  qui  sont  en  invo- 
lution. 

Le  point  central  de  l'involution  est  le  centre  de  la  courbe  ;  et  les  deux  points  doubles 

*  J'ai  démontré,  dans  la  Correspondance  polytechnique  y  la  première  partie  de  ce  théorème.  (Tom.  III,  p.  339.) 
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en  sont  les  foyers.  Ces  deux  points  doubles  sont  réels  sur  le  grand  axe,  et  imaginaires  sur  le 
petit. 

Pour  un  point  pris  sur  la  conique,  les  deux  droites  rectangulaires^  menées  par  ce  point, 
sont  la  tangente  et  la  normale. 

Ce  théorème  est,  comme  Ion  voit,  une  propriété  générale  des  foyers  des  coniques,  et 
fait  voir  comment  il  existe  quatre  foyers,  dont  deux  sont  imaginaires,  mais  jouissent  de 
certaines  propriétés  qui  leur  sont  communes  avec  les  deux  foyers  réels. 

Nous  retrouverons,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  un  théorème  analogue  à  celui-là, 
qui  nous  permettra  de  caractériser  certaines  courbes  jouant,  dans  ces  surfaces,  le  même 
rôle  que  celui  du  foyer  dans  les  coniques.  (Voir  la  Note  XXXI.) 

La  relation  d*involution  peut  aussi  se  présenter  dans  des  questions  d*un  ordre  plus 
relevé  que  les  précédentes.  Ainsi  : 

6^  Quand  trois  surfaces  courbes  quelconques,  qui  ont  un  point  de  contact,  se  coupent 
deux  à  deux  en  ce  point,  si  l'on  mène  les  tangentes,  en  ce  point,  aux  deux  branches  de  chacune 
des  trois  courbes  d'intersection,  ces  six  tangentes  seront  en  involution, 

7*  Enfin  :  Quand,  par  une  génératrice  d'une  surface  réglée,  on  mène  trois  plans  quel" 
conques ,  chacun  d'eux  est  langent  à  la  surface  en  un  point,  et  lui  est  normal  en  un  autre 
point;  on  a  ainsi  six  points  qui  sont  en  involution. 

Chacun  des  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer  est  susceptible  de  plusieurs  consé- 
quences qui  trouveront  leur  place  ailleurs. 

(54)  Nous  ne  pouvons  terminer  celle  Note  sans  faire  mention  d'une  propriété  curieuse 
du  cercle,  où  six  points,  pris  sur  sa  circonférence,  ont  entre  eux  des  relations  analogues  à 
celles  de  six  points  en  involution  situés  en  ligne  droite.  Cette  propriété  est  exprimée  par  le 
théorème  suivant  : 

Quand  trois  droites,  issues  d'un  même  point,  rencontrent  une  circonférence  de  cercle 

aux  points  a,  a'  pour  la  première;  h,  h',  pour  la  seconde  et  c,  c',  pour  la  troisième,  on  a  la 

relation  : 

i  \  i  .    i 

sin.  —  ca.  sin.  —  ca'      sin. -  c'a .  sin.—  c'a' 

2  2  2  2 


sin.  -  cb .  sin.  --  cb'       sin.  -  c'b  .  sin.  -  c'b' 
2  2  2  2 

On  voit  comment  on  formera  deux  autres  relations  semblables;  de  sorte  qu'on  aura, 
entre  les  six  points  a,  a'  ;  6,  6'  ;  c,  c',  trois  relations  analogues  aux  relations  (A)  de  Tinvo- 
lation  de  six  points  en  ligne  droite. 

Ajoutons  qu'on  aura  pareillement,  entre  les  six  points,  des  relations  analogues  aux 
équations  (B),  aux  équations  (C)  et  aux  équations  (D). 
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NOTE   XL 


(première  époque,  s  38.) 


Sur  la  question  d'inscrire,  à  un  cercle,  un  triangle  dont  les  trois  côtés 

doivent  passer  par  trois  points  donnés. 

Pappus  nous  a  laissé  une  solution  facile  de  ce  problème,  pour  le  cas  où  les  points  sont 
en  ligne  droite. 

Le  cas  général ,  qui  offrait  des  didicultés ,  a  été  proposé  en  1742  par  Cramer,  à  Castîllon, 
qui  avait  déjà  donné  des  preuves  d'habileté  dans  la  Géométrie  ancienne.  Gastillon  trouva 
une  solution  du  problème,  fondée  sur  de  pures  considérations  de  Géométrie;  elle  parut 
dans  les  Mé^noires  de  V Académie  de  Berlin,  pour  1776. 

Aussitôt  après,  Lagrange  en  donna  une  solution  différente ,  purement  analytique  et  fort 
élégante.  (Même  volume  des  Mémoires  de  Berlin.) 

En  1780,  Eulcr,  N.  Fuss  et  Lexell  résolurent  aussi  ce  problème,  (Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Pétershourg.)  La  solution  d'Euler  nous  donne  lieu  à  ceUe  remarque,  qu*elle 
repose  sur  un  lenune  qui  est  précisément  le  théorème  de  Stewart,  dont  nous  avons  parlé 
au  sujet  des  lemmes  de  Pappus  sur  le  Traité  des  Lieux  plans  d'Apollonius,  (l'*'  Epoque, 
§36.) 

Giordano  di  Ottaïano^  jeune  Napolitain  ,  conçut  la  question  d'une  manière  plus  géné- 
rale, et  la  résolut  pour  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  devant  passer  par 
autant  de  points,  placés  arbitrairement  dans  le  plan  du  cercle.  Malfatti  ne  tarda  point  à  la 
résoudre  aussi  dans  cet  état  de  généralité.  (Les  Mémoires  de  ces  deux  géomètres  sont 
compris  dans  le  tome  IV  des  Memorie  délia  Societa  italiana.) 

Lhuilier  apporta  quelques  modifications  aux  solutions  de  ces  deux  géomètres,  dans  les 
Mémoires  de  Berlin,  année  1796;  et  revint  sur  cette  question  dans  ses  Êléniens  d'Analyse 
géométrique  et  d'Analyse  algébrique,  année  1809. 

M.  Garnot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  reprit  la  solution  de  Lagrange,  et  en  Gl,  en 
y  introduisant  des  considérations  géométriques,  une  solution  mixte,  qu'il  appliqua  au  cas 
général  d'un  polygone  quelconque. 

M.  Brianchon  introduisit  dans  cette  question  un  nouvel  élément  de  généralisation ,  en 
prenant  une  conique  quelconque  au  lieu  d'un  cercle;  et  la  résolut  pour  le  cas  du  triangle, 
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et  en  supposant  les  trois  points  situés  en  ligne  droite.  {Journal  de  l'École  polytechnique  y 
lO*  Cahier.) 

M.  Gergonne  fit  un  nouveau  pas,  en  prenant  aussi  une  conique,  mais  en  rendant  aux 
trois  points  leur  généralité  de  position,  et  en  ne  se  servant  que  de  la  règle  pour  résoudre 
le  problème.  Les  solutions  antérieures  exigeaient  l'emploi  du  compas  (Annales  de  Mathé- 
maliquesy  tom.  I'%  pag.  341,  années  1810-1811).  M.  Gergonne  n'avait  pas  abordé  direc- 
tement ce  problème;  il  s'en  était  proposé  un  autre  qui  lui  est  analogue  :  celui  de 
circonscrirey  à  une  section  conique,  un  triangle  dont  les  sommets  soient  placés  sur  trois 
droites  données.  La  construction  que  donna  ce  géomètre  n'employait  que  la  règle,  et  était 
un  modèle  d'élégance  et  de  simplicité.  Elle  a  été  démontrée  par  IMM.  Servois  et  Rochat 
(Annales  de  Mathématiques,  tom.  1",  pages  337  et  342).  M.Gergonne  fit  observer  que,  par 
la  théorie  des  pôles  dans  les  sections  coniques,  elle  se  transformait  immédiatement  en  une 
solution  de  même  nature,  pour  la  question  d'inscrire,  à  une  conique,  un  triangle  dont 
les  côtés  passent  par  des  points  donnés. 

Il  restait,  pour  compléter  cette  matière,  à  résoudre  aussi,  pour  une  section  conique  au 
lieu  du  cercle,  le  cas  général  d'un  polygone  quelconque.  C'est  à  M.  Poncelet  qu'on  doit  ce 
dernier  efibrt.  La  solution  de  ce  géomètre  couroimait  dignement  les  travaux  de  ses  devan- 
ciers. Elle  offre,  sous  tous  les  rapports,  un  bel  exemple  de  la  perfection  à  laquelle  peu- 
vent atteindre  les  théories  de  la  Géométrie  moderne.  (Voir  Traité  des  Propriétés  projec- 
tives  y  page  552.) 


NOTE   XII. 


(deuxième  époque,  §  2.) 


Cette  Note  sera  placée  à  la  suite  de  la  Note  XXXIV. 
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NOTE  XIII. 


(deuxième  époque,  §  18.) 


Sur  les  Coniques  de  Pascal. 

La  plupart  des  notes  biographiques  contiennent  quelques  erreurs  au  sujet  des  Coniques 
de  Pascal;  les  unes,  en  confondant  le  Traité  complet  des  coniques,  qui  n  a  jamais  été  mis 
au  jour,  avec  V Essai,  le  seul  qu'ait  connu  Descaries;  d'autres  en  alléguant  un  prétendu 
refus  de  ce  célèbre  philosophe  de  reconnaître  Pascal  comme  lauienr  de  cet  Essai,  préfé- 
rant  rallribuer  d  abord  à  Desargues,  puis  au  père  de  Pascal,  très-versé  lui-même  dans  les 
mathématiques.  Et  quoique  Bayle,  dans  son  dictionnaire  historique,  ait  réfuté  une  telle 
interprétation  de  l'opinion  de  Descartes,  contraire  aux  documents  qui  nous  restent,  et  Ton 
peut  dire  aussi,  au  caractère  de  ce  grand  philosophe  qui  n'admirait  presque  jamais  rien, 
cette  interprétation  a  pourtant  été  souvent  reproduite  depuis,  notamment  par  Montucla, 
dans  V Histoire  des  Mathématiques  (tom.  II,  pag.  62). 

Dans  ces  derniers  temps  encore,  un  très-savant  géomètre  crut  devoir  attribuer  à 
Desargues,  au  moins  le  théorème  de  l'hexagone;  quoique  Pascal  le  présente,  au  commen- 
cement de  son  Essai,  comme  étant  de  sa  propre  invention,  et  faisant  la  base  de  cet  essai, 
et  qu'il  ait  soin  de  citer  ensuite  Desargues  conmie  auteur  d'un  autre  théorème  qu'il  énonce 
aussi. 

A  cette  preuve,  qui  serait  suffisante  pour  assurer  à  Pascal  la  propriété  de  son  célèbre 
théorème,  nous  avons  trouvé  à  ajouter  le  témoignage  de  Desargues  lui-même.  C'est  un 
passage  d'un  écrit  de  ce  géomètre,  en  1642,  rapporté  par  Curabelle  dans  son  Examendes 
œuvres  de  Desargues  (in-4°,  1644).  En  parlant  d'une  certaine  proposition  (qui  n'est  pas 
indiquée  par  Curabelle),  Desargues  cijoute  qu'il  «  remet  d'en  donner  la  clef  quand  la 
»  démonstration  de  cette  grande  proposition,  nommée  la  Pascale,  verra  le  jour  :  et  que 
»  ledit  Pascal  peut  dire  que  les  quatre  premiers  livres  d'Apollonius  sont,ou  bien  un  cas, 
»  ou  bien  une  consé(|uenee  immédiate  de  cette  grande  proposition.  »  On  ne  peut  douter 
q:ril  ne  s'agisse  là  du  théorème  de  l'hexagone,  que  Pascal  avait  énoncé  au  commencement 
de  son  Essai,  comme  lemme  d'où  se  déduisait  tout  son  Traité  des  coniques.  On  voit  encore, 
par  ce  passage  curieux,  que  déjà  ce  merveilleux  théorème  portait,  comme  à  présent,  le 
nom  de  Pascal. 
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outre  cette  première  lettre,  avait  encore  écrit  et  imprimé  en  1642  contre  Desargues;  peut 
être  à  loceasion  de  ces  Leçons  de  ténébreSy  citées  par  Curabelle  et  Grégoire  Huret. 

Et  en  efTct,  il  parait  que  Beaiigrand  ne  manquait  pas  une  occasion  de  se  signaler  parmi 
les  détracteurs  de  Desargues.  Car  nous  trouvons  qu'il  avait  aussi  écrit  une  Lettre  sur  h 
Brouillon  projet  de  la  Coupe  des  pierres  de  Desargues  (1 640  ;  in-4').  Celle  lettre  est  annon- 
cée, sous  ce  litre,  dans  le  catalogue  de  la  Bibliothèque  royale,  au  nom  de  Beaugrand  et  à 
celui  de  Desargues;  mais  malheureusement  elle  ne  se  trouve  plus  dans  la  Bibliothèque. 
Elle  y  faisait  partie  d'un  volume  dont  la  perte  est  bien  regrettable,  car  il  contenait  d  au- 
tres pièces  relatives  à  Desargues,  qui  avaient  paru  en  1642  *. 

L*examen  de  Curabelle  a  amené  des  démêlés  très-vifs  entre  lui  et  Desargues,  qui  nous 
sont  révélés  par  un  autre  écrit  intitulé  :  Faiblesse  pitoyable  du  sieur  Desargues,  employée 
contre  l'examen  fait  de  ses  œuvres,  par  J.  Curabelle.  Nous  y  voyons  que  Desargues  avait 
oflert  de  soutenir  la  bonté  de  ses  doctrines  sur  la  Coupe  des  pierres ,  par  une  gageure  de 
cent  mille  livres,  qui  na  été  acceptée  que  pour  cent  pistoles  par  Curabelle.  Les  articles 
d'une  convention  à  ce  sujet  ont  été  rédigés,  le  2  mars  1644;  mais  la  difficulté  de 
s*entendre  sur  tous  les  points,  a  donné  lieu  à  divers  libelles  de  part  et  d*autre;  et  enfin 
lafTairea  été  soumise  au  Parlement,  le  12  mai  de  la  même  année.  Elle  était  en  cet  état 
quand  Curabelle  publia  Técrit  qui  nous  donne  ces  détails  ^. 

La  difficulté  de  s*entcndre  provenait  principalement  du  choix  des  jurés.  Le  passage  sui- 
vant montre  bien  Tesprit  qui  avait  dirigé  Desargues  dans  la  composition  de  ses  ouvrages 
de  Coupe  des  pierres,  et  Tesprit  dans  lequel  étaient  faites  les  critiques  de  ses  adversaires; 
c'est  là  en  quelque  sorte  l'origine  et  l'àme  du  débat. 

Desargues  voulait  «  s'en  rapporter  au  dire  d'excellens  géomètres  et  autres  personnes 
savantes  et  désintéressées ,  et  en  tant  qu'il  serait  de  besoin  aussi  y  des  jurés  maçons  de 
Paris.  »  A  cela  Curabelle  répond  :  «  ce  qui  fait  voir  évidemment  que  ledit  Desargues 
n'a  aucune  vérité  à  déduire  qui  soit  soutenable ,  puisqu'il  ne  veut  pas  des  vrais  experts 
pour  les  matières  en  conteste;  il  ne  demande  que  des  gens  de  sa  cabale,  comme 
des  purs  géomètres,  lesquels  n'ont  jamais  eu  aucune  expérience  des  régies  des 
pratiques  en  question,  et  notamment  de  la  coupe  des  pierres  en  l'architecture,  qui  est  la 
plus  grande  partie  des  œuvres  de  question,  et  parlant  ils  ne  peuvent  parler  des  sub'ec- 
tions  que  les  divers  cas  enseignent.  » 
Ce  passage,  ce  me  semble,  établit  parfaitement  la  nature  du  démêlé,  et  peut  faire  déci- 
der a  priori  la  question  entre  Desargues  et  ses  détracteurs. 

Quant  à  la  méthode  de  Desargues  en  elle-même,  elle  a,  depuis,  été  reconnue  bonne  et 
exacte,  et  l'on  a  su  apprécier  le  caractère  de  généralité  qu'elle  présentait.   Ne  pouvant 


'  La  lettre  de  Beaugrand ,  sur  le  Brouillon  projet  des  Coniques  de  Desargues,  que  M.  Poocelet  dit,  dans 
Traité  des  Propriétés  projectives,  exister  à  la  Bibliothèque  royale,  ne  faisait  point  partie  de  ce  volume,  et  nous 
ne  Pavons  pu  trouver  inscrite  sous  aucun  titre. 

*  Je  ne  possède  que  les  huit  premières  pages  de  cet  écrit  (iu-^i",  petit  texte),  que  j*ai  trouvées  jointes  i  mon 
volume  de  V Examen  des  œuvres  de  Desargues,  Je  désirais  en  connaître  la  suite;  mais  je  D*ai  pu  en  renoontrer 
nulle  part  un  second  exemplaire. 
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les  pièces  relatives  à  ses  démêlés  scientifiques.  Sa  correspondance  avec  les  bomaies  les  plus 
illustres  de  son  temps,  dont  il  partageait  les  travaux,  et  qui  le  voulaient  tous  pour  juge 
de  leurs  ouvrages,  serait  aussi  une  découverte  précieuse  pour  Thistoire  littéraire  de  ce 
dix-septième  siècle  qui  fait  tant  d'honneur  à  lesprit  humain. 

Quant  aux  ouvrages  de  Desargues,  voici  quelques  indications  qui  pourront  peut-^treen 
amener  d'autres  : 

Bosse  écrivait  en  1665,  dans  ses  Pratiques  géométralesj  etc.,  que  «  feu  M.  Millon, 
»  savant  géomètre,  avait  fait  un  ample  manuscrit  de  toutes  les  démonstrations  de 
»  Desargues,  lequel  méritait  bien  d'être  imprimé.  » 

On  lit,  dans  Y  Histoire  littéraire  de  la  ville  de  Lyon,  par  le  P.  Colonia,  imprimée  en 
1728  :  «  On  va  bientôt  donner  au  public  une  édition  complète  des  ouvrages  de  Desargues. 
»  M.  Richer,  chanoine  de  Provins,  auteur  de  deux  mémoires  curieux  et  détaillés  sur  les 
»  ouvrages  de  son  ami  M.  de  Lngriy  et  sur  ceux  de  M.  Desargues,  sera  l'éditeur  de  cet 
»   important  ouvrage  qui  intéresse  singulièrement  la  ville  de  Lyon.  » 

Puisse  un  hasard  heureux  faire  retrouver  les  manuscrits  de  Millon,  et  les  matériaux 
réunis  pour  l'entreprise  de  Richer  î 


NOTE   XV. 


(OEUXlèilE    ÉPOQUE,   §   26.) 


Sur  la  propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique.  —  Démonstration 

des  propriétés  les  plus  générales  de  ces  courbes. 

(1)  Représentons-nous  un  quadrilatère  inscrit  à  une  conique,  et  une  transversale, 
comme  dans  le  théorème  de  Desargues  sur  l'involution  de  six  points. 

De  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère,  menons  des  droites  aux  deux  points  ou  la 
transversale  rencontre  la  conique  :  chacun  de  ces  sommets  sera  le  point  de  départ  de 
quatre  droites.  On  reconnaît  aisément  que  la  relation  d'involulion  de  Desargues  exprimera 
que  le  rapport  an/mrA/toniV/t/e  des  quatre  points  où  les  quatre  droites,  issues  d'un  des  som- 
mets du  quadrilatère,  rencontrent  la  tranversale,  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  où  les  quatre  droites ,  issues  du  sommet  opposé,  rencontrent  cette  transver- 
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rapport  anharmonique  de  quatre  droites  quelconques  du  premier  faisceau,  soit  toujours 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  droiles  correspondantes  du  second  faisceau. 

(6)  Par  exemple,  concevons  un  angle  fixe;  et  qu'autour  d'un  point,  comme  pôle ,  on 
fasse  tourner  une  transversale;  elle  rencontrera,  dans  chacune  de  ses  positions,  les  côtés 
de  Tangle  en  deux  points.  Quatre  points  ainsi  déterminés  sur  Tun  des  côtés  auront  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants  sur  l'autre  côté 
(parce  que  ce  rapport  sera  le  même  que  celui  des  quatre  transversales  qui  déterminent  ces 
points).  Il  s'ensuit  que,  si  d'un  premier  point  fixe,  on  mène  des  droites  aux  points  marqués 
sur  le  premier  côté  de  l'angle;  et,  d'un  second  point  fixe,  des  droites  aux  points  marqués 
sur  le  second  côté,  on  aura  deux  faisceaux  de  droites  qui  se  correspondront  une  à  une  et 
qui  se  couperont  sur  une  conique  passant  par  les  deux  points  fixes.  D'où  l'on  conclut  que  : 

Quand  les  trois  côtés  d'un  triangle,  de  forme  variable,  tournent  autour  de  trois  points 
fixes  y  et  que  deux  des  sommets  du  triangle  parcourent  deux  droites  fixes,  le  troisième 
sommet  engendre  une  conique,  qui  passe  par  les  deux  points  autour  desquels  tournent  les 
deux  cotés  adjacents  à  ce  sommet  *. 

Ce  théorème  est  précisément  Thexagramme  mystique  de  Pascal,  présenté  sous  une  autre 
forme.  C'est  sous  cet  énoncé  qu'il  a  été  trouvé  par  i\lac-Laurin  et  Braikenridge,  et  qu'il  a 
conduit  le  premier  de  ces  deux  géomètres  à  l'énoncé  même  du  théorème  de  Pascal. 

(7)  Maintenant,  soient  deux  faisceaux  de  droites,  émanées  de  deux  centres  diflTérentSy 
et  se  coupant,  une  à  une,  sur  une  même  droite  menée  arbitrairement  dans  leur  plan.  Le 
rapport  anharmonique  de  quatre  droiles  quelconques  du  premier  faisceau  sera  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  droiles  correspondantes  dans  le  second  faisceau  (parce 
que  ce  rapport  sera  le  même  que  celui  des  quatre  points  où  ces  droites  se  rencontrent ,  une 
à  une,  sur  la  transversale  fixe).  Maintenant,  qu'on  transporte  les  deux  faisceaux  en  d'autres 
lieux  de  leur  plan,  de  manière  à  changer  leur  position  relative;  leur  droites  correspon- 
dantes ne  se  couperont  plus  une  à  une  sur  une  droite;  mais  il  résulte,  de  notre  théorème, 
(\\x  elles  se  couperont  toujours  sur  une  section  conique,  qui  passera  par  les  deux  sommets 
des  deux  faisceaux. 

(8)  Supposons  que  les  deux  faisceaux  primitifs,  dans  leur  déplacement,  aient  conservé 
leurs  centres  respectifs;  c'est-à-dire  qu'ils  aient  tourné  autour  de  leurs  centres;  alors  le 
théorème  que  nous  venons  d'énoncer  exprime  précisément  le  théorème  de  Newton,  sur 
la  description  organique  des  coniques. 

(9)  Si  les  rayons  des  deux  faisceaux  primitifs,  au  lieu  de  se  croiser  sur  une  même 
droite,  se  croisaient  sur  une  conique  passant  par  leurs  centres,  les  deux  faisceaux  satisfe- 

^  Le  côté  du  triangle,  opposé  au  sommet  décrivant,  pourrait,  au  lieu  de  tourner  autour  d*un  point  lixe,  rouler 
sur  une  conique  à  laquelle  les  deux  droiles  fixes  seraient  langentes;  alors  le  sommet  libre  décrirait  encore  une 
conique  passant  par  les  deux  points  iixes. 

Cela  résulte  de  ce  que  quatre  tangentes  quelconques  à  une  conique  en  rencontrent  deux  autres,  cbacaoe  en 
quatre  points  tels,  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  la  première  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  de  la  seconde  {voir  la  Note  suivante). 

Cette  généralisation  du  ttiéoréme  de  Mac-Laurin  et  de  Braikenridge  conduira  k  un  grand  nombre  de  proposi- 
tions diverses ,  dont  la  plupart  seront  nouvelles. 
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par  un  point  de  la  première,  rencontrent  respectivement  leurs  homologues  dans  la  seconde, 
en  des  points  situés  sur  une  conique;  ihéorème  que  nous  avions  énoncé ,  sans  démonslra- 
tion,  dans  un  écrit  sur  le  déplacement  d'un  corps  solide  dans  Tespace  (Bulletin  univenel 
des  sciences,  tom  XIV,  pag.  321). 

(14)  On  peut  donner,  au  théorème  général  qui  fait  le  sujet  de  cette  Note,  cet  aj^trc 
énoncé  :  Quand  un  hexagone  est  inscrit  à  une  conique,  si  de  deux  sommets  on  mine  des 
droites  aux  quatre  autres  sommets,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  premières  sera 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  autres; 

C'est-à-dire  que  :  Les  quatre  premières  droites  rencontreront  une  transversale  quel- 
conque en  quatre  points,  et  les  quatre  autres  rencontreront  une  seconde  transversale  en 
quatre  points  correspondant,  un  à  un,  aux  quatre  premiers;  et  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  premiers  points  sera  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  autres. 

Cet  énoncé  a  la  plus  grande  généralité  possible,  à  cause  de  l'indétermination  de  position 
des  deux  transversales. 

(15)  Supposons  que  la  première  transversale  soit  Tune  des  quatre  droites  menées  par 
le  second  sommet  de  l'hexagone,  et  que  la  seconde  transversale  soit  l'une  des  droites 
menées  par  le  premier  sommet;  alors  le  théorème  qu'on  obtient  est  précisément  le  pre- 
mier des  théorèmes  que  Pascal  a  énoncés  dans  son  Essai  pour  les  Coniques,  comme  se 
déduisant  de  son  hexagramme. 

(1 6)  Maintenant  supposons  que  les  deux  transvercales  se  confondent  avec  l'un  des  côtés 
de  l'hexagone  :  le  théorème  qui  en  résultera  sera  celui  même  de  Desargues  sur  l'involution 
de  six  points. 

(17)  Dans  ce  théorème  de  Desargues,  substituons,  aux  segments  compris  sur  la  trans- 
'  versale  entre  les  deux  points  de  la  conique  et  les  quatre  côtés  du  quadrilatère,  les  expres- 
sions de  ces  segments  en  fonction  des  perpendiculaires  abaissées,  des  deux  points  cfe  la 
conique,  sur  les  quatre  côtés  ;  il  en  résultera  ce  théorème  : 

Un  quadrilatère  étant  inscrit  à  une  conique,  si,  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  ses  côtés,  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur 
deux  cotés  opposés  sera,  au  produit  des  deux  autres,  dans  un  rapport  constant,  quel  que 
soit  le  point  de  la  cofiique. 

Au  lieu  des  perpendiculaires,  on  peut  prendre  des  obliques  faisant  respectivement ,  avec 
les  côtés  du  quadrilatère  sur  lesquels  elles  sont  abaissées ,  des  angles  constants.  Cette  pro- 
'  position  est  donc  le  théorème  ad  quatuor  lineas  rapporté  par  Pappus. 

(18)  Ainsi  il  est  démontré  que  l'hexagramme  mystique,  un  autre  théorème  de  Pascal 
aussi  sur  l'hexagone,  celui  de  Newton  sur  la  description  organique  des  coniques,  celui  de 
Desargues  sur  Finvolution  de  six  points,  et  celui  des  anciens  ad  quatuor  lineas,  sont  tous 
des  corollaires  de  notre  théorème.  On  conçoit  par  là  le  grand  nombre  de  vérités  particu- 
lières sur  lesquelles  ce  théorème  peut  s'étendre,  pour  en  montrer  des  rapports  inaperçus 

'  jusqu'à  ce  jour,  et  une  origine  commune  et  satisfaisante. 

Nous  pouvons  donc  regarder  ce  théorème  comme  étant,  en  quelque  sorte,  un  centré, 
'  d'où  xiérivent  la  plupart  des  propriétés  des  coniques,  même  les  plus  générales  :  H  tenii 
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transversales,  les  positions  des  quatre  points  pris  sur  elles,  eelles  des  deni  pôles,  et  les 
valeurs  des  deux  coefficients,  ne  diflère  point,  au  fond ,  des  propriétés  générales  des  coni- 
ques dont  il  a  été  question  dans  cette ?Iote;  car  nous  le  déduisons,  comme  chacune  dVBes, 
de  notre  proposition  anharmonique.  Mais  sa  forme  permet  d'en  étendre  les  applicatâoni 
beaucoup  plus  loin  que  Ton  n*a  fait  à  Tégard  de  chacune  de  ces  propositions. 

(33)  Ainsi,  par  exemple ,  si  Ton  suppose  les  deux  points  E,  E',  placés  sur  la  droite  qui 
unit  les  deux  pôles  P,  P',  Téquation,  au  lieu  d'exprimer  une  conique,  devient  celle  d'une 
simple  ligne  droite.  De  là  résultent,  comme  corollaires  d'autant  de  propriétés  des  coni- 
ques, une  infinité  de  propriétés  de  la  ligne  droite;  et,  parmi  ces  propositions,  se  trouvent 
divers  systèmes  de  coordonnées,  parliculièrement  celui  de  Descartes. 

Il  est  plusieurs  autres  manières  de  faire  que  Téquation  représente  une  ligne  droite.  Il 
suffit,  en  général,  de  satisfaire  k  une  seule  relation  de  condition  entre  les  données  de  la 
question ,  exprimée  par  l'équation 

Oe        0V_ 

e  et  e'  étant  les  points  où  les  deux  transversales  rencontrent  la  droite  qui  joint  les  pôles 
P,  F. 

Nous  montrerons,  dans  un  autre  écrit,  les  nombreux  usages  auxquels  Téquation  (A) 
nous  a  paru  se  prêter  dans  la  théorie  des  coniques ,  et  dans  celle  des  transversales. 

(24)  Je  reviendrai  aussi  ailleurs  sur  la  propriété  anharmonique  des  coniques,  exprimée 
sous  la  forme  d'une  égalité  à  deux  termes,  par  le  théorème  (2),  parce  qu'elle  se  présentera 
dans  la  théorie  des  figures  homographiques,  dont  elle  est  une  propriété  générale.  Nous 
renoncerons  alors  en  ces  termes  : 

Deux  faisceaux  homographiques  étant  situes  dans  un  même  plan,  les  droites  du  pre^ 
mier  rencontrent  respectivement  les  droites  du  second,  en  des  points  qui  sont  9ur  une 
conique  passant  par  les  centres  des  deux  faisceaux. 

Cet  énoncé,  qui  substitue  à  l'idée  de  rapport  anharmoniquey  déjà  très-simple,  mais  qui 
ne  concerne  directement  qu'un  faisceau  de  quatre  droites,  une  autre  notion  qui  comprend 
explicitement  toutes  les  droites  d'un  même  faisceau,  apportera,  dans  les  applications  du 
théorème ,  une  prompiitude  et  une  facilité  nouvelles. 

(25)  On  nous  pardonnera  peut-être  la^longueur  de  cette  Note,  si  l'on  observe  qu'elle 
contient,  avec  leurs  démonstrations,  la  plupart  des  propriétés  les  plus  belles  et  les  plus 
générales  de  la  théorie  des  coniques.  L'Analyse,  certainement,  n'aurait  point  été  plus 
briève,  ni  plus  facile,  dans  cette  circonstance,  que  la  pure  Géométrie. 

Nous  remarquerons, à  cette  occasion,  qu'aucune  de  ces  propositions,  qui  sont  pourtant 
les  plus  considérables  et  les  plus  fécondes  de  toute  la  théorie  des  coniques,  n'entre  aujour- 
d'hui dans  les  ouvrages  analytiques  où  l'on  étudie  ces  courbes.  Ces  ouvrages  ne  sont  vérita- 
blement pas  des  Traités  des  coniques;  ce  sont  des  applications  de  la  Géométrie  analytique, 
et  une  introduction  à  la  théorie  générale  des  courbes;  et,  dans  ces  applications,  on  dé- 
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respondre  le  suivant,  que  nous  avons  démontré  dans  notre  premier  Mémoire  iur  Us: 
Iran  formations  paraboliques  ^  :  «  Quand  un  quadrilatère  est  circonserit  à  une  coniqàe,: 
une  tangente  quelconque  à  la  courbe  a  le  produit  de  «es  distances  &  deux  sommets  opposés, 
du  quadrilatère  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  de  ses  distances  aux  deux 
autres  sommets  ;  »  enfin  M.  Poncelet  a  montré,  dans  sa  Théorie  des  polaires  réciproqueSy 
que  le  théorème  de  Newton,  sur  la  description  organique  des  coniques,  a  pareillement 
son  coiTespondant;  et  qu*il  en  est  de  même  aussi  du  théorème  de  Carnot  sur  les  segments 
faits,  par  une  conique,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle^. 

.  On  doit  penser  que  tous  ces  nouveaux  théorèmes,  qui  expriment  chacun  une  pro- 
priété générale  de  six  tangentes  d'une  même  conique,  doivent  dériver  tous,  de  même  que 
ceux  auxquels  ils  correspondent,  d'une  seule  et  unique  proposition  qui  correspondra  à 
celle  que  nous  avons  appelée,  dans  la  Note  précédente,  propriété  anharmonique  des 
points  d'une  conique. 

C'est  ce  qui  a  lieu  en  eiïet,  et  ceue  nouvelle  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Qtiand  detix  droites  y  situées  dans  un  même  plan,  sont  divisées  chaaine  en  quatre 
segments,  et  que  les  points  de  division  de  la  première  droite  correspondent,  un  à  un,  à 
ceux  de  la  seconde;  si  le  rapport  anharmonique  des  quatre  premiers  points  est  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  autres,  les  quatre  droites  qui  joindront  un  à  un 
les  points  correspondants,  et  les  deux  droites  données,  seront  six  tangentes  d'une  même 
conique  '. 

On  conçoit  aisément  que  ce  théorème  comprend  une  infinité  de  propositions  diverses, 
concernant  la  description  des  coniques  par  leurs  tangentes.  Car  il  existe  une  infinité  de 
manières  de  concevoir  deux  droites  divisées  de  telle  sorte  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  quelconques  de  la  première,  soit  égal  à  celui  des  quatre  points  corres- 
pondants de  la  seconde. 

En  recherchant,  dans  les  Coniques  d'Apollonius  et  dans  les  auteurs  modernes,  les 
diverses  propositions  qui  concernent  les  tangentes  d'une  conique,  nous  avons  reconnu 
que  presque  toutes  ne  sont  que  des  applications  ou  des  corollaires  du  théorème  que  nous 
venons  d'énoncer.  Les  théorèmes  principaux  cités  au  commencement  de  cette  Note,  tel 
que  celui  de  M.  Brianchon,  ne  sont  que  des  expressions  diiïérentes  ou  des  transformations 
de  celui-là,  qui,  de  la  sorte,  est  un  lien  commun  entre  ces  divers  théorèmes,  et  sert  à 
passer  de  l'un  à  l'autre. 

Nous  appellerons  ce  théorème  la  propriété  anharmonique  des  tangentes  d'une  conique. 

Il  nous  reste  à  donner  la  démonstration  de  ce  théorème.  Quelques  mots  suffiront. 

• 

I  Art.  10,  pag.  â89  du  tom.  V  de  la  Correspondance  mathématique  de  Bruxelles. 

-  Journal  de  Mathématiques  ^  de  M.  Crelle,loin.  IV. 

^  Quand  les  deux  droites  données  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  les  droites  qui  joignent,  un  à  un,  leurs 
points  de  division,  forment  alors  un  byperboloide  à  une  nappe.  Ce  que  nous  avons  démontré,  sous  un  antre 
énoncé,  dans  la  Correspondance  sur  l'École  polytechnique  j  lom.  Il,  pag.  446.  C'est  de  ce  théorème  général  dans 
Tespace,  que  nous  avons  déduit  la  propriété  des  coniques  dont  il  .s'agit  {wir  la  Correspondance  mathémaliquii 
(II*  M.  Quetelet ,  tom.  IV,  pag.  564). 
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Ceat  et  qui  a  Ueu^  par  exemple,  quand  les  points  Ë,  E'  sont  placés  au  point  de  con- 
cours S  des  deox  transversales.  De  sorte  que  Féquation 

Oa        OV 

Sa  "^  ^  Sa'  ""  '^ 
appartient  à  un  point. 

Nous  reviendrons,  dans  un  autre  moment,  sur  le  théorème  qui  fait  le  sujet  de  eerte  Note. 

Nous  le  considérerons  alors  comme  une  propriété  des  figures  homographiques^  et  nous  lui 

donnerons  cet  autre  énoncé, qui  est  très-propre  à  en  montrer  de  nombreuses  applications  : 

Quand  deux  droites,  dans  un  plan,  sont  divisées  homographiquementy  tes  droites  qui 
joignent,  un  à  un,  les  points  de  division  de  la  première  aux  points  homologues  de  la  se^ 
cjonde,  enveloppent  une  conique  tangente  aux  deux  premières  droites. 

On  peut  remplacer,  dans  le  théorème  ci-dessus ,  le  système  des  deux  transversales  fixes 
par  une  circonférence  de  cercle.  On  a  alors  ce  théorème  : 

Étant  donnés  quatre  points  fixes  quelconques  0,  E,  0',  E'  sur  une  circonférence  de  cercle; 
si  Von  prend  sur  cette  circonférence  deux  points  variables  a,  a\  tels  que  l'on  ait  la  relation 

1  I 

sin.  ~aO         sin.  — a'O' 

_-_^,__ «^. 

sio.-a£         sin.-a'E' 

2  2 

"k  et  II  étant  deux  eonstanies  ; 

La  corde  aa'  enveloppera  nne  conique  ayant  un  double  conUxd  avec  le  cerde,  d  qui  tou- 
chera la  droite  EE'. 

Cette  proposition,  jointe  aux  deux  qui  nous  ont  déjà  présenté  de  Tanalogie  avec  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  points,  et  Tinvolution  de  six  points,  donne  lieu  à  une 
théorie  dans  laquelle  une  foule  de  propriétés  du  système  de  deux  lignes  droites  se  trouvent 
transportées  au  cercle;  et  tout  cela  s'applique,  par  une  transfornmlion  convenable,  à  «ne 
section  conique  quelconque  ;  ce  qui  oflfre  une  source  nouvelle  de  propriétés*  de  ces^  courbes. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  faire  remarquer  qa*en  prenant  pour  les  points  E,  E',  dans 
le  théorème  ci-dessus,  les  extrémités  des  diamètres  qui  passent  par  leïdeur  points  01^  O' 
respectivement,  on  donnera  à  Téquation  cette  forme  plus  simple 

i  i 

Ung.  2  oO  -f-  a  tang.  -o'O^  =»  p. , 

qui  exprime  un  nouveau  théorème. 

Parmi  les  corollaires  qui  dérivent  de  ce  théorème,  on  trouve  cette  propriété  du  cercle 
osculateur  en  un  point  d'une  conique  : 

Étant  mené  le  cercle  osculateur  en  un  point  A.  d'une  conique,  toute  tangente  à  cette  courbe 
le  rencontre  en  deux  points  tels,  que  la  différence  des  colangentes  des  demi-^arcs  comgriê 
entre  ces  points  et  le  point  A  est  constante. 
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NOTE   XVII. 


(troisième  époque,  §  24.) 


Sur  Maurolicus  et  Guarini. 

Maurolicus,  le  plus  savant  géomètre  de  son  temps,  est  auteur  d'un  grand  nombre 
d*ouvrages,  où  se  trouvent  souvent  des  innovations  heureuses  et  des  traces  de  génie. 

Cest  à  lui  qu'on  doit  cette  remarque,  qui  fut,  entre  ses  mains,  la  base  de  nouveaux 
principes  de  Gnomonique,  que  lombre  de  Textrémiié  d'un  style  décrit  choque  jour  un 
arc  de  section  conique  :  et  c*est  à  cette  occasion  qu'il  composa  son  Traité  des  coniques,  dont 
nous  avons  parlé,  et  qui  fait  le  sujet  du  Z"  livre  de  sa  Gnomonique,  intitulée  :  de  Lineis 
horariis  libri  III,  qui  parut  d*abord  en  1553,  puis  en  1575.  Mais  ce  Traité  des  coniques 
se  borne  à  ce  qui  était  nécessaire  pour  la  Gnomonique ,  et  ne  comprend  pas  toutes  les 
propriétés  de  ces  courbes,  qui  se  trouvent  dans  Apollonius. 

Nous  citerons  encore,  de  Maurolicus,  l'introduction,  dans  les  calculs  trigonométriques, 
des  séeantes,  dont  il  imprima  une  table  dans  le  volume  intitulé  Theodosii  tphmricorum 
librillly  année  1858. 

L'Analyse  est  aussi  infiniment  redevable  à  ce  géomètre,  qui  pourtant  est  peu  cité  à  ce 
sujet.  C'est  lai  qui  introduisit  le  premier  l'usage  des  lettres,  à  la  place  des  nombres, 
dans  les  calculs  de  l'Arithmétique,  et  qui  donna  les  premières  règles  de  l'algorithme  de 
l'Algèbre.  Maurolicus  voulait,  par  cette  innovation,  élever  les  opérations  numériques  è  la 
même  généralité  et  k  la  même  abstraction  que  les  opérations  graphiques  de  la  Géométrie, 
dent  l'ensemble  est  présent  à  l'œil,  et  peut  même  être  suivi  mentalement,  et  a  le  singulier 
avantage  de  se  prêter  à  mille  applications  diverses. 

Nous  avons  cité  Guarini  à  l'occasion  du  théorème  de  Ptolémée,  dans  la  Note  VI;  et  de 
la  théorie  des  coniques  en  parlant  du  grand  Traité  de  La  Hire. 

L'ouvrage  de  ce  géomètre,  dont  nous  nous  étonnons  de  ne  trouver  aucune  mention 
ehei  les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  l'histoire  des  mathématiques,  est  intitulé  :  Euclides 
mimtciui  et  methùâicusy  mathematicaque  universalis  (in-fol.  de  plus  de  700  pages,  sur 
deux  colonnes,  Turin  1671).  Il  contient  trente-cinq  traités  sur  différentes  parties  delà 
Géométrie  théorique  et  appliquée.  Le  Z^^  peut  être  regardé  comme  un  chapitre  de  notre 
Géométrie  descriptive  actuelle.  Il  traite  de  la  projection  sur  des  plans,  des  lignes  qui  pro- 
iFienneni  de  l'intersection  de  la  sphère,  du  cône  et  du  cylindre  entre  eux;  et  du  dévelop- 
pemenly  sur  un  pian,  de  ces  courbes  à  double  courbure. 

44 
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Guarini  est  auteur  aussi  d'un  ouvrage  sur  T Astronomie ,  intitulé  :  Mathematica  cœlestis, 
in-foL,  Milan,  1683;  que  Wcidier  et  Lalande  ont  cité,  le  premier  avec  ces  mots  d'éloge  : 
A  perspicuitate  commendatur. 

Ces  deux  célèbres  écrivains  auraient  pu  comprendre  aussi ,  dans  leurs  bibliographies 
astronomiques,  un  autre  ouvrage  de  Guarini ,  intitulé  :  Placita  philosophica  (in-fol.  Paris, 
1666),  où,  parmi  d'autres  matières  relatives  à  la  physique,  à  la  logique  et  à  la  métaphy- 
sique. Fauteur  détruisait  le  système  de  Ptolémée  et  y  substituait  certaines  lignes  spirales 
dans  lesquelles  il  faisait  mouvoir  les  planètes.  Il  émit  aussi  une  opinion  extraordinaire  sur 
le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  et  sur  divers  autres  phénomènes. 


NOTE   XVIII. 


(troisième  époque,  §  34.) 


Sur  l'identité  des  figures  homologiques  avec  celles  qu'on  décrit  dans  les  pratiques 
de  la  perspective. —  Remarque  sur  la  Perspective  de  Stevin. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  figures  de  La  Hire,  celles  de  Le  Poivre,  et  les 
figures  homologiques,  sont  identiquement  les  mêmes  que  celles  que  Ton  décrit  dans  la 
méthode  de  perspeciive  qui  fait  usage  du  point  de  vue  et  des  points  de  distance.  Car 
celles-ci  jouissent  des  deux  caractères  distinctifs  des  premières,  qui  sont  :  1®  que  leurs 
lignes  homologues  concourent  sur  une  même  droite,  qui  est  la  ligne  de  terre;  S"*  que 
leurs  points  homologues  sont  sur  des  droites  concourant  en  un  même  point  (qui  serait 
le  rabattement  du  point  de  vue  sur  le  plan  du  tableau,  si  le  plan  horizontal  mené  par 
Tœil  eut  tourné  autour  de  la  ligne  horizontale).  Mais  cette  seconde  propriété  des  figures 
qu'on  décrit,  dans  la  pratique  de  la  perspective,  par  le  point  de  vue  et  les  points  de  distance, 
est  rarement  démontrée  dans  les  Traités  de  perspective;  car,  quoique  ces  ouvrages  soient 
extrêmement  nombreux,  nous  n'avons  peut-être  aperçu  cette  propriété  que  dans  eeux 
d'Ozanam,  de  Jeaurat,  de  Lambert  (édition  de  1773),  et  dans  le  Traité  récent  de 
M.  Ghoquet. 

Dans  d'autres  méthodes  de  perspective,  telles  que  celles  de  Stevin,  de  S'Gravesande, 
de  Taylor  et  du  P.  Jacquier,  qui  se  servent  du  point  de  Tœil  rabattu  sur  le  pian  de  la 
figure,  ridentité  des  figures  construites,  avec  les  figures  de  La  Hire,  de  Le  Poivre,  et  les 
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figures  homologiques ,  est  évidente;  parée  qui!  est  fait  usage,  dans  ces  pratiques,  des 
deux  propriétés  caractéristiques  que  nous  avons  énoncées. 

S'Gravesande  et  Taylor  sont  cités  souvent,  et  &  juste  titre,  comme  ayant  traité  la  per- 
spective d'une  manière  neuve  et  savante  :  mais  nous  nous  étonnons  que  l*on  passe  sous 
silence  Stevin  qui,  un  siècle  auparavant,  avait  aussi  innové  dans  cette  matière,  qu*il  avait 
Uraitée  en  profond  géomètre,  et  peut-être  plus  complètement  qu  aucun  autre,  sous  le 
rapport  théorique. 

Ainsi,  nous  ne  trouvons  que  dans  cet  auteur  la  solution  géométrique  de  cette  question, 
qui  est  l'inverse  de  la  perspective  :  Étant  données,  dans  un  plan  et  dans  une  position 
quelconque  l'une  par  rapport  à  l'autre,  deux  figures  qui  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre, 
on  demande  de  les  placer  dans  l'espace  de  manière  que  la  perpective  ait  lieu,  et  de  déter^ 
miner  la  position  de  l'œil. 

Stevin ,  il  est  vrai ,  ne  résout  que  quelques  cas  particuliers  de  cette  question ,  dont  le  plus 
diflBcile  est  celui  ou  Tune  des  figures  est  un  quadrilatère  et  Tautre  un  parallélogramme. 

Le  cas  où  les  deux  figures  sont  deux  quadrilatères  quelconques  comporte  toute  la 
question.  Mais  Stevin  ne  pouvait  le  résoudre,  parce  qu'il  ne  faisait  usage  que  des  pro- 
priétés descriptives  des  figures  de  la  perspective,  et  qu'il  eut  fallu  considérer  aussi  leurs 
relations  métriques. 

Nous  aurons  occasion  de  résoudre  cette  question  générale  dans  les  applications  de  notre 
principe  de  transformation  homographique. 


NOTE  XIX. 


(troisième  époque,  §  35.) 


Sur  la  méthode  de  Newton,  pour  changer  les  figures  en  d'autres  figures 

du  même  genre. 

(Lemme  XXH  du  {•'  livre  des  Principe».} 

Pour  donner  aux  figures  de  Newton  la  même  position,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  que 
celles  de  La  Hire,  il  suffit  de  faire  tourner  la  seconde  autour  du  point  B  S  comme  pivot, 

<  Noos  supposoDS  que  Ton  a  le  texte  de  Newton  sous  les  yeux. 
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jusqu'à  ce  que  ses  ordonnées  dg  soient  devenues  parallèles  aux  ordonnées  D6  de  la 
première. 

La  ligne  aB  de  la  seconde  courbe  aura  pris ,  pendant  cette  rotation ,  une  positiao  a'B. 
On  mènera,  par  le  point  A ,  une  droite  Ao'  égale  et  parallèle  à  a'B.  Le  point  o'  sera  le  pôk 
(ou  centre  d'homologie),  et  la  droite  Ba,  considérée  dans  sa  position  prioûtive,  sert  la 
formatrice  (ou  axe  d'homologie). 

Maintenant,  pour  montrer  comment  les  procédés  de  la  perspective  ont  pu  conduire 
Newton  à  son  mode  de  transformation;  que  Ton  conçoive  dans  Tespace  une  courbé  plMie, 
et  un  tableau  sur  lequel  on  fait  la  perspective  de  cette  courbe;  que,  par  Yodilp  on  mène  un 
plan  transversal,  et  qu'autour  des  droites  suivant  lesquelles  il  coupera  le  plan  de  la  courbe 
et  celui  du  tableau,  on  fasse  tourner  ces  deux  plans,  jusqu'à  ce  qu'ils  s'appliquent,  l'un  et 
l'autre,  sur  le  plan  transversal  ;  alors  la  courbe  proposée,  sa  perpective ,  et  le  point  de  Vml, 
seront  dans  un  même  plan,  et  représenteront  les  figures  de  Newton. 

La  méthode  de  Newton  pourrait  donc  servir  comme  méthode  pratique  de  perspective. 
Et  en  effet ,  nous  trouvons  qu'elle  diffère  peu  de  la  première  des  deux  règles  de  Vignole, 
démontrées  par  Egnazio  Dante,  et  reproduites  par  Siriga^et  divers  autres  géomètres. 


NOTE   XX. 


(quatriéiie  époque,  §  4.) 


Sur  la  génération  des  courbes  du  troisième  degré,  par  les  cinq  paraboles 

divergentes,  et  par  les  cinq  courbes  à  centre. 

Les  deux  théorèmes  que  nous  nous  proposons  de  démontrer  reposent  sur  une  propriété 
des  points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré,  comprise  dans  l'énoncé  suivant  : 

Si,  autour  d'un  point  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré,  on  fait  tourner  une 
transversale,  et  qu'aux  deux  points  où  elle  coupera  la  courbe  on  mène  les  tangentes ^  leur 
point  de  concours  engendrera  tme  ligne  droite; 
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Ifià  drùites  qui  joindront  deux  à  deux  ks  points  oà  deux  transversales  rencontreront  la 
caeirbe,  se  rencontreront  sur  cette  droite; 

Enfin  cette  droite  rencontrera  chaque  transversale  en  un  point,  qui  sera  le  conjugué 
harmonique  du  point  d'inflexion  par  rapport  aux  deux  points  où  la  transversale  rencon- 
irera  ia  courbe. 

Il  est  manifeste  que  cette  droite  passe  par  les  points  de  contact  des  trois  tangentes  à  la 
courbe,  qu*on  peut  mener,  généralement,  par  son  point  d'inflexion.  On  voit  donc  que 
celte  droite  et  le  point  d'inflexion  jouissent,  par  rapport  à  la  courbe ,  des  mêmes  propriétés 
qu*un  point  et  sa  polaire  par  rapport  à  une  conique.  Par  cette  raison,  nous  rappellerons  la 
poiair^  du  point  d'inflexion. 

LtC  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  se  démontre  aisément  par  quelques  considéra- 
tions de  Géométrie;  et  l'on  en  peut  déduire  diverses  propriétés  des  courbes  du  troisième 
degrés  Mais  nous  ne  nous  proposons  ici  que  d'en  montrer  l'usage  pour  la  démonstration 
des  deux  modes  de  génération  de  ces  courbes  par  l'ombre  de  cinq  d'entre  elles. 

On   sait  que  toute  courbe  du  troisième  degré  a  un  ou  trois  points  d'inflexion.  Qu'on  la 

projecce,  c'est-à-dire  qu'on  en  fasse  la  perspective,  de  manière  que  l'un  de  ses  points 

d'inflexion  passe  à  l'infini;  sa  polaire,  à  cause  de  la  troisième  partie  de  notre  théorème, 

deviendra  un  diamètre  de  la  courbe.  C'est  là  l'origine  des  diamètres  dans  les  courbes  du 

troisième  degré. 

Maintenant,  que  la  perspective  soit  faite  de  manière  que  non-seulement  le  point  d'in- 
nextov^y  mais  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point,  passe  tout  entière  à  l'infini;  la  courbe 
aura  un  diamètre,  et  n'aura  aucune  asymptote;  elle  sera  purement  parabolique:  c'est  le 
caractère  exclusif  des  cinq  paraboles  divergentes.  Il  est  donc  démontré  qu'une  courbe 
quelconc|ue  du  troisième  degré  peut  être  projetée  perspectivement  suivant  une  des  cinq 
paraboles  divergentes;  d'où  résulte  que,  réciproquement, ces  cinq  courbes  peuvent  produire 
par  leur  ombre  toutes  les  autres.  Cest  le  théorème  de  Newton,  le  premier  des  deux  que 
nous   nous  proposions  de  démontrer. 

*^BSôns  au  second  :  Prenons  la  polaire  d'un  point  d'inflexion  de  la  courbe  proposée,  et 
projetc>ns  cette  courbe,  perspectivement,  de  manière  que  celle  polaire  passe  à  l'infini; 
il  **^sulc^^  de  la  troisième  partie  du  théorème  ci-dessus,  que  le  point  d'inflexion  sera,  en 
projeeiîon,  le  centre  de  la  courbe.  Ainsi  donc  toute  courbe  du  troisième  degré  peut  être 
projette  perspectivement  suivant  une  courbe  ayant  un  centre;  d'où  résulte  que,  récipro- 
qucfn^i-^  t,  les  cinq  courbes  qui  ont  un  centre  peuvent  produire,  par  leur  ombre,  toutes  les 
aU  tes.    C!*est  le  second  théorème  que  nous  nous  proposions  de  démontrer. 

^   t^friéorème  et  celui  de  Newton  peuvent  être  compris  sous  ce  seul  énoncé,  savoir  : 
^^"^"^  que  les  courbes  du  second  degré  ne  peuvent  donner  lieu  qu'à  une  seule  espèce  de 


cone^    cf o  même  les  courbes  du  troisième  degré  ne  peuvent  donner  lieu  qu'à  cinq  espèces  de 

*^*^  coupan/  ces  cônes  d'une  certaine  manière,  on  forme  les  cinq  paraboles  cubiques; 

*•*  'e«  coupant  d'une  autre  manière,  on  forme  les  cinq  courbes  qui  ont  un  centre. 

^^  théorème  que  nous  avons  énoncé  au  commencement  de  celte  Note  donne  une  expli- 


350  NOTES. 

cation  facile  de  différentes  propriétés  des  courbes  du  troisième  degré  qui  ont  un  centre, 
et  de  diverses  autres  propriétés ,  relatives  aux  points  d'inflexion  de  ces  courbes.  Mais  nous 
ne  pouvons  entrer  ici  dans  ces  détails. 


NOTE   XXI. 


(quatrième  époque,  §  18.) 


Sur  les  ovales  de  Descartes,  ou  lignes  aplanétiques. 

M.  Quetelet,  dans  sa  belle  théorie  des  caustiques  secondaires,  qui  sont  des  dévelop- 
pantes des  caustiques  de  Tschirnhausen,  a  trouvé  que  les  caustiques  secondaires ,  produites 
par  la  réflexion  et  la  réfraction  dans  un  cercle  éclairé  par  un  point  lumineux  ^  sont  les 
ovales  de  Descartes ,  ou  lignes  aplanétiques  ^  M.  Slurm  est  parvenu  aussi ,  de  son  côté  et 
vers  le  même  temps  ^,  à  ce  singulier  résultat,  qui  donne  à  ces  ovales,  créées  par  Descartes 
pour  la  Dioptrique,  une  seconde  application  à  cette  même  science. 

Pour  exprimer  en  langage  géométrique  le  théorème  de  M.  Quetelet,  nous  dirons  que  : 

Deux  cercles  fixes  étant  donnés  sur  un  plan,  si  le  centre  d'un  troisième  cercle  mobile,  et 
de  grandeur  variable,  se  meut  sur  la  circonférence  du  premier  cercle,  et  que  son  rayofi 
soit  toujours  proportionnel  à  la  distance  de  son  centre  à  la  circonférence  du  second  cercle , 
ce  cercle  mobile  enveloppera  une  courbe  du  quatrième  degré,  qui  sera  l'ensemble  de  deux 
ovales  conjuguées  de  Descartes. 

Parmi  d  autres  propriétés  intéressantes,  que  M.  Quetelet  a  trouvées  à  ces  courbes,  nous 
citerons  les  deux  manières  dont  il  les  forme  dans  le  solide,  ou,  suivant  Texpression  des 
Anciens,  par  les  lieux  à  la  surface. 

Première  manière  :  «  Que  Ton  ait  une  sphère  et  un  cône  droit;  que  Ton  fasse  la  pro- 
»  jection  stéréographique  de  la  courbe  de  pénétration  de  ces  deux  surfaces,  Tœil  étant 
»  placé  à  Pextrémité  du  diamètre  de  la  sphère  parallèle  à  Taxe  du  cône,  et  le  plan  de 
»  projection  étant  perpendiculaire  à  cet  axe;  la  projection  sera  une  ligne  aplanétique  '.  » 


*  Nouveaux  Mémoires  de  r Académie  de  Bruxelles  ^  tom.  III. 

*  Annales  de  Malhématiques  de  M.  Gergonne,  tom.  XV. 


^  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  tom.  V;  el  supplémenl  au  Traité  de  la  Lumière  de  sir 
J.  Herschel,  par  M.  Quetelet,  pag.  403. 
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Les  descriptions  précédentes  des  lignes  aplanétiques  font  usage  de  leurs  deux  foyers; 
voici  une  autre  manière  de  les  décrire,  où  Ion  ne  se  sert  que  d*un  foyer,  et  qui  offre 
plusieurs  avantages  particuliers. 

Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  fixe,  pris  arbitrairement  dans  son  plan;  si  par 
ce  point  on  mène  un  rayon  vecteur  à  un  point  quelconque  de  la  circonférence  du  cercle, 
et  une  seconde  droite,  qui  fasse  avec  un  certain  aoce  fixe  un  angle  double  de  celui  que  fait 
le  rayon  vecteur  avec  cet  axe,  et  qu'on  porte  sur  cette  seconde  droite,  à  partir  du  point 
fixe^  un  segment  proportionnel  au  carré  du  rayon  vecteur;  l'extrémité  de  ce  segment  aura, 
pour  lieu  géométrique,  une  ligne  aplané tique  formée  de  deux  ovales  conjuguées,  dont  un 
foyer  est  au  point  fixe. 

Ce  théorème,  faisant  dériver  directement  les  lignes  aplanétiques  du  cercle,  est  très- 
propre  à  faire  découvrir  plusieurs  propriétés  de  ces  courbes.  Par  exemple ,  les  propriétés 
connues,  du  système  de  deux  ou  de  trois  cercles,  s'appliqueront  immédiatement  au  sys- 
tème de  deux  où  de  trois  lignes  aplanétiques  qui  auront  un  foyer  commun. 

Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  remarquer  que  si,  au  lieu  d'une  circonférence 
de  cercle,  lextrémité  du  rayon  vecteur  parcourt  une  ligne  droite,  on  forme  alors  une 
parabole  qui  a  son  foyer  au  point  fixe. 

Ainsi,  par  exemple,  quand  deux  droites  tournent  autour  de  deux  points  fixes  en  fai- 
sant un  angle  de  grandeur  constante,  leur  point  d'intersection  engendre  un  cercle;  on  en 
conclut  que  : 

Si  l'on  a  deux  groupes  de  paraboles  ayant  toutes  le  mime  foyer,  et  dont  les  unes 
passent  par  un  point  fixe,  et  les  autres  par  un  second  point  fixe;  et  qu'on  prenne  une 
parabole  du  premier  groupe,  et  une  parabole  du  second  groupe,  de  manière  que  leurs  axet 
fassent  entre  eux  un  angle  de  grandeur  constante,  les  points  d'intersection  de  ces  deux 
paraboles  seront  une  ligne  aplanétique. 

Ce  théorème  est  susceptible  de  plusieurs  conséquences ,  que  nous  ne  pouvons  eiLami- 
ner  ici  *. 

Les  lignes  aplanétiques  jouissent  d'une  propriété  assez  curieuse  qui,  je  crois,  n'a  pas 
encore  été  donnée.  C'est  qu'au  lieu  de  deux  foyers  seulement ^  elles  en  ont  toujours  trois  : 
c'est-à-dire,  qu'outre  les  deux  foyers  qui  servent  à  leur  description,  elles  en  ont  un 
troisième  qui  joue  le  même  rôle,  avec  l'un  des  deux  premiers,  que  ces  deux-ci  ensemble. 
La  considération  des  trois  foyers  est  bien  propre  à  faire  connaître  toutes  les  formes  possi- 
bles des  lignes  aplanétiques. 

Quand  l'un  des  foyers  est  à  l'infini,  la  courbe  devient  une  conique,  et  conserve  ses 
deux  autres  foyers. 

Quand  deux  foyers  se  confondent,  la  courbe  a  un  nœud;  elle  devient  le  IJmaçon  cfe 
Pascal,  et  elle  a  encore  deux  foyers. 


^  On  en  déduit,  euire  autres,  un  théorème  dont  M.  Quetelet  a  fait  usage  dans  son  Mémoire  sttr  quelques 
constructions  graphiques  des  orbites  planétaires,  V.  les  Nouveaux  Mémoires  dit  P Académie  de  BrumeUte, 
tom.  III. 
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Secoihd  théorëiib.  Étant  données  dans  un  plan,  m  droites,  et  autant  de  quantitét,  a, 

n  étant  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  m,  on  pourra  trouver  (n-f-1)  autres 
droites  telles  que ,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  M  dans  le  plan  de  ces  droites,  et  qu^on 
appelle  Ma,  Mê,.*»  '^*  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  droites  données  y  et  Ma', 
M6',...  celles  qui  sont  abaissées  sur  les  droites  trouvées,  on  aura,  entre  c£s  perpendiculaires, 
les  ^Y"  ou  I  relations,  déterminées  par  la  formule 

o.Ma  -hb.m  -*-"^\Sa'  -H  il'  -h..j  — 


n-h  i 

OÙ  i  peut  avoir  les  -^  valeurs  0, 1 , 2, ...  -^  >  si  n  w/  impair,  et  les  j  valeurs  0, 1 ,2, ...  -^> 
st  n  est  pair. 

Si  Ton  fait  $=0,  on  aura  le  théorème  exprimé  par  les  propositions  4*9  et  53  de 
Stewart. 

l^es  autres  valeurs  de  d  donneront  d'autres  relations,  que  Ion  pourrait  énoncer  aussi 
comme  autant  de  théorèmes  différents,  mais  qui  cependant  auront  lieu  toutes  ensemble; 
et  cela,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M. 

Jusqu'ici  les  théorèmes  de  Stewart,  compris  dans  les  deux  théorèmes  généraux  que  nous 
venons  d'énoncer,  sont  restés,  je  crois,  sans  application,  et  comme  des  propriétés  isolées 
d'un  système  de  points,  ou  d'un  système  de  droites.  On  peut  penser,  cependant,  que 
ces  systèmes  doivent  jouir  d'autres  propriétés,  du  même  genre  que  ces  premières,  et  se 
rattachant  toutes  à  une  même  théorie.  J'aurais  quelques  raisons,  par  exemple,  de  supposer 
qu'un  système  de  points  donnés,  et  le  système  des  points  déterminés  suivant  le  prenaier 
théorème  en  question,  jouissent  des  propriétés  communes  aux  systèmes  de  quatre  points 
qui  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse.  Du  moins  je  formerai 
de  tels  systèmes  de  points  en  nombre  quelconque  (systèmes  particuliers,  il  est  vrai, 
c'est-à-dire  assujettis  à  une  loi  déterminée),  qui  présenteront  toutes  ces  propriétés. 

Malgré  cette  première  analogie,  je  puis  me  tromper  dans  mes  conjectures.  Quoi  quHi 
en  soit,  on  reconnaîtra ,  je  crois,  que  les  théorèmes  de  Stewart  ne  sont  que  les  premiers 
pas  dans  un  champ  de  recherches  nouvelles  qui  mériteraient  d'occuper  Tesprit  des 
géomètres. 
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En  parlant  de  rorigine  de  la  Géométrie  descriptive,  on  ne  peut  passer  sous  silence  les 
services  rendus  à  celte  science  par  M.  Lacroix  et  par  M.  Hachette. 

M.  Lacroix  fut  le  premier  qui  développa  les  principes  de  la  Géométrie  descriptive,  et  les 
mit  à  la  portée  de  tous  les  lecteurs ,  dans  son  ouvrage  intitulé  d  abord  Essais  sur  les  plans 
et  les  surfaces  (vol.  in-8",  1793),  puis  Complément  de  Géométrie,  où  se  trouvent  la  clarté 
et  la  précision  qui  distinguent  les  écrits  de  ce  célèbre  professeur. 

Monge,  en  publiant  son  Traité  de  Géométrie  descriptive,  dans  la  vue  de  rendre  cette 
science  aussi  simple  et  d'un  accès  aussi  facile  qu'il  se  pût,  en  avait  écarté  d'abord  diverses 
questions  compliquées,  mais  qui  devaient  naturellement  y  entrer  dès  que  les  esprits  se 
seraient  familiarisés  avec  cette  nouvelle  doctrine.  Ce  fut  M.  Hachette,  son  élève  à  rEcole 
de  Mézières,  puis  son  collègue  comme  professeur  à  TEcole  polytechnique,  qui  le  premier 
remplit  ces  lacunes,  dans  deux  ouvrages  portant  le  titre  de  Suppléments  à  la  Géométrie 
descriptive  (en  1812  et  1818).  Les  nouvelles  questions  générales,  ou  théories,  ajoutées 
par  ce  géomètre  à  louvrage  de  iVIongc,  ont  été  reproduites  dans  le  Traité  complet  de 
Géométrie  descriptive  que  lui-même  a  publié  en  1821  S  et  ont  passé ,  depuis,  dans  les 
nombreux  ouvrages  qui  ont  paru  sur  la  même  matière  en  France  et  à  l'étranger.  Sous  ce 
rapport,  M.  Hachette  a  rendu  un  grand  service  aux  sciences  mathématiques.  Il  m*a  paru 
qu'en  Italie  particulièrement,  où  la  Géométrie  descriptive  et  ses  applications  à  la  science 
de  l'ingénieur,  sont  cultivées  dans  toute  leur  étendue,  et  enseignées  dans  d'excellents 
ouvrages^, on  rendait  à  ce  sujet  pleine  justice  à  ce  savant,  en  citant  souvent  ses  ouvrages, 
et  en  les  prenant  même  pour  modèles.  Nous  pensons  qu'ils  ont  grandement  contribué  à 
répandre  et  à  étendre  la  connaissance  de  la  Géométrie  descriptive  '. 

Depuis,  d'autres  bons  traités  de  Géométrie  descriptive  ont  encore  paru  en  France.  Nous 
devons  citer  ceux  de  MM.  Vallée,  Leroy  et  Lefébure  de  Fourcy.  Les  deux  premiers  sont 
aussi  complets  que  le  comporte  l'état  actuel  de  la  science;  le  troisième,  principalement 
destiné  aux  aspirants  à  l'Ecole  polytechnique,  est  très-propre  à  atteindre  son  but,  par 
l'ordre  et  la  précision  qu'on  y  trouvent,  et  qui  caractérisent  toujours  les  ouvrages  du 
savant  professeur  qui  l'a  écrit. 

I^  Géométrie  descriptive  est  encore  en  voie  de  progrès.  M.  Th.  Olivier,  pour  qui  celte 
partie  des  sciences  mathématiques  est  depuis  longtemps  une  étude  de  prédilection,  a 

*  Une  seconde  édition  a  para  en  1828. 

*  Nous  citerons,  entre  autres,  le  Traité  de  M.  ringénieur  Serenus,  intitulé  :  Trattato  di  Geomeiria  dnerH- 
tîva,  etc.,  in -40,  Rome  1836;  et  un  recueil  de  Mémoires  divers,  qui  sont  en  partie  des  applications  de  la 
Géométrie  descriptive,  fait  annuellement,  à  Vinstar  du  Journal  de  VÉcole  polytechnique,  par  messieurs  les 
professeurs  de  Pl^cole  des  ingénieurs  des  États  romains,  sous  le  titre:  Ricerche  Geometriche  ed  idometricke 
faite  nelta  scuola  degCtngegneri  ponti/ici  d'acque  e  strade, 

3  Depuis  que  cette  Note  était  écrite,  une  mort  prématurée  a  enlevé  M.  Hachette  aux  sciences  et  à  ses 
nombreux  amis.  Ses  anciens  élèves  à  PÉcole  polytechnique,  ceux  surtout  qui,  comme  moi,  ont  été  honorés 
de  son  amitié  et  qui  Pont  connu  dans  Pintérieurde  son  excellente  famille,  liront  avec  émotion  les  éloqueotes 
paroles  que  trois  savants  illustres,  ses  confrères  à  PAcadémie,  MM.  Arago,  Ch.  Dupin  et  Poisson,  et  Vun  de 
ses  disciples,  continuateur  de  ses  travaux  sur  la  Géographie  descripUve,  M.  Th.  Olivier,  ont  pronoooées  sur  sa 
tombe. 
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On  voit  donc  que  le  principe  de  continuité,  comme  Tont  entendu  Leibniz  et  ses  sec^ 
tateurs,  implique  Tidée  de  Yinfini,  laquelle  n'entre  nullement  dans  le  principe  des  reta- 
tions  contingentes ,  tel  que  nous  Tavons  développé;  et  c*est  pour  cette  raison  que  nous 
employons  cette  expression  de  relations  contingentes,  qui  présente  [une  idée  précise,  et 
une  méthode  parfaitement  justiGéc  par  le  raisonnement  que  nous  avons  basé  sur  les  pro- 
cédés de  FAnalyse. 

Mais  il  est  vrai  que  Leibniz  avait  considéré  aussi  sa  loi  de  continuité  comme  dérivant 
d*un  principe  plus  général,  qu'il  exprime  par  ces  mots  :  Datis  ordinatis  etiam  quœsiia 
êunt  ordinata  ^  Ce  fut,  dit-il  ailleurs,  la  règle  des  conséquences,  avant  que  la  logique 
fut  inventée;  et  elle  est  encore  telle  aux  yeux  du  peuple  ^. 

Jean  Bcrnoulli,  qui  adopta  le  premier  ce  principe  de  Leibniz,  et  s'en  servit  pour  la 
première  fois  ostensiblement  dans  la  fameuse  question  des  lois  de  la  communication  du 
mouvement,  l'exprime  en  disant  que,  quand  les  hypothèses  restent  les  mêmes,  les  effets 
doivent  aussi  être  les  mêmes.  (Commerce  épistolaire  de  Leibniz  et  Bemoulli;  tome  I*, 
pag.  300.  ) 

Ce  principe  comprend  la  loi  de  continuité  y  comme  on  a  coutume  de  l'entendre ,  avec 
l'idée  de  l'infini,  et  la  loi  des  relations  contingentes. 

L'usage  du  principe  de  continuité,  en  Géométrie,  date  probablement  de  l'origine  de  cette 
science,  ainsi  que  le  remarque  M.  Lacroix  dans  la  préface  de  son  grand  Traité  du  calcul 
différentiel  et  du  calcul  intégral,  au  sujet  de  la  seconde  proposition  du  livre  12  des 
Éléments  d'Euclide,  qui  a  pour  objet  de  prouver  que  les  surfaces  des  cercles  sont  entre 
elles  comme  les  carrés  des  diamètres.  «  Dans  la  proposition  précédente,  dit  M.  Lacroix, 
»  Euclide  montre  que  ce  rapport  est  celui  des  polygones  semblables  inscrits  dani^  deux 
»  cercles  dilTérents;  et  il  me  parait  évident  que  le  géomètre,  quel  qu'il  soit,  qui  décou- 
»  vrit  cette  vérité,  voyant  qu'elle  était  iitdépendante  du  nombre  des  côtés  du  polygone, 
»  et  qu'en  même  temps  ces  polygones  dilTéraient  d'autant  moins  des  cercles  qu'ils  avaient 
»  plus  de  côtés,  a  du  nécessairement  conclure  de  là,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité , 
»   que  la  propriété  des  premiers  convenait  aux  seconds.  » 

C'est  par  des  considérations  semblables  qu'Archimède  s'éleva  à  des  propositions  beau- 
coup plus  difficiles,  telles  que  les  rapports  des  surfaces  et  des  solidités  du  cylindre  et 
de  la  sphère,  la  quadrature  de  la  parabole,  etc.  On  regarderait  aujourd'hui  comme  suflB- 
samment  prouvées,  par  ces  raisonnements,  les  propositions  qui  en  seraient  l'objet;  mais  les 
Anciens,  tout  en  se  servant  de  la  loi  de  continuité,  comme  moyen  de  découverte,  ne 
l'ont  point  admise  comme  moyen  suflisaiit  de  démonstration,  et  ont  eu  recours  à  des 
procédés  souvent  très-pénibles,  pour  donner  des  preuves  tout  à  fait  convaincantes  et 
hors  d'atteinte  de  toute  objection,  des  vérités  qu'ils  avaient  à  démontrer. 

Mais,  depuis  Leibniz,  le  principe  de  continuité  fut  admis  comme  un  axiome,  et  pra- 
tiqué journellement  en  mathématiques.  Ainsi,  c'est  sur  ce  principe  que  reposent  la 

*  Nouvelles  de  la  République  des  lettres,  au  lieu  cité. 

*  Commerce  épistolaire  de  Leibniz  et  Bernoulli,  tom.  Il,  pag.  1 10. 


564  NOTES. 

dire  les  deux  coniques  excentriques  d'uf)e  surface  du  deuxième  degré  qui,  pasMUit  ptr 
lé  centre  de  l'ellipsoïde,  aurait  pour  normale  en  ce  point  Tun  des  axes  principaux  de 
I*elHpsoïde.  Par  conséquent,  les  deux  cônes  qui  auront  pour  bases  ces  deux  coniques, 
et  pour  sommet  commun  le  centre  de  lellipsoide,  auront  pour  axe  principal  commun  cet 
axe  principal  de  rellipsoïde  (Note  XXXI,  article  il).  Les  deux  autres  axes  principaux 
communs  aux  deux  cônes  seront  pareillement  les  deux  autres  axes  principaux  de  rellip- 
soïde, parce  que,  par  son  centre,  on  peut  faire  passer  deux  autres  surfaces  du  deuxième 
degré  ayant  pour  coniques  excentriques  les  deux  mêmes  courbes  trouvées,  et  qui  seront 
normales,  respectivement,  à  ces  deux  axes  principaux  de  rellipsoïde.  La  question  de  la 
construction  des  directions  des  trois  axes  principaux  de  Icllipsoîde  se  réduit  donc  è 
trouver  les  trois  axes  principaux  communs  aux  deux  cônes  qui  ont  pour  bases  les  deux 
coniques  en  question;  ces  trois  axes  principaux  forment,  dans  Tun  ctTautre  cène,  un  sys- 
tème de  trois  axes  conjugués  ;  il  faut  donc  chercher  le  système  de  trois  axes  conjugués 
communs  aux  deux  cônes. 

On  conclut  de  là  que  : 

Étant  donnés  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde;  pour  trmiver  les  direcHonn  de 
ses  trois  axes  principaux,  par  l'extrémité  A  d'un  des  diamètres  donnés,  on  mènera  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres,  sur  laquelle  on  prendra,  à  partir  du 
point  A,  detéx  segments  égaux  respectivement  aux  deux  demi-axes  principaux  de  l'elUpse 
construite  sur  ces  deux  diamètres  conjugués.  Soit  h  le  plus  grand  de  ces  deux  aoces,  etck 
plus  petit; 

On  mènera,  par  la  normale ^  deux  plans,  dont  l'un  parallèle  au  diamètre  c,  et  rnuire 
parallèle  au  diamètre  h  ; 

On  construira ,  dans  le  premier  plan,  une  ellipse  qui  ait  pour  demi-grand  axê  le  eeg- 
ment  b  et  pour  excentricité  le  segment  c;  et  dans  le  second  plan,  une  hyperbole  qui  ait 
pour  demi-axe  principal  le  segment  c,  et  pour  excentricité  le  segment  b  ; 

On  regardera  le  centre  de  rellipsoïde  comme  le  sommet  commun  de  defix  cônes  ayant 
pour  bases,  respectivement,  cette  ellipse  et  cette  hyperbole; 

Ces  deux  cônes  se  couperont  suivant  quatre  arêtes,  qui  seront  deux  à  deux  dans  six 
plans;  lesquels  plans  se  couperont  deux  à  deux  suivant  trois  autres  droites; 

Ces  trois  droites  seront  les  trois  axes  principaux  de  rellipsoïde. 

Pour  déterminer  les  longueurs  de  ces  axes  principaux ,  on  peut  projeter  orthogonale- 
ment  sur  chacun  d'eux  les  trois  diamètres  conjugués  donnés;  le  carré  de  chaque  axe  sera 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  trois  projections  faites  sur  lui. 

Mais  il  sera  plus  simple  de  faire  usage  du  théorème  suivant,  que  Ton  démontre  très- 
aisément  : 

La  normale  en  un  point  m  d'une  surface  du  deuxième  degré  rencontre  le  plan  diamé^ 
tral  qui  lui  est  perpendiculaire,  et  un  des  plans  principaux  P,  en  deux  points  dont  le 
produit  des  dislances  au  point  m  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  de  la  surface,  normal 
au  plan  principal  P. 
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mètres  conjugués.  Le  cône  qui  a  son  sommet  au  centre  de  l'ellipsoïde  et  pour  base  ceiie 
ellipse  y  rencontre  Tellipsoide  suivant  une  seconde  ellipse  £%  située  dans  un  plan  parallèle 
à  celui  de  la  première.  Ainsi  les  deux  ellipses  sont  homothétiques.  La  seconde  a  son  centre . 
sur  le  diamètre  qui  aboutit  au  point  m;  soit  m'  ce  centre  :  on  trouve  aisément  qu'on  a 
toujours  om  =  om'  1^3. 

Cette  seconde  ellipse  jouit  de  la  propriété  que,  si  Ton  prend  sur  elle  trois  points  A',  B',  C» 
tels  que  le  centre  de  leurs  moyennes  dislances  soit  situé  au  centre  de  Tellipse ,  les  trois 
droites  OA',  OB^  OC  seront  trois  diamètres  conjugués  de  Fellipsoîde.  C'est  là  une  pro- 
priété des  surfaces  du  second  degré,  qu'il  estextrément  facile  de  démontrer. 

Maintenant  regardons  le  point  m'  comme  Thomologue  du  point  m  par  rapport  au  point 
0^  pris  pour  centre  de  similitude,  et  concevons  trois  surfaces  homothétiques  aux  trois 
surfaces  du  théorème  précédent,  qui  ont  leur  centre  commun  en  m,  et  qui,  passant  par 
le  centre  0  de  rellipsoïdc,  sont  normales  respectivement  à  ses  trois  axes  principaux.  Ces 
trois  nouvelles  surfaces  auront  leur  centre  de  figure  en  m'  ;  elles  passeront  par  le  point  O 
qui  est  le  centre  de  similitude;  elles  seront  tangentes,  en  ce  |K)int,  res|)ectivement  aux  trois 
premières  surfaces;  par  conséquent  elles  seront  normales  respectivement  aux  trois  axes 
principaux  de  rellipsoïdc;  et  elles  auront  toutes  trois  les  mêmes  coniques  excentriques , 
situées  dans  des  plans  parallèles  aux  plans  des  coniques  excentriques  des  trois  premières 
surfaces. 

Soient  6  et  c  les  deux  demi-diamètres  principaux  de  la  conique  Ë;  6'  et  c'  les  deux 
demi-diamètres  principaux  de  la  conique  E';  ils  seront  parallèles  respectivement  aux  pre- 
miers ,  et  Ton  aura 

b  c 

b' =  -:=..     c'  = 


1/5  1/3 

Pour  former  les  deux  coniques  excentriques  des  trois  nouvelles  surfaces,  il  faut  donc 
élever,  par  le  centre  m'  de  la  conique  £',  une  perpendiculaire  au  plan  de  cette  courbe; 
prendre  sur  cette  droite  deux  segments  égaux  à  6'  et  c';  et  décrire,  dans  les  deux  plans  rec- 
tangulaires menés  parla  normale  et  par  les  deux  axes  b'  et  c'  respectivement,  une  ellipse 
et  une  hyperbole  dont  la  première  ail  pour  grand  axe  6',  et  pour  excentricité  c'  ;  et  dont 
la  seconde  ait  pour  demi-axe  iransversc  c'  et  pour  excentricité  b'.  Cette  ellipse  et  cette 
hyperbole  seront  les  deux  coniques  excentriques  des  trois  nouvelles  surfaces. 

Les  cônes  qui  auront  pour  sommet  le  point  0,  et  pour  bases  ces  deux  coniques,  auront 
leurs  axes  principaux  dirigés  suivant  les  axes  principaux  de  Icllipsoïde. 

On  conclut  de  là  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  trois  diamètres  conjugués  OA,  OB,  OC  d'un  ellipsoïde^  pour  déterminer, 
en  direction  et  en  grandeur,  les  trois  axes  principaux  : 

On  cherchvi^a,  en  direction  et  en  grandeur,  les  deux  demi-axes  principaux  de  l'ellipse 
qui  passerait  par  les  trois  points  A,  B,  C,  et  aurait  pour  centre  le  centre  des  moyetines 
distances  de  ces  trois  points.  Soient  h  et  c  ces  deux  demi-axes  principaux; 
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Si  l'on  demande  un  elHpsoïde  de  révolutioti  danî  traie  diamètres  conjuguée  aJbouHuêHi  à 
trois  points  donnés,  une  infinité  d'ellipsoïdes  satisferont  à  cette  qtâestion  ;  leurs  centres  mtohI 
situés  sur  deux  coniques,  ellipse  et  hyperbole,  situées  dans  deux  plans  rectangulaireê ,  et 
dont  l'une  aura  pour  sommets  et  pour  foyers  les  foyers  et  les  sommets  de  Vautre. 


NOTE  XXVI. 


(cinquième  époque,  s  17.) 


Sur  les  imaginaires  en  Géométrie. 

La  considération  des  relations  et  des  propriétés  contingentes  d'une  figure,  ou  système 
géométrique,  est  propre  à  donner  l'explication  du  mot  imaginaire,  employé  maintenanl 
assez  fréquemment,  et  avec  avantage,  dans  les  spéculations  de  la  Géométrie  pure. 

En  eflet,  on  ne  peut  regarder  Texpression  d'imaginaire  que  comme  indiquant  seulement 
un  état  d'une  figure  dans  lequel  certaines  parties,  qui  seraient  réelles  dans  un  autre  étal 
de  la  figure,  ont  cessé  d'exister.  Car  on  ne  peut  se  faire  l'idée  d'un  objet  imaginaire  qu*èn 
se  représentant  en  même  temps  un  objet  de  l'espèce,  dans  un  état  d'existence  réelle;  de 
sorte  que  l'idée  d'imaginaire  serait  vide  de  sens,  si  elle  n'était  toujours  accompagoée  de 
l'idée  actuelle  d'une  existence  réelle  du  même  objet  auquel  on  l'applique.  Ce  sont  done 
les  relations  et  propriétés  que  nous  avons  appelées  contingentes,  qui  donnent  la  clef  des 
imaginaires  en  Géométrie. 

Mais  on  voit  par  là  qu'on  pourrait  très-facilement  éviter,  si  l'on  voulait,  la  considéra* 
tion  des  imaginaires,  dans  le  raisonnement;  il  sufiirait  de  supposer,  à  côté  de  la  figure 
dont  on  a  à  démontrer  quelque  propriété,  une  seconde  figure  de  même  nature,  mais  dans 
un  état  général  de  construction  où  les  parties  contingentes ,  qui  sont  imaginaires  dans  la 
figure  proposée,  seraient  réelles.  C'est  là  eflectivement  ce  que  l'on  fait  tacitement,  eu  rai- 
sonnant sur  les  imaginaires  comme  sur  des  objets  réels;  de  sorte  que  l'on  peut  dire  que 
l'emploi  du  mot  imaginaire  est  une  manière  abrégée  de  s'exprimer,  et  qui  signifie  que 
les  raisonnements  que  Ton  fait  s'appliquent  à  un  autre  état  général  de  la  figure,  dans 
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droites  menées  de  rextréniilc  de  la  corde  aux  deux  exlrémités  du  diamètre,  font  entre 
elles  un  angle  droit;  et,  dans  rhyperbole,  ces  deux  droites  font  entre  elles  un  angle  de 
grandeur  variable. 

M.  Garnot  a  déjà  fait,  dans  son  Traité  de  la  Corrélation  des  figures  de  Géométrie,  ei 
dans  sa  Géométrie  de  position,  des  réflexions  sur  la  corrélation  des  flgurcs  dont  nous 
parlons,  et  sur  celle  des  formules  algébriques  qui  leur  correspondent,  en  Analyse.  Mais 
Tobjet  principal  des  travaux  de  cet  illustre  savant,  dans  cette  matière,  étant  la  coiTelation 
des  figures  qui  ne  diflerent  que  par  de  simples  changements  de  signes  des  variables  elles- 
mêmes,  et  non  de  leurs  fonctions  dans  les  expressions  algébriques,  la  corrélation  des 
figures  qui  diflerent,  comme  nous  venons  de  dire,  en  ce  que  Ton  construit  dans  Tune, 
comme  étant  réelle,  une  expression  imaginaire  dans  Tautre,  cette  corrélation,  dis-je,  est 
un  objet  de  recherches  tout  nouveau ,  et  qui  nous  paraîtrait  susceptible  de  conduire  à 
quelques  lois  générales  de  retendue,  lesquelles  pourraient  accroître  la  puissance  des  doe- 
Irines  géométriques. 

Nous  citerons  encore  à  ce  sujet  le  célèbre  Lambert ,  qui  a  fait  un  usage  très-curieui 
et  très-utile  des  rapports  imaginaires  déduits  de  la  comparaison  de  Thyperbole  équilatère 
et  du  cercle  ayant  un  centre  commun  ;  et  qui  a  imaginé  une  espèce  de  trigonométrie 
hyperbolique,  au  moyen  de  laquelle  il  trouve  des  solutions  réelles  dans  des  cas  où  la 
trigonométrie  ordinaire  en  fournit  d'imaginaires,  et  réciproquement. 


NOTE  XXVll. 


(cinquième  époque,  §  23.) 


Sur  l'origine  de  la  théorie  des  polaires  réciproques,  et  celle  des  mots 

PÔLE  et  POLAIRE. 

Après  que  Monge  eut  démontré,  dans  sa  Géométrie  descriptive,  que,  quand  le  sommet 
d'un  eùnc  circonscrit  à  une  surface  du  second  degré  parcourt  un  plan,  le  plan  de  la  courbe 
de  contact  passe  toujours  par  un  même  point;  et  que,  quand  le  sommet  du  cône  parcourt 
une  droite,  le  plan  de  contact  passe  toujours  par  une  seconde  droite,  MM.  Livet  et  Brian* 
chon  firent  voir  que ,  quand  le  sommet  du  cône  parcourt  une  surface  du  second  degré,  le 
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NOTE  XXVIII. 


(cinquième    tVOQVE,   §  27.) 


Généralisation  de  la  théorie  des  projections  stéréographiques.  —  Surface 

du  second  degré  tangente  à  quatre  autres. 

Les  deux  théorèmes  dont  on  fait  usage  dans  la  théorie  des  projections  stéréographiques, 
considérée  comme  méthode  de  recherche,  deviennent  les  suivants,  dans  cette  théorie  gêné- 
rah'sée  comme  nous  lavons  dit,  c'est-à-dire,  quand  on  prend  le  h'eu  de  l*œil  en  un  point 
quelconque  de  l'espace  : 

Si  l'on  fait  la  perspective  d'une  surface  du  second  degré  sur  un  plan  quelconque ,  l'œil 
étant  placé  en  un  point  de  l'espace,  pris  arbitrairement  au  dehors  de  la  surface  : 

i^  Les  projections  des  courbes  planes  tracées  sur  la  surface  seront  des  coniques  ayant 
toutes  tm  double  contact  y  réel  ou  imaginaire ,  avec  une  conique  unique  y  qui  sera  laperspec-- 
tive  du  contour  apparent  de  la  surface; 

2"  Le  pôle  de  la  corde  de  contact  de  chaque  conique  avec  la  conique  unique  sera  la  pro- 
jection du  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  surface ,  suivant  la  courbe  plane  dont  cette  pre- 
mière conique  sera  la  projection. 

A  ces  deux  premiers  principes,  il  sera  utile  de  joindre  ce  troisième  : 

Les  projections  de  deux  droites,  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  surface ,  sont  deux 
droites  dont  c/iacune  passera  par  le  pôle  de  l'autre,  ces  pôles  étant  pris  par  rapport  à  la 
conique  unique. 

Au  moyen  de  ces  trois  théorèmes,  on  parvient,  avec  une  facilité  extrême,  à  la  découverte 
des  nombreuses  propriétés  d'un  système  de  coniques  inscrites  à  une  même  conique 
unique;  et  il  n'est  besoin,  pour  ainsi  dire,  d'aucune  démonstration,  parce  qu'il  suffit  de 
contempler  dans  l'espace,  et  de  traduire  sur  le  plan,  les  relations  apparentes  des  courbes 
tracées  sur  la  surface  du  second  degré. 

De  cette  théorie  des  coniques  décrites  sur  le  plan ,  il  est  facile  de  s'élever  à  la  ihéorie 
analogue  dans  l'espace,  c'est-à-dire  aux  propriétés  d'un  système  de  surfaces  du  second 
degré,  inscrites  à  une  même  surface  unique  du  second  degré.  Nous  appelons  surfaces 
inKcrites  Tune  à  l'autre,  deux  surfaces  se  touchant  suivant  toute  l'étendue  d'une  courbe. 
Pour  deux  surfaces  du  second  degré,  cette  courbe  de  contact  est  plane. 

On  parvient  ainsi  à  de  nombreuses  propriétés  des  surfaces  du  second  degré,  et  à  la  sohi- 
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plan  d'homologie  commun  aux  trois  surfaces,  tout  plan  mené  par  Tune  de  ces  Quatre 
droites. 

Concevons  quatre  surfaces  du  second  degré,  inscrites  à  une  même  surface  du  second 
degré. 

On  démontre  que  ces  quatre  surfaces  ont  huit  points  de  symptose  qui  leur  soni  cam^ 
muns;  c  cst-à-dire  qu'il  existe  dans  Tcspacc  huit  points,  dont  chacun  se  trouve  sur  un  plan 
de  symptose  de  chaque  combinaison  des  quatre  surfaces  deux  à  deux. 

De  sorte  que  chacun  de  ces  huit  points  est  le  point  d'intersection  commun  à  six  des 
douze  plans  de  symptose  qu'on  obtient  en  combinant  les  quatre  surfaces  deux  à  deux. 

De  même,  on  démontre  que  les  quatre  surfaces  ont  huit  plans  d'homologie  communs; 
c'est-à-dire  qu'il  existe  huit  plans,  dont  chacun  passe  par  un  centre  d'homologic  des  quatre 
surfaces  prises  deux  à  deux. 

De  sorte  que  chacun  de  ces  huit  plans  contient  six  des  douze  ccntreg  d'homologic,  qu  on 
obtient  en  combinant  les  quatre  surfaces  deux  à  deux. 

Tout  ceci  admis ,  nous  pouvons  donner  un  énoncé  facile  de  la  solution  du  problèoie 
proposé. 

Première  solution.  On  construira  les  huit  plans  d'homologie  communs  aux  quatre  sur- 
faces ,  et  leurs  huit  points  de  symptose  communs. 

On  prendra,  par  rapport  à  Tune  quelconque  A  des  quatre  surfaces,  les  pôles  des  huit 
plans  d'homologic,  et  l'on  joindra,  par  une  droite,  chacun  de  ces  pôles  à  chacun  des  huit 
points  de  symptose;  on  aura  ainsi  soixante-quatre  droites,  qui  rencontreront  la  surface  A 
en  cent  vingt-huit  points,  dont  chacun  sera  le  point  de  contact  d'une  surface  cherchée  avec 
la  surface  A. 

Seconde  solution.  Après  avoir  construit,  comme  pour  la  première  solution,  les  huit  points 
de  symptose,  et  les  huit  plans  d'homologic  communs  aux  quatre  surfaces,  on  prendra  les 
plans  polaires  de  ces  huit  points  de  symptose,  par  rapport  a  l'une  quelconque  A  des  quatre 
surfaces;  ces  huit  plans  polaires  rencontreront  chacun  des  huit  plans  d'homologic  suivant 
huit  droites;  on  aura  ainsi  soixante-quatre  droites,  par  chacune  desquelles  on  mènera 
deux  plans  tangents  à  la  surface  A.  Chaque  point  de  contact  des  cent  vingt -huit  pians 
tangents  ainsi  menés,  sera  le  point  oîi  l'une  des  surfaces  cherchées  touchera  la  surface  A. 

On  voit,  par  chacune  de  ces  deux  constructions,  que  le  problème  admet,  dans  sa  plus 
grande  généralité,  cent  vingt-huit  solutions. 

Il  est  utile  de  remarquer,  pour  la  discussion  des  cas  particuliers,  très-nombreux,  ren- 
fermés dans  ce  problème  général,  et  pour  lesquels  le  nombre  des  solutions  peut  diminuer 
considérablement,  que  ces  solutions  sont  données  seize  à  seize  par  chaque  plan  d'homo- 
logic, ou  par  chaque  point  de  symptose  commun  aux  trois  surfaces.  De  sorte  qu'il  s'éva- 
nouira autant  de  fois  seize  solutions,  qu'il  manquera  de  plans  d'homologic,  ou  de  points 
de  symptose  communs  aux  quatre  surfaces. 

Par  exemple,  si  les  quatre  surfaces  sont  des  sphères,  elles  n'auront  qu'un  point  do 
symptose  (c'est  le  point  que  M.  Gaultier  a  appelé  cenfre  radical  dus  quatre  sphères).  Il  n'y 
aura  done  que  seize  solutions. 
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En  effet,  ces  surfaces  sont  tout  simplement  polaires  réciproques  par  rapport  au  para^ 
bolotde  de  révolution  qui  a  pour  équation 

x'  -4-  y'  =  «. 

Cette  construction  géométrique  des  surfaces  de  Monge  fait  voir  qu*elles  ne  sont  qu*UD 
cas  particulier  d*une  classe  générale  de  surfaces  réciproques ,  qu'on  peut  exprimer  analyti- 
quement  comme  celles-là ,  et  qui,  considérées  géométriquement,  sont  des  polaires  réd" 
proques  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  quelconque. 

Il  est  à  regretter  que  le  Mémoire  de  Monge  n  ait  pas  été  publié.  Il  eût  été  intéressant 
de  connaître  la  voie  qui  Ta  conduit  à  Finvention  de  ses  surfaces  réciproques  ^  et  préei* 
sèment  de  celles  dont  Texpression  analytique  est  la  plus  simple  parmi  une  infinité  d^au- 
tres  ;  de  savoir  si  c'est  la  théorie  des  pôles  dans  les  surfaces  du  second  degré  qui  a  guidé 
ce  grand  géomètre,  et  surtout  quel  usage  il  faisait  de  la  considération  de  ses  surfaces 
réciproques. 

Nous  savons  que  les  courbes  réciproques  lui  ont  offert  un  moyen  de  ramener  aux 
quadratures  l'intégration  des  équations  différentielles  à  deux  variables ,  de  la  forme 
y=xF  {p)-^-f{p)y  F  et  /étant  des  fonctions  quelconques  de  p=  ^  • 

D'après  cela,  il  est  naturel  de  penser  que  Monge  a  imaginé  pour  le  même  usage  les 
surfaces  réciproques;  et  qu'elles  lui  ont  servi  à  intégrer  les  équations  aux  différences 
partielles  à  trois  variables. 

En  effet ,  on  reconnaît  qu'elles  peuvent  être  propres  pour  cet  usage. 

Soit  9  par  exemple,  à  intégrer  l'équation  aux  différences  partielles 

On  la  regardera  comme  appartenant  à  une  surface  Â,  c'est-à-dire,  que  son  intégrale  serait 

l'équation  de  la  surface  A. 

A  récjuation  différentielle  proposée  correspondra  une  équation  appartenant  à  une  sur- 
face A'  réciproque  de  A  ;  cette  équation  sera 

F  (P'.  7'»  P'^'  -^  9'y'  -  ^'i  *'»  y')  =  0. 

Si  cette  équation,  qui  est  différente  de  la  proposée,  est  intégrable,  on  obtiendra  par 
l'intégration  une  équation  f{x\  y\  z')  =  0,  qui  sera  l'équation  finie  de  la  surface  A'. 

On  passera  de  celte  équation,  par  la  voie  de  l'élimination,  à  l'équation  de  la  surface 
réciproque  de  A',  qui  sera  la  surface  A  ;  cette  équation  sera  donc  l'intégrale  de  Téquation 

proposée.    • 

Si  l'équation  proposée  contenait  les  coefficients  différentiels  du  second  ordre  : 

(Pz       ^  (Pz         __  tPz 
rfx*  dxdy  dy* 
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Cette  difficulté  doit  faire  regretter  vivement  que  le  travail  de  Monge ,  qui  avait  déjà  tant 
contribué  aux  progrès  de  la  science  dans  ce  genre  d'Analyse  si  épineuse,  ne  nous  soit 
point  parvenu. 

Nous  avons  dit  que  les  surfaces  réciproques  de  Monge  étaient,  parmi  les  surfaces  po- 
laires  réciproques,  celles  dont  Fexpression  analytique  était  la  plus  simple.  Nous  devons 
ajouter  qu'il  est  une  autre  espèce  de  surfaces  réciproques,  analogues  à  celles  de  Monge, 
qui  sont  d'une  égale  simplicité  dans  leur  expression  analytique,  mais  qui  ne  font  point 
partie  des  surfaces  polaires. 

Voici  les  relations  de  ces  nouvelles  surfaces  réciproques  : 

Xy  y,  z  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'une  première  surface,  et  x',  y\  z*  les  coor- 
données du  point  correspondant  de  la  surface  réciproque,  on  aura 

«'  =  ?»    y'  =  —P^    2'  =  — px  — 7y-vz, 
et 


'^f      _/-.' 


^=9'     y="-P^    z^—px—qy-^z. 

Ces  formules  pourront  servir,  comme  celles  de  Monge,  pour  l'intégration  des  équations 
aux  différences  partielles  ;  et  il  pourra  arriver  qu'elles  conviennent  dans  des  cas  où  les 
autres  ne  conviendraient  pas,  c'est-à-dire,  ne  conduiraient  pas  à  une  équation  intégrable. 
Car  l'équation  proposée  étant 

on  la  transforme,  par  les  formules  de  Monge  en  celle-ci  : 

et,  par  les  nouvelles  formules ,  en  la  suivante  : 

F  (?'.  -  P\  -  P'^'  -  nY  -^  ^\  -  y\  ^')  =  0. 

Il  est  possible  que  celte  seconde  équation  se  prête,  plus  facilement  que  la  précédente,  aux 
méthodes  d'intégration. 

Les  relations  des  coefficients  diiférentiels  du  second  ordre  sont  aussi  simples  que  dans 
les  formules  de  Monge.  On  les  obtient  en  différentiant  successivement  les  deux  équations 
X  ==  q'y  y=  —  p',  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport  à  y,  et  en  regardant  q'  et  p'  comme 
fonctions  de  x'  et  y'.  On  a  ainsi  quatre  équations,  dont  trois  comportent  la  quatrième, 
et  d'où  l'on  tire  les  expressions 

r'  = -,       «'  = -,      ('= -, 

rt  --s  rt  —  «'  rt  —  «* 

et 

_^       r'  s'  t' 


rr  -  «"  rY  —  «'•  rr—  s 
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assez  long.  Pour  les  former,  nous  représenterons  par  le  symbole  (A'  B"  G'")  le  polynème 

A'  (B"C'"  —  B'"C")  -^  A"  (B'"C'  —  B'C")  -^  A'"  (B'C"  —  B"C')  ; 

par  (B'  C"  A'")  ce  que  devient  ce  polynôme  quand  on  y  change  A'  en  B',  B"  en  C,  C" 
en  A'";  et  ainsi  des  divers  autres  polynômes  semblables,  faits  avec  les  seize  coefficieoU 
A,  B,  C,  D;  A',  B',  C,  D';  A",  B",  C",  D' et  A' ',  B  ",  C",  D",  pris  trois  à  trois.  On  aura, 
d  après  cette  notation  abrégée,  les  expressions  suivantes  dep',  9',  p  et  9  : 


(i)  ,    .    .    . 


(2).    .    .    . 


P'  =  - 


9  = 


P  =  — 


9  = 


(D'A"B'")  X  —  (D"A'"B)  y  -+-  (D"'AB')  z  —  (DA'B")' 
(CD"A"0  X  —  {C'D'"\)  y  -♦-  (C^^DAQ  z  —  (CD^A^Q , 
(D'A"B'")  X  —  (D"A"'B)  y  -♦-  (D'"AB')  z  —  (DA'B")  * 


(B'"CD')  x'-  (C"'DA')  y'  -+-  (D'"AB')  z'—  (A'"BC') 
(BC^D^  x^— (CD"V^^)y  -4-  {^S!'B"')z'—{kS:'Q:") 
(B'"CD')  x'  —  (C'"DA')  y'  -^  (D'"AB')  z'  —  (A'"BC') 


Pour  mieux  apercevoir  les  rapports  qu'ont  entre  elles  les  expressions  de  p',  9',  p,  ç, 
représentons  par  les  lettres  a,  6,  c,  d;  a',  6',  c',  eic,  les  différents  polynômes  qui  sont  les 
coefficients  de  ces  expressions  ;  de  manière  que  Ion  ait  : 


a    = 

{B'C'D"'), 

6 (C'D"A"').    c    — 

{D'A"B"'), 

d  » 

{A'B'C'"), 

0'   =- 

-(B"C"'D), 

6'   =      (C"D"'A),    c'   = 

-(D"A"'B), 

d'  =■ 

-(A"B"'C), 

0"  = 

(B"'CD'), 

6"  =_(C"'DA'),    c"  = 

(D"'AB'), 

<i"=- 

(A"'BC'), 

0'"  = 

(BG'D"), 

6'" (CD'A"),    c"'  = 

(DA'B"). 

D'après  cela,  les  expressions dep',  gSp,  9  seront 


P'  =  - 


,'=,_ 


p  =  — 


?  =—  :; 


ax 

-*-  a'y 

+  a"z 

—  0'" 

ex 

-H  e'y 

-He"z 

—  c'" 

6x 

+  6'y 

+  6"z 

—  6'" 

ex 

-♦-  e'y 

-4-e"2 

—  c"' 

ax' 

-Hty' 

-+-  cz' 

—  d 

o'V 

-V-  6"y' 

-+-  c"z' 

—  «i" 

a'x' 

+  6'y' 

+  c'z' 

-d' 

o"x'  -^  6"y'  -♦-  d'z'  —  d" 


Dans  les  formules  de  Monge,  il  y  a  une  parfaite  réciprocité  entre  les  valeurs  de  x',  y',  «', 
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NOTE  XXXI. 


(cinquième  époque,  §  48.) 


Propriétés  nouvelles  des  surfaces  du  second  degré,  analogues  à  celles  des  foyers 

dans  les  coniques. 

S  I.  Propriétés  des  coniques  excentriques  d'une  surface  du  second  degré. 

(1)  «  La  tangente  et  la  normale,  menées  par  chaque  point  d'une  conique,  vont  rançon- 
»  trer  chacun  des  deux  axes  principaux  de  la  courbe  en  deux  points,  qui  sont  conjugués 
»  harmoniques  par  rapporta  deux  points  Cxes; 

»  Ces  deux  points  fixes  sont  réels  sur  le  premier  axe  de  la  courbe;  ce  sont  les  deux 
»  foyers;  et  ils  sont  imaginaires  sur  le  second  axe  ^  » 

Voici  le  théorème  analogue  dans  les  surfaces  du  second  degré  : 

La  normale  et  le  plan  tangent,  menés  en  un  point  quelconque  d'une  surface  du  second 
degré,  rencontrent  chacun  des  trois  plans  diamétraux  principaux  de  la  surface  ^,  en  un 
point  et  suivant  une  droite; 

Ce  point  est  toujours  le  pôle  de  la  droite,  par  rapport  à  une  certaine  conique,  située 
dans  le  plan  principal; 

Sur  le  plan  du  grand  et  du  moyen  axe  de  la  surface,  cette  conique  est  une  ellipse; 

Sur  le  plan  du  grand  et  du  petit  axe,  elle  est  une  hyperbole; 

Et  sur  le  plan  du  moyen  et  du  petit  axe,  elle  est  toujours  imaginaire. 

(3)  On  peut  encore  considérer  comme  correspondant,  à  la  propriété  des  coniques  que 
nous  avons  énoncée ,  le  théorème  suivant  : 

Si,  en  chaque  point  d'une  surface  du  second  degré,  on  mène  la  normale  à  la  surface,  et 
les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en  ce  point,  ces  trois  droites  iront 
rencontrer  chacun  des  trois  plans  diamétraux  principaux  de  la  surface  en  trois  points,  qui 
seront  tels  que  la  polaire  de  chacun  d'eux,  prise  par  rapport  à  une  certaine  conique  située 
dans  ce  plan,  passera  par  deux  autres. 

*.  Ces  deux  points  donnent  lieu  à  deux  foyers  imaginaires  sur  le  second  axe.  De  sorte  qu'on  peut  dire  qtM  la 
conique  a  quatre  foyers,  dont  deux  toujours  réels,  situés  sur  le  grand  axe,  et  deux  toujours  imaginaires,  situés 
sur  le  petit  axe. 

'  Nous  supposons  que  la  surface  a  un  centre;  mais  les  théorèmes  que  nous  allons  énoncer  s'appliqueront 
d'eux-mêmes  aux  paraboloYdes. 
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(7)  Nous  appellerons  ces  trois  courbes  les  coniques  excentriques,  ou  les  coniques  focales 
de  la  surface  *. 

Ainsi,  de  même  qu'une  section  conique  a  deux  couples  de  foyers ,  ou  deux  excentri- 
cités ,  dont  Tune  imaginaire;  de  même  une  surface  du  second  degré  a  trois  coniques  focales, 
ou  excentriques  y  dont  deux  réelles  et  la  troisième  imaginaire  ^. 

(8)  On  voit,  par  la  construction  que  nous  avons  donnée  des  coniques  excentriques  d*une 
surface  du  second  degré,  que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes 
foyet^Sy  elles  ont  les  mêmes  coniques  excentriques;  et  réciproquement,  quand  deux  surfaces 
ont  une  même  conique  excentrique,  elles  ont  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes 
foyers. 

(9)  Maintenant  que  la  déCnition  et  la  construction  des  coniques  excentriques  d*une 
surface  du  second  degré  sont  bien  entendues ,  nous  allons  exposer  plusieurs  propriétés 
de  ces  courbes,  et  montrer  leur  analogie  avec  certaines  propriétés  des  foyers  dans  les 
coniques. 

«  Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  conique ,  les  deux  droites ,  dont  Tune  divise  en 
»  deux  également  cet  angle,  et  Tautre  son  supplément,  vont  rencontrer  chacun  des  deux 
»  axes  principaux  de  la  courbe  en  deux  points,  qui  sont  conjugués  harmoniques  par 
»  rapport  aux  deux  foyers  situés  sur  cet  axe.  » 

*  J^emploierai  la  première  de  ces  deux  expressious,  quoique  j'eusse  préféré  la  seconde,  à  cause  de  st  plus 
parfaite  analogie  avec  les  foyws  des  coniques  et  les  lignes  focales  des  cônes.  Mais  le  nom  de  focale  ayant  été 
donné  par  M.  Quetelel  à  une  courbe  du  troisième  degré,  qui  est  le  lieu  des  foyers  des  sections  planes  faites  d^one 
certaine  manière  dans  un  cône  du  second  degré,  je  ne  puis  me  servir  ici  de  ce  mot  pour  désigner  d'autres  lignes 
courbes. 

Je  proposerais  d'appeler  ces  focales  du  troisième  degré  focùkles  ou  plutôt  focoUquts ,  conformément  aux  idées 
de  M.  Ch.  Dupin  sur  la  nomenclature  de  la  Géométrie  (Développements  de  Géométrie;  Notes  à  la  suite  du 
quatrième  Mémoire). 

Alors  on  consacrerait  Texpression  de  coniques  focales^  ou  simplement  de  focales,  aux  deux  courbes  qui  joaent, 
dans  les  surfaces  du  second  degré,  le  même  rôle  que  les  foyers  dans  les  coniques. 

Kt,  lorsque  Ton  considérerait  ces  deux  courbes  Tune  par  rapport  à  Pautre,  et  sans  parler  de  la  surface  à  liqaelie 
etlrs  appartiennent,  on  pourrait  les  appeler  focales  conjuguées. 

*  Il  paraîtra  sans  doute  extraordinaire  de  nous  entendre  dire  que,  de  deux  excentricités  des  coniques, fuite  eff 
imaginaire^  et  de  trois  coniques  excentriques  des  surfaces  du  second  degré,  une  seule  aussi  est  imaginaire, 
quand  on  sait  fort  bien  que  les  imaginaires  ne  peuvent  jamais  marcher  que  par  couples.  Aussi  nous  devons  dire 
qij*il  existe  dans  les  coniques  un  troisième  couple  de  foyers,  qui  sont  toujours  imaginaires  et  toujours  situés  à 
rinllnl. 

Os  foyers  n'ont  point  encore  été  aperçus,  parce  que  l'on  n'a  point  cherché  à  remonter,  dans  l'étude  des 
coniques,  ft  la  véritable  origine  de  leurs  foyers  proprement  dits,  et  à  l'analogie  qui  peut  avoir  lieu  entre  leurs 
propriétés  siiéciales  et  les  propriétés  générales,  relatives  à  tout  autre  point  pris  dans  le  plan  de  la  courbe. 

I^arrlilenient  il  existe,  dans  chaque  surface  du  second  degré,  une  quatrième  conique  excentrique,  toqjoors 
Imaginaire,  et  située  à  rinllni. 

Il  nouN  est  inutile  Ici  de  considérer  le  troisième  couple  de  foyers  des  coniques,  ni  la  quatrième  cooiqae 
^%vv\\iv\i\\\^  dfs  surfaces. 

Nou»  l'NHuieronH,  dans  un  autre  moment,  de  présenter  les  propriétés  générales  des  coniques,  et  celles  des 
ofMfttH'n  du  iM*cond  degré,  d'où  dérivent  les  propriétés  particulières  aux  foyers  ti  aux  coniques  eaicentriques» 
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«  Par  un  point  on  peut  faire  passer  deux  coniques  qui  aient  pour  foyers  communs 
»  deux  points  donnés;  Tune  est  une  ellipse,  lautre  une  hyperbole;  elles  se  coupent  à 
»  angles  droits,  et  les  tangentes  à  ces  courbes,  en  chaque  point  d'intersection,  divisent  en 
B  deux  également  Tangle  et  son  supplément,  formés  par  les  deux  droites  menées  de  ce 
»  point  aux  foyers  des  courbes.  » 

Pareillement  : 

Par  un  point  quelconque  de  l'espace,  on  peut  faire  passer  trois  surfaces  du  second  degré, 
qui  aient  pour  conique  excentrique  commune  une  conique  donnée;  la  première  est  un  ellip^ 
solde,  la  deuxième  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  la  troisième  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes; 

Ces  trois  surfaces  se  coupent  deux  à  deux  à  angle  droit;  les  trois  tangentes  à  leurs 
cj&urbes  dHntersectioti,  au  point  donné,  sont  les  axes  principaux  du  cène  qui  a  son  sommet 
en  ce  point,  et  pour  base  la  conique  excentrique; 

Et  les  lignes  focales  du  cône  sont  ks  deux  génératrices  de  thyperboloïde  à  une  nappe  qui 
se  croisent  en  son  sommet. 

Ajoutons  que  les  courbes  d'intersection  de  ces  surfaces,  prises  deux  à  deux,  sont  des 
lignes  de  courbure  de  ces  surfaces.  Ce  qui  a  déjà  été  démontré  par  MM.  Dupin  et  Binet. 

(31)  Ce  théorème  est  susceptible  de  nombreuses  conséquences.  Car  il  en  résulte  q 
la  plupart  des  propriétés  relatives  à  une  surface  et  à  sa  conique  excentrique,  donnent  lieu^^ 
à  des  propriétés  relatives  à  deux  ou  a  plusieurs  surfaces  qui  ont  la  même  conique  excen 
trique. 

(52)  Ainsi  du  théorème  (11)  on  conclut  que  : 

Qtiand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  même  conique  excentrique,  si  l'on  pri 
un  point  quelconque  de  l'espace  pour  sommet  commun  de  deux  cônes,  circonscrits  respecti 
vement  aux  deux  surfaces,  ces  deux  coûtes  auront  les  mêmes  axes  principaux  et  les  mime 
lignes  focales; 

Ces  trois  axes  principaux  seront  les  normales  aux  trois  surfaces  qu'on  pourrait  fai\ 
passet*  par  le  sommet  commun  des  cônes,  et  qui  auraient  les  mêmes  comiques  excentriques 
q%ie  les  deux,  surfaces  proposées; 

Et  les  deux  lignes  focales  seront  les  génératrices  de  Vhyperboloïde  à  une  nappe  qui  sera 
l'une  de  ces  trois  surfaces. 

(33)  On  conclut  de  ce  théorème  que  : 
Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  même  conique  excentrique,  de  quelque  point 

de  l'espace  qu'on  les  considère,  leurs  contours  apparents  semblent  se  couper  à  angles  droits  *. 

(34)  Et,  par  conséquent,  deux  telles  surfaces  sont  propres  à  former  les  deux  nappes,  lieu 
des  centres  de  courbure  d'une  certaine  surface  unique. 

(35)  Quand  le  sommet  des  cônes  est  à  Tinfini,  le  théorème  (33)  donne  lieu  ftusui- 

*  J*ai  déjà  démontré  ce  théorème,  pour  deux  surfaces  de  révolution,  dans  mon  Mémoire  sur  les  propriétés 
générales  de  ces  surfaces,  et  pour  deux  surfaces  quelconques,  ainsi  que  je  l'énonce  ici,  dans  on  Mémoire  sur 
la  Construction  des  normales  à  diverses  courbes  mécaniques^  présenté  à  la  Société  pbilomathique,  en  avril  1830. 
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happes.  Pour  l^énoncer,  nous  appellerons  points  correspondants  des  surfoees  deux  points 
dont  les  coordonnées,  suivant  chaque  axe  principal ,  sont  proportionelles  aux  demi-diamè- 
tres des  surfaces  y  dirigés  suivant  cet  axe.  D'après  cela  : 

QfMnd  deux  surfaces  du  second  degrés  de  même  espèce,  ont  une  même  conique  eaccen* 
trique,  deux  demi-diamètres  de  ces  surfaces,  aboutissant  à  deux  points  carrespandaniê, 
ont  la  différence  de  leurs  carrés  constante. 

(40)  On  déduit,  de  ce  théorème,  une  autre  propriété  remarquable  des  surfiM^es  qui 
ont  les  mêmes  coniques  excentriques,  et  qui,  considérée  particulièrement  dans  les  ellip- 
soïdes, est  le  fondement  du  beau  théorème  de  M.  Ivory  sur  Tattraetion  de  ces  corps. 
C'est  que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degrés  de  même  espèce,  ont  les  mêmes  coniques 
excentriques  y  la  distance  entre  deux  points,  pris  arbitrairement  sur  ces  deux  surfaces 
respectivement  y  est  égale  à  la  distance  des  deux  points  correspondant  à  ces  deux  pre^ 
miers. 

(41)  Nous  allons  terminer  ce  paragraphe  par  deux  théorèmes  qui  ont  aussi,  comme 
celui-là ,  leur  application  dans  la  théorie  de  lattraction  des  ellipsoïdes. 

Mac-Laurin  a  démontré  que  :  «  Quand  deux  ellipses  sont  décrites  des  mêmes  foyers»  si, 

>  par  un  point  pris  sur  un  de  leurs  axes  principaux ,  on  mène  deux  transversales  qui  fas- 

>  sent  avec  l'autre  axe  des  angles  dont  les  cosinus  soient  entre  eux  comme  les  diamèlres 

>  des  deux  ellipses,  dirigés  suivant  ce  second  axe,  les  segments  interceptés  sur  ces  deux 
»  transversales,  par  les  deux  ellipses  respectivement,  seront  entre  eux  comme  leurs  diamè- 
»  très  dirigés  suivant  le  premier  axe.  »  (Art.  648  du  Traité  des  Fluxions,  de  Mac-Laurin.) 

On  peut  donner  au  théorème  analogue,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  un  énoncé 
plus  étendu  et  plus  complet.  Le  voici  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  les  mêmes  coniques  excentriques;  si  y  par  un 
point  fixe,  pris  sur  l'un  de  leurs  axes  principaux,  on  mène  arbitrairement  une  transver^ 
sale  à  travers  la  première  surface  ;  puis  une  seconde  transversale  déterminée  par  la  conr' 
dition  que  les  cosinus  des  angles  que  les  deux  transversales  feront  avec  diacun  des  deux 
autres  axes  principaux  soient  entre  eux  comme  les  diamètres  des  surfaces  dirigés  suivant 
dMcun  de  ces  axes  ;  il  arrivera  que  : 

l"*  Les  segments  interceptés  sur  les  deux  transversales,  par  les  deux  surfaces  respectif- 
vement,  seront  entre  eux  comme  les  deux  diamètres  des  surfaces,  dirigés  suivant  le 
premier  axe  principal  ; 

2**  Les  sinus  des  angles  que  les  deux  transversales  feront  avec  ce  premier  axe  prin- 
cipal, seront  entre  eux  comme  les  diamètres  des  deux  surfaces,  qui  passeront  par  les 
points  oti  les  deux  transversales  perceront  le  plan  diamétral  perpendiculaire  à  ce  premier 
axe; 

3"  Ces  deux  diamètres  seront,  dans  les  deux  surfaces ,  correspondant  entre  eux. 
(42)  Ge  théorème  peut  servir  à  démontrer  très-facilement  le  théorème  de  Mac-Laurin» 
concernant  l'attraction  des  ellipsoïdes  sur  les  points  situés  sur  leurs  axes  principaux 
(art.  6S3  du  Traité  des  Fluocions);  cette  démonstration  est  directe,  et  ne  nécessite  pas» 
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cipaux.  Il  serait  intéressant  de  connaître  les  théorèmes  généraux  relatifs  à  des  positions 
tout  à  fait  arbitraires  de  ce  point  et  de  cette  droite  dans  Tespace,  desquels  chéorèmes 
généraux  se  déduiraient, comme  cas  particuliers,  ceux  que  nous  avons  énoncés  (41  et  43). 
Nous  signalons  ce  sujet  de  recherches,  dans  l'intérêt  de  la  Géométrie,  et  aussi  parce 
que  nous  croyons  que  ce  serait  un  moyen  de  trouver  directement,  par  la  Géométrie  et 
sans  se  servir  du  théorème  de  M.  Ivory,  lattraction  des  ellipsoïdes  sur  des  points  exté- 
rieurs quelconques,  comme  nous  avons  dit  que  le  théorème  (41)  donne  Tattraction  sur 
des  points  situés  sur  les  axes  principaux. 


§  III.  Système  de  surfaces  du  second  degré  ayani;  les  mêmes  coniques 

EXCENTRIQUES. 

(46)  c  On  peut  décrire,  dans  un  plan,  une  inGnité  de  coniques  qui  aient  pour  foyers 
»  communs  deux  pointas  donnés  ;  elles  forment  deux  séries  d'ellipses  et  d'hyperboles  ; 
»  chaque  ellipse  coupe  en  quatre  points, et  à  angle  droit,  chacune  des  hyperboles.» 

Pareillement  : 

On  peut  former  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré,  qui  aient  toutes  pour  conique 
excentrique  commune  une  conique  donnée;  toutes  ces  surfaces  se  partagent  en  trois  groupes; 
dans  le  premier,  ce  sont  des  ellipsoïdes;  dans  le  second,  des  hyperboloïdes  à  une  nappe;  et 
dans  le  troisième,  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes; 

Deux  surfaces  quelconques ,  appartenant  à  deux  groupes  différents ,  se  coupent  partout 
à  angle  droit  ;  et  leur  ligne  d'intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  chacune  des  deux 
surfaces  ; 

Trois  surfaces  quelconques,  appartenant  respectivement  aux  trois  groupes,  se  coupent 
en  huit  points  ; 

En  chacun  de  ces  points  les  normales  aux  surfaces  sont  les  axes  principaux  du  cône 
qui  a  ce  point  pour  sommet  et  qui  passe  par  l'une  des  coniques  excentriques  communes  aux 
trois  surfaces  ; 

Et  les  deux  génératrices  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  en  ce  point,  sont  les  deux  lignes 
focales  de  ce  cône, 

(47)  «  Plusieurs  coniques,  décrites  des  mêmes  foyers,  jouissent  de  toutes  les  pro- 
»  priétés  d'un  système  de  coniques  inscrites  à  un  même  quadrilatère  :  les  côtés  du 
»  quadrilatère  sont  imaginaires,  mais  deux  de  ses  sommets  opposés  sont  réels,  ce  sont 
»  les  deux  foyers  ;  et  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  peut  être  considérée  comme  Tune 
»  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère.  » 

Cette  propriété  capitale  des  coniques  décrites  des  mêmes  foyers ,  dont  M.  Poncelet  a 
déjà  fait  usage,  peut  être  la  source  d'un  grand  nombre  de  propriétés  de  ces  courbes;  et 
de  ces  propriétés  peuvent  se  déduire,  comme  cas  particuliers,  celles  des  foyers  par 
rapport  h  chaque  conique. 

Pareillement  : 
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(52)  Qiiand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  ont  les  mêmes  coniques  eoxeniriques^  $i, 
par  une  droite  quelconque  de  l'espace,  on  letir  mène  des  plans  tangents,  les  normales  à  ces 
surfaces,  menées  par  leurs  points  de  contact  avec  ces  plans  y  formeront  un  paraboloïde 
hyperbolique. 

(53)  Si  la  droite  par  laquelle  sont  menés  les  plans  tangents  est  normale  à  Tune  des 
surfaces,  le  paraboloïde  deviendra  une  conique;  et  les  points  de  contact  des  plans  tangents 
aux  surfaces  seront  sur  une  courbe  plane,  du  quatrième  degré. 

Et  si  la  droite  est  située  d^une  manière  quelconque  dans  un  des  plans  principaux  des 
surfaces,  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  cette  droite  seront  sur  iine 
circonférence  de  cercle. 

(54)  Quand  plusieurs  surfaces  ont  mêmes  coniques  excentriques;  si  un  point  quelconque 
de  l'espace  est  regardé  comme  le  sommet  commun  d'autant  de  cônes  circonscrits  à  ces  sur^ 
faces,  les  plans  des  courbes  de  contact  envelopperont  une  surface  développable,  qui  Jouira 
de  la  propriété  que  chacun  de  ses  plans  tangents  la  coupera  suivant  une  conique;  les  trois 
plans  principaux  des  surfaces,  et  les  trois  plans  principaux  communs  aux  cônes  qui  leur 
seront  circonscrits  (32),  seront  des  plans  tangents  de  cette  développable; 

Cette  surface  est  du  quatrième  degré,  et  son  arête  de  rebroussement  est  la  courbe  à  double 
courbure^  du  troisième  degré. 

(55)  Quand  plusieurs  surfaces  ont  mêmes  coniques  excentriques;  si,  d'un  point  quel- 
conque  de  l'espace,  on  abaisse  des  noi*males  sur  ces  surfaces  : 

1®  Ces  normales  formeront  un  cône  du  second  degré; 

^  Les  plans  tangents  aux  surfaces,  menés  par  les  pieds  des  normales,  formeront  une 
développable  du  quatrième  degré. 

(56)  Quand  plusieurs  surfaces  ont  les  mêmes  coniques  excentriques;  si,  d'un  point  pris 
dans  l'un  de  leurs  plans  principaux,  on  abaisse  des  normales  sur  ces  surfaces  : 

1^  Toutes  ces  normales  seront  situées  dans  deux  plans,  dont  l'un  sera  le  plan  principal, 
et  l'autre  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  principal; 

^  Les  pieds  des  normales  comprises  dans  le  plan  principal  seront  sur  une  courbe  du 
troisième  degré ,  qui  est  celle  que  M,  Quetelet  a  appelée  focale  à  fiosud  ^  ; 

Z*  Les  pieds  des  normales  comprises  dans  le  second  plan  sont  sur  une  circonférence  de 
cercle,  qui  a  pour  diamètre  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe  sur  la  polaire  de  ce 
point,  prise  par  rapport  à  la  conique  excentrique  située  dans  le  plan  principal  ou  ce  point 
est  place; 

4^  Enfin  les  plans  tangents  aux  surfaces,  menés  par  les  pieds  des  premières  normales, 
enveloppent  tm  cylindre  parabolique;  et  les  plans  tangents,  menés  par  les  pieds  des  autres 
normales,  passent  tous  par  une  même  droite,  située  dans  le  plan  principal. 

Si  Ton  conçoit,  menée  par  le  point  fixe,  une  conique  concentrique,  semblable  et  sembla- 
blement  placée  à  la  conique  excentrique,  le  plan  dans  lequel  sont  les  secondes  normales 
sera  normal  à  celte  conique. 

'  M.  Quetelet  a  trouvé  cette  courbe  comme  lieu  géométrique  des  sections  faites  dans  un  cône  droit  y  par  des 
plan»  menés  par  une  même  droite,  tangente  au  cône  et  perpendiculaire  à  l'une  de  ses  arêtes. 
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NOTE  XXXII. 


(cinquième  époque,  s  49.) 


Théorèmes  analogues^  dans  les  surfaces  du  second  degré,  aux  théorèmes 

de  Pascal  et  de  M.  Brianchon  dans  les  coniques. 

(1)  Soit  un  hexagone  inscrit  à  une  conique.  Ses  trois  côtés  de  rang  impair,  prolongés 
jusqu'à  leur  rencontre,  forment  un  triangle;  et  les  côtés  de  rang  pair  sont  trois  cordes 
de  la  conique,  comprises  respectivement  entre  les  trois  angles  de  ce  triangle.  Le  théorème 
de  Pascal  exprime  que  ces  trois  cordes  rencontrent  respectivetnent  les  trois  côtés  opposés 
du  triangle  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  donc,  pour  exprimer  le  théorème  de  Pascal,  substituer,  à  la  considération  de 
l'hexagone ,  celle  d'un  triangle  tracé  dans  le  plan  d'une  conique. 

C'est  en  envisageant  sous  ce  point  de  vue  ce  théorème,  que  nous  allons  le  transporter 
aux  surfaces  du  second  degré,  où  son  analogue  sera  une  propriété  d'un  tétraèdre  dont  les 
nrètcs  rencontrent  une  surface  du  second  degré. 

(2)  Voici  quel  est  ce  théorème  : 

Quand  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre,  placé  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  ren- 
contrent  une  surface  du  second  degré  en  douze  points,  ces  douze  points  sont  trois  à  trais 
sur  quatre  plans,  dont  chacun  contient  trois  points  appartenant  aux  trois  arêtes  issues  d'un 
méine  sommet  du  tétraèdre; 

Ces  quatre  plans  rencontrent  respectivement  les  faces  opposées  à  ces  sommets,  suivant 
quatre  droites  qui  sont  les  génératrices,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  hyperboUndie 
à  une  nappe. 

On  peut  former  plusieurs  systèmes  de  quatre  plans  qui  contiennent,  trois  par  trois,  les 
douze  points  de  rencontre  des  arêtes  du  tétraèdre  et  de  la  surface;  le  théorème  aura  Heu 
pour  chacun  de  ces  systèmes.  Par  exemple ,  si  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  sont  dans 
|*intérieur  de  la  surface,  on  pourra  prendre  les  quatre  plans  en  question  de  manière  que 
chacun  d'eux  contienne  les  trois  points  où  les  arêtes,  issues  de  chaque  sommet  respeeU- 
vitrnent,  et  non  les  prolongements  de  ces  arêtes,  rencontrent  la  surface. 

Oifttti  propriété  du  tétraèdre,  considéré  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  cor* 
ri*M\Hn\Ai  comme  on  voit,  &  la  propriété  du  triangle  tracé  dans  le  plan  d'un  conique,  qui 
it%i  i^xpriinée  par  le  théorème  de  Pascal  ;  et  c'est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  présentons 
\ii  Uiéorème  ci-dessus  comme  l'analogue,  dans  l'espace,  de  celui  de  Pascal. 


I 


NOTES.  44)1 

St.  1^  six  arêtes  du  tétraèdre  sont  tangcnics  à  la  surface  du  second  degrés  il  n'y  aura 
qu^un  seul  système  de  quatre  plans  qui  conliendront,  trois  par  trois,  les  six  points  de  con- 
tact ;  ^t  le  théorème  deviendra  celui-ci  : 

(3^  Quand  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  sont  tangentes  à  une  surface  du  second  degré ^  le 
plasè^  des  trois  points  de  contact  des  arêtes  issues  d'un  même  sommet  rencontre  la  face  du 
téir^^^r^j  opposée  à  ce  sommet,  suivant  une  droite;  et  les  quatre  droites  ainsi  déterminées 
appuwtimnent  à  un  même  hyperboloïde  à  une  nappe  ^ 

(J^y  Si  le  tétraèdre  proposé  est  inscrit  à  la  surface  du  second  degré ,  on  pourra  consi- 
dérer chacun  de  ses  sommets  comn^e  situé  au  dehors  de  la  surface,  mais  infiniment  voisin 
d'elle  ;  les  trois  points  par  où  lies  arêtes  issues  de  ce  sommet  pénétreront  jdaojya  surface 
détermineront  son  plan  tajigent;  et  Ton  conclut  de  là  le  théorème  suiyàptV**V  t^    ^  "  x 

Qwum:»^  un  tétraèdre  est  inscrit  à  une  surface  du  second  degré,  le^plàns  pnffmli»:tff€!iiès 
par  ^^s    sommets  rencontrent  respectivement  les  plans  des  faces  ompùsées^  suivant  qu^tr^\ 
droii^^  Qui  sont  des  génératrices  d'un  même  hyperboloïde"^.  y     \         ^'~ »'   / f  J  "  il 

(5^  X^e  théorèipe  de  H.  Brianchon  consiste  en  ce  que  dans  touti^exçgqfie  circonscfit  4/ 
yne  c€^T9rique,  les  trois  diagonales  qui  joignent  un  à  un  ks  sommets  h'ppoiés l^céHçi&rént^m 
un  nM^^wMe point.  Considérons  les  sommets  de  rang  impair:  ils  déterminehl'titi  trfâJigle,  de 
position  tout  à  fait  arbitraire  par  rapport  à  la  conique.  Chacun  des  sommets  de  rang  pair 
de  l*h^^cdgone  est  le  point  d'intersection  de  deux  tangentes  issues  de  deux  sommets  du 
triaoc^l^^  ^quon  joigne  ce  point,  par  une  droite,  au  troisième  sommet  du  triangle,  on 
aura  aJix^si  trois  droites  qui  concourront  en  un  même  point.  Cette  proposition,  qui  n'est, 
sous  un  autre  énoncé,  que  le  théorème  de  M.  Brianchon,  est  une  propriété  d'un  triangle 
queloon<|ue  tracé  dans  le  plan  d'une  conique. 

(ô)    On  a  pareillement,  dans  l'espace,  le  théorème  suivant  : 

Si  9  r>ar  les  arêtes  d'un  tétraèdre,  placé  d^une  manière  quelconque  dans  l'espace,  on  mèite 
doU^^  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  ces  douzes  plans  se  rencontrent  trois 
à  irotg  en  quatre  points,  dont  chacun  est  l'intersection  de  trois  plans  menés  par  les  arêtes 
eosHprf>^x  ju^  t«»c  face  du  tétraèdre; 

l^*clro«7e«  qui  joignent  ces  quatre  points  respectivement  aux  sommets  opposés  à  ces  faces, 
soihi  quuir'e  génératrices,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
Tel  es.^  ^^  théorème  qui  peut  être  considéré  comme  l'analogue,  dans  l'espace,  de  celui 
de  H.  Bri^ncbjon. 

^^  pourra  former,  de  différentes  manières,  le  système  de  quatre  points  qui  sont  les 
inl^ections»  trois  par  trois,  des  douze  plans  tangents  à  la  surface  du  second  degré. 

(J)  Si  les  arêtes  du  tétraèdre  sont  tangentes  à  la  surface,  il  n'y  aura  qu'un  seul  système 
de  quat^^  points;  et  le  théorème  s'exprimera  ainsi  : 

v^^^^'^cC  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  sont  tangentes  à  une  surface  du  second  degré,  les 

^  V^\  ^éj^  déduit  ce  théorème  d*un  autre  plus  général ,  et  différent  du  théorème  ci-dessus,  dans  le  tom.  XIX 
dei  Annale*  de  Mathématiques,  p.  79. 

*  1W«  Stcincr  et  Bobillier  (voir  Annales  de  Mathématiques,  tom.  XVIII,  p.  336),  et  nous,  ensuite  (iUd. 
\oak.ini,  p.  67),  avons  déjà  démontré  ce  théorème  de  diverses  manières. 

SI 
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plans  tangents  à  la  surface,  menés  par  les  arêtes  comprises  dans  une  même  face  du  tétraèdre^ 
se  rencontrent  en  un  point;  que  ce  point  soit  joint,  par  une  droite,  au  sommet  opposé  à 
cette  face  :  on  aura  ainsi  quatre  droites  qui  seront  des  génératrices,  d'un  même  mode  de 
génération,  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

(8)  Si  le  tétraèdre  proposé  est  circonscrit  à  la  surface ,  le  théorème  général  donnera» 
comme  corollaire ,  le  suivant  : 

Quand  un  tétraèdre  est  circonscrit  aune  surface  du  second  degré,  les  droites  quijoigneni 
ses  sommets  respectivement  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés,  sont  quatre  généra'- 
trices,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

(9)  L ensemble  d'un  tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  degré,  situés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  présente  diverses  autres  propriétés,  différentes  de  celles  qui 
sont  exprimées  par  les  deux  théorèmes  généraux  (2)  et  (6),  et  qui,  comme  elles,  corres- 
pondent à  des  propositions  de  Géométrie  plane.  Nous  rappellerons  ici  le  double  théorème 
suivant,  que  nous  avons  démontré  dans  les  Annales  de  M.  Gergonne  (tom.  XIX,  p.  76), 
et  qui  nous  parait  plus  fécond,  en  conséquences,  que  ces  deux  théorèmes  (2)  et  (6)  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  tétraèdre  et  une  surface  du  second  degré  : 

1®  Les  droites  qui  joindront  les  sommets  du  tétraèdre  respectivement  aux  pôles  des  faces 

opposées,  pris  par  rapport  à  la  surface,  seront  quatre  génératrices,  d'un  même  mode  de 

génération,  d'un  hyperboloïde; 

2®  Les  droites  d'intersection  des  faces  du  tétraèdre,  respectivement  par  les  plans  polaires 

des  sommets  opposés,  sont  quatre  génératrices,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  second 

hyperboloïde. 

(10)  Voici  encore  une  propriété  générale  du  tétraèdre,  qui  peut  faire  partie  de  la  même 
théorie  que  les  précédentes  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  tétraèdre  et  une  surface  du  second  degré  : 
i""  Le  plan  polaire  de  chaque  sommet  du  tétraèdre,  pris  par  rapport  à  la  surface,  ren- 
contre les  trois  arêtes  adjacentes  à  ce  sommet  en  trois  points  ;  on  a  de  la  sorte,  sur  les 
arêtes  du  tétraèdre,  douze  points  ;  ces  douze  points  sont  situés  sur  une  même  surface  du 
second  degré; 

2"  Si,  par  le  pôle  de  chaque  face  du  tétraèdre,  pris  par  rapport  à  la  surface,  on  mène 
trois  plans,  passant  respectivement  par  les  trois  arêtes  comprises  dans  cette  face,  on 
aura  ainsi  douze  plans  ;  ces  douzes  plans  seront  tangents  à  une  même  surface  du  second 
degré. 

(11)  Des  quatre  théorèmes  généraux  (2),  (6), (9)  et  (10)  que  contient  cette  Note,  les 
deux  derniers  sont  doubles ,  chacun  d'eux  ayant,  dans  son  énoncé,  deux  parties  différentes 
qui  pourraient  faire  deux  théorèmes  distincts.  Les  deux  premiers  auraient  pu  recevoir  un 
énoncé  aussi  complet,  si  nous  ne  nous  étions  pas  renfermé  strictement  dans  l'analogie 
qu'ils  présentent  avec  les  théorèmes  de  Pascal  et  de  M.  Brianchon.  Pour  compléter  ces 
deux  théorèmes,  nous  dirons  que,  dans  chacun  d'eux,  on  forme  un  second  tétraèdre  dont 
les  faces  et  les  sommets  correspondent  respectivement  aux  faces  et  aux  sommets  du 
tétraèdre  proposé  ;  et  que  : 
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(3)  Considérons  un  septième  point,  pris  arbitrairement  sur  la  courbe  à  double  courbure, 
du  troisième  degré,  qui  passe  par  six  points  donnés;  soient  a^  b^Cy  d^  e^f  ces  six  points 
donnes,  et  g  le  septième  point.  Ces  sept  points,  pris  dans  un  ordre  quelconque,  sont  les 
sommets  d'un  heptagone  gauche,  dans  lequel  on  peut  regarder  chacun  des  côtés  cotnme 
opposé  au  sommet  de  Tun  des  angles  respectivement.  Ainsi,  si  Tordre  des  sommets  est 
le  même  que  celui  des  lettres  a,  6,  c,  d,  e,  /",  gf,  qui  les  représentent,  le  quatrième  côté 
de  sera  opposé  au  premier  sommet  a,  le  cinquième  côté  efnu  second  sommet  6,  et  ainsi 
des  autres. 

Les  relations  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  sept  points  a,  6,  c,  etc.,  pour  qu'ils  appar- 
tiennent à  une  courbe  à  double  courbure,  d^x  troisième  degré,  sont  exprimées  par  le 
théorème  suivant  : 

Quand  un  heptagone  gauche  a  ses  sommets  h  ^  b,  c,  eiQ.,  situés  sur  une  courbe  à  double 
courbure,  du  troisième  degré,  le  plan  de  Fun  quelconque  des  angles  a  de  l'heptagone,  et  les 
plans  des  deux  angles  adjacents  b  et  g,  rencontrent  respectivement  les  côtés  opposés  en  irais 
points,  qui  sont  dans  un  plan  passant  par  le  sommet  du  premier  angle  a. 

(4)  Il  suffit  que  cette  propriété  derheptagone  inscrit  à  une  courbe  à  double  courbure, 
du  troisième  degré,  soit  vérifiée  pour  deux  angles  de  Theptagone,  pour  qu'elle  ait  lieu  pour 
les  autres  angles.  D'où  l'on  conclut  que  : 

Quand  un  heptagone  gauche  est  tel  que  le  plan  d'un  angle  et  les  plans  des  deux  angles 
adjacents  rencontrent  respectivement  les  trois  côtés  opposés,  en  trois  points  qui  soient  dans 
un  plan  passant  par  le  sommet  du  premier  angle,  et  que  la  même  chose  a  lieu  pour  un 
des  six  autres  angles,  elle  aura  également  lieu  pour  chacun  des  cinq  autres  angles;  et  alors, 
par  les  sept  sommets  de  l'heptagone,  on  pourra  faire  passer  une  cotirbe  à  double  courbure, 
du  troisième  degré, 

(5)  D'après  ce  théorème,  il  sera  très-facile  de  construire,  par  points,  en  employant  la 
ligne  droite  seulement,  la  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  qui  doit  passer 
par  six  points  donnés.  Pour  cela,  on  cherchera  le  point  où  un  plan  quelconque,  mené  par 
deux  des  six  points  donnés,  rencontrerait  la  courbe. 

Le  même  théorème  conduit  à  la  solution  de  beaucoup  d'autres  questions;  par  exemple, 
de  déterminer  les  tangentes  et  les  plans  osculateurs  à  la  courbe,  en  chacun  des  six  points 
donnés  ;  etc. 

Mais  au  lieu  d'entrer  dans  ces  détails  de  construction  des  courbes  i\  double  courbure, 
du  troisième  degré,  nous  allons  indiquer  quelques  questions  où  ces  courbes  se  présentent. 
Car,  jusqu'à  présent,  elles  ont  c^  peine  été  aperçues  dans  les  spéculations  géométriques;  et 
les  exemples  que  nous  allons  donner  du  rôle  qu'elles  peuvent  y  jouer,  prouveront  peut- 
être  qu'il  sera  utile  de  s'occuper  de  l'étude  de  ces  courbes,  et  qu'on  ne  peut  le  faire 
trop  tôt. 

(6)  Quand  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  mobile  sont  assujetties  à  passer  respecHvement 
par  quatre  droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  que  trois  sommets  du 
tétraèdre  doivent  se  trouver  sur  trois  autres  droites,  placées  aussi  d'une  manière  qtielconque 
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(12)  Qtmnd  un  corps  solide  est  en  mouvement;  si,  à  un  instant  quelconque,  on  demande 
quels  sont  les  points  du  corps  dont  les  directions  tendent  vers  un  même  point  donné,  c^eêt- 
à-dire,  dont  les  tangentes  à  leurs  trajectoires  passent  par  un  point  donné,  ces  points  seront 
situés  sur  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré;  et  les  tangentes  à  leurs  trajec- 
toires, menées  par  ces  points,  formeront  un  cône  du  second  degré. 

(13)  Soit  un  système  de  forces  sollicitant  un  corps  solide;  que,  pour  chaque  point  m  de 
l'espace  y  on  conçoive  le  plan  principal  de  ce  système  de  forces,  relatif  à  ce  point,  et  la  nor- 
male à  ce  plan ,  menée  par  ce  point  : 

Celles  de  toutes  ces  normales  qui  passeront  par  un  point  donné  de  l'espace,  formeront  un 
cône  du  second  degré;  et  les  points  m  par  lesquels  elles  seront  metiées,  seront  sur  une  courbe 
à  double  courbure,  du  troisième  degré. 

(14)  Les  tangentes  aux  différents  points  d'une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième 
degré,  forment  une  surface  développable  du  quatrième  degré; 

Et  réciproquement,  toute  surface  développable,  du  quatrième  degré,  a  pour  arête  de  re- 
broussement  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré. 

On  peut  donc  encore  rattacher  à  la  théorie  de  ces  courbes  les  questions  où  se  présentent 
des  surfaces  développables ,  du  quatrième  degré. 

Telles  sont  les  suivantes  : 

(15)  Six  plans  étant  donnés,  situés  d'une  inanière  quelconque  dans  l'espace;  si  l'an 
demande  de  mener  une  conique  qui  touche  ces  six  plans,  une  infinité  de  coniques  satisfe^ 
ro7it  à  la  question;  tous  leurs  plans  envelopperont  une  surface  développable,  du  quatrième 
degré. 

(16)  Quand  les  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  variable  parcourent  quatre  droites  fixes, 
placées  d'une  manière  quelconque  dans  r espace,  et  que  trois  faces  du  tétraèdre  passent  res^ 
pectivement  par  trois  autres  droites  données ,  la  quatrième  face  roule  sur  une  surface  déve^ 
loppable,  du  quatrième  degré. 

(17)  Étant  donnés,  dans  l'espace,  trois  points  et  trois  plans;  si  le  sommet  d'un  angle 
trièdre,  dont  les  trois  arêtes  tournent  autour  des  trois  points,  parcourt  une  droite,  les  points 
oit  ces  trois  arêtes  perceront  les  trois  plans  donnés,  seront  dans  un  plan  qui  roulera  sur 
une  développable  du  quatrième  degré. 

(18)  Si  trois  points  se  meuvent  respectivement  sur  trois  droites,  avec  des  vitesses  quel- 
conques, mais  constantes,  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  roulera  sur  ufie  surface 
développable  du  quatrième  degré. 

(19)  Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sotit  tangetites  à  huit  mêmes  plans;  si 
fou  regarde  un  point  de  l'espace  comme  le  sommet  d'autant  de  cônes  circonscrits  à  ces 
surfaces,  les  platis  des  courbes  de  contact  envelopperont  une  développable  du  quatrième 
degré. 

(20)  A  une  surface  du  second  degré  on  peut  circonscrire  une  infinité  de  cAnes;  si  Von 
demande  qu'un  des  axes  principaux  de  chaque  cône  passe  par  un  point  donné,  tous  ces  axes 
principaux  formeront  un  cône  du  second  degré;  et  les  plans  menés  par  les  sommets  des 
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cénei,  perpendicuhirement  à  ces  axes  respectivement,  envelopperont  une  développable  du 
quatrième  degré. 

^91}  Un  corps  solide  étant  donné;  par  chaque  point  de  Tespace  on  peut  mener  trois 
droites, qui  seront  trois  axes  permanents  de  rotation  du  corps  relativement  à  ce  point,  et 
Uoe  infinité  d*autres  droites,  qui  seront  des  axes  permanents  de  rotation  du  corps  relative- 
ment à  d^autres  points  pris  sur  ces  droites  : 

i  •    Toutes  ces  droites  forment  un  cône  du  second  degré; 

2*  £jes  plans  menés  perpendiculairement  à  ces  droites,  par  les  points  pour  lesquels  elles 
sont  d^s  aoces  permanents  de  rotation  du  corps,  enveloppent  une  développable  du  quatrième 
degré. 

(9iy  Quand  un  corps  solide  est  en  mouvement,  chaque  plan,  pris  dans  le  corps,  roule, 
pendant  le  mouvement,  sur  une  surface  développable  qu'il  touche  successivement  suivant 
les  diAërentes  arêtes  successives  de  celte  surface;  nous  appellerons  cette  surface  la  déve- 
loppaAi^  trajectoire  du  plan  ; 

A  uin   instant  quelconque  du  mouvement,  tous  les  plans  qu'on  aura  menés  dans  le  corps 
toucJioi-oiit  leurs  développables  trajettoires,  chacun  suivant  une  droite; 

Si  /'o^m  demande  quelles  sont  celles  de  ces  droites  qui,  à  cet  instant  du  mouvement,  sont 
situéem  d^Mns  un  plan  donné;  toutes  ces  droites  envelopperont  une  parabole;  et  tous  les  plans 
çui  tO'WMcfàenî  leurs  développables  trajectoires  suivant  ces  droites  envelopperont  une  dévelop- 
pable eMmm^   quatrième  degré. 

(93^     ^}uand  un  corps  est  en  mouvement,  les  tangentes  aux  trajectoires  des  points  d'une 
droite,    â  un  instant  du  mouvement^  forment  un  paraboloïde  hyperbolique;  et  ces  tangentes 

se  nœ^M^n^^raiU,  pendant  cet  instant,  dans  des  plans  qui  forment  une  développable  du  quatrième 
degré. 

Et^-»   etc.,  etc. 
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NOTE  XXXIV. 


(chapitre    VI,    §    10.) 


Sur  la  dualité  dans  les  sciences  mathématiques.  —  Exemples  pris  dans  /'Akkt 

Dv  Tourneur,  et  dans  les  Principes  de  la  dynamique. 

Parmi  les  modes  de  transformation  sur  lesquels  reposent  les  doctrines  les  plus  fécondes 
de  la  Géométrie  récente,  on  doit  distinguer  essentiellement  celui  qui  donne  lieu  à  recon- 
naître celte  loi  mathématique  de  retendue  Ggurée,  la  dualité. 

Outre  l'avantage  que  présente  cette  méthode,  comme  moyen  de  découvertes,  le  principe 
sur  lequel  elle  repose  établit  une  relation  constante  qui  lie  deux  à  deux  toutes  les  vériléé 
géométriques;  ce  qui  fait  pour  ainsi  dire  deux  genres  de  Géométrie.  Ces  deux  Géaméiries 
se  distinguent  par  une  circonstance  qu'il  est  très-important  de  remarquer  :  dans  h  pre* 
mière  le  point  est  Tunité,  et  pour  ainsi  dire  Yélément,  ou  la  monade  dont  on  se  sert  pour 
former  les  autres  parties  de  retendue;  c'est  là  la  base  de  la  philosophie  de  la  Géométrie 
ancienne  et  de  la  Géométrie  analytique; 

Dans  la  seconde  Géométrie,  on  regarde  la  droite,  ou  le  plan,  suivant  qu'on  opère  sur  uo 
plan  ou  dans  l'espace,  comme  Y  être  primitif j  ou  Vunité  qui  doit  servir  à  former  toutes- les 
autres  parties  de  l'étendue. 

Cette  division  de  toutes  les  propriétés  de  l'étendue  en  deux  classes  distinctes,  reposant 
sur  deux  idées  premières  essentiellement  différentes,  est  un  fait  qui  nous  parait»  comme  à 
MM.  Gergonne  et  Poncelet  qui  l'ont  montré  dans  tout  son  jour  ^  d'une  haute  importance 
dans  la  Géométrie. 

Mais  nous  étendons  cette  importance  ù  plusieurs  autres  parties  des  sciences  mathénna- 
tiques,  où  il  nous  semble  que,  prévenu  par  cette  belle  loi  de  l'étendue  Ggurée,  la  dualité, 
vX  guidé  par  ce  dualisme  de  l'être  primitif  qu'on  peut  prendre  pour  élément  et  point  de 
départ  dans  la  Géométrie,  on  sera  conduit  à  chercher  quelque  chose  de  semblable. 

Nous  trouvons  \\\\  exemple  d'une  telle  dualité ,  dans  l'essai  que  nous  avons  présenté 
d'um;  notivelle  doctrine  de  Géométrie  analytique  analogue  à  celle  de  Deseartes,  et  où  le 
plan  joue  le  même  rôle  que  le  point  dans  celle-ci  ^. 

•  Annale»  (I0  Mathématiques,  tom.  XVI,  pag.  209  et  lom.  XVII,  pag.  265. 

*  N<Mi*  avons  <!X|>oiié  en  peu  de  mots  les  principes  de  ce  nouveau  système  de  coordonnées  dans  la  Correêpon^ 
tlunrti  mathématique  de  M.  Quetelet,  tom.  VI,  pag.  81. 
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Ces  points  et  ces  lignes  forment^  par  leur  ensemble  y  une  seconde  figure ,  qui  re$iê  fixe 
pendant  le  mouvement  de  la  pretnière; 

Qtie  l'on  considère  maintenant  la  première  figure  dans  une  de  ses  positions,  et  qu'on 
In  suppose  fixe  ;  puis,  qu'on  fasse  mouvoir  la  seconde  figure  y  de  manière  qu'elle  se  Irotme 
toujours  dans  les  mêmes  conditions  de  position  par  rapport  à  In  première  figure; 

Un  stylet  fixe,  placé  au  point  décrivant  de  la  première  figure,  tracera,  sur  le  plan  mobile 
de  la  seconde  figure,  une  courbe  mobile  avec  ce  plan,  et  qui  sera  identiquement  la  même 
{sauf  la  position)  que  celle  qu'aura  tracée  d'abord  le  point  décrivant  de  la  première  figure ^ 
quand  celle-ci  était  en  mouvement. 

Tel  est  le  principe  unique,  qui  lie  entre  elles  les  deux  manières  de  décrire  les  coorbes 
planes,  par  un  stylet  mobile,  et  par  un  stylet  fixe. 

Pour  en  faire  une  application,  prenons  la  description  de  rellipse,  par  un  point  placé 
au  sommet  d'un  triangle  de  forme  constante,  dont  les  deux  autres  sommets  se  meuvent 
sur  deux  droites  fixes. 

La  figure  mobile  ici  est  le  triangle  ;  et  les  deux  droites  forment  la  figure  fixe.  H  faudra 
donc,  d'après  notre  principe,  faire  mouvoir  ces  deux  droites  de  manière  qu'elles  passent 
constamment  par  les  deux  sommets  du  triangle  qui  glissaient  sur  ces  droites.  On  conclut 
de  là  ce  théorème  : 

Quand  les  cotés  d'un  angle  de  forme  invariable  glissent  sur  deux  points  fixes, un  stylet  fixe^ 
placé  en  un  point  quelconque,  trace,  sur  le  plan  mobile  de  l'angle  en  mouvement,  une  ellipse. 

On  voit,  en  effet,  que  le  mécanisme  du  tour  à  ovale  a  pour  but  de  donner,  à  une  sur- 
face plane,  le  mouvement  d'un  angle  dont  deux  côtés  glisseraient  sur  deux  points  fixes. 
Voilà  donc  la  raison  géométrique  de  ce  mécanisme,  qui  est  de  l'invention  du  grand  peintre 
Léonard  de  Vinci. 

Notre  principe  explique,  avec  une  égale  facilité,  le  mécanisme  du  tour  à  épicycloide. 
Car  il  donne  le  théorème  suivant ,  sur  lequel  nous  parait  reposer  ce  mécanisme  : 

Quand  une  courbe  roule,  dans  un  plan,  sur  une  autre  courbe,  l'un  de  ses  points  décrit 
une  épicycloïde,  qu'on  peut  engendrer  d'une  seconde  manière,  en  faisant  rouler  la  seo&née 
courbe  sur  la  première,  et  en  plaçant  un  stylet  fioce  au  point  décrivant  de  la  première 
courbe,  lequel  stylet  tracera,  sur  le  plan  mobile,  une  courbe  qui  sera  précisément  cette  même 
épicycloïde. 

L'ellipse  et  l'épicycloïde  sont,  je  crois,  les  seules  courbes  que  l'on  décrive  sur  le  tour^  par 
un  mécanisme  particulier  à  chacune.  On  pourra,  au  moyen  du  nouveau  mode  de  descrip- 
tion des  courbes,  tracer  semblablement  une  infinité  d'autres  courbes. 

Pour  la  conchoîde  de  Nicomède,  par  exemple,  on  est  conduit  à  cette  description  : 

Que  l'on  conçoive  un  angle  de  forme  invariable,  dont  un  des  côtés,  indéfini,  glisse  eur 
un  point  fixe,  et  dont  l'extrémité  de  Vautre  côté  glisse  sur  une  ligne  droite,  menée  par  ce 
point  fioce;  un  stylet  fixe,  placé  en  un  point  de  cette  ligne  droite,  tracera,  sur  le  plan  de 
l'angle  mobile,  une  courbe  qui  sera  une  conchoîde  de  Nicomède. 

Si  la  droite,  sur  laquelle  glisse  l'extrémité  d'un  des  côtés  de  l'angle,  ne  passait  pas  par 
le  point  fixe  par  lequel  passe  l'autre  côté  de  l'angle,  alors,  en  plaçant  convenaUemeût  le 
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paraître  avoir  été  une  suite  de  lliabitude  où  ira  a  loajouni  élé  de 
comme  Télément  de  Téteoduey  et  noo  pas  le  plan,  que  Ton  a  loujoars 
traire,  comme  un  assemblage  de  poinU.  La  substitution  définîtm  que  Va 
dans  la  Mécanique  rationnelie,  des  forces  aui  mauvemenU,  substîiatîoB  a 
d*aiitres  rapports ,  nous  parait  avoir  contribué  puissamment  aussi  à  Couder  les 
de  la  Mécanique  actuelle^  qui  reposent  sur  Tidée  première  du  plan, 
ment  de  retendue. 

Mais  ne  peut-on  pas  supposer ,  maintenant ,  qtie  les  deux  DMMJvenients 
corps  de  TUnivers  doivent  donner  lieu  à  des  théories  mathématiques,  dans 
deux  mouvements  joueraient  identiquement  le  même  rôle?  Et  alors,  le 
rait  ces  deux  théories ,  qui  senirait  â  passer  de  Tune  à  Tautre ,  eomme  le 
lequel  nous  avons  basé  la  dualité  géométrique  de  l'étendue  en  repos,  et  edi 
servi  à  lier  entre  eux  les  deux  modes  de  description  mécanique  des  eorps,  « 
dis-je,  pourrait  jeter  un  grand  jour  sur  les  principes  de  la  philosophie  oatHrelle, 

Peut-on  prévoir  même  où  s  arrêteraient  les  conséquences  d'un  tel  principe  de  éumtiiè? 
Après  avoir  lié  deux  à  deux  tous  les  phénomènes  de  la  nature,  et  les  lois 
qui  les  gouvernent,  ce  principe  ne  remonterait-il  point  aux  causes  mêmes  de  ees 
mènes?  Et  peut-on  dire  alors  qu*à  la  loi  de  la  gravitation  ne  correspondrait  point  une  autre 
loi  qui  jouerait  le  même  rôle  que  celle  de  Newton,  et  servirait  comme  die  i  rexpiientioo 
des  phénomènes  célestes?  Et  si,  au  contraire,  cette  loi  de  la  gravitation  était  dle-^nêae  sa 
corrélative  dans  Tune  et  Fautre  doctrine,  ainsi  que  peut  être  une  proposition  de  Géométrie 
dans  la  dualité  de  letendue  Ggurée,  ce  serait  alors  une  grande  preuve  qu'die  est  vérita- 
blement la  suprême  et  unique  loi  de  TUnivers. 

Hâtons-nous  de  justifier  ces  idées  (contre  lesquelles  nous  ne  nous  dissimulons  point  les 
objections  tirées  de  la  force  centrifuge ,  qui  établit  dans  la  pratique  une  différence  radi- 
cale entre  la  translation  et  la  rotation  des  corps;  mais  dont  nous  faisons  abstraction,  paroe 
(|ue  nous  ne  considérons  que  les  mouvements  infiniment  petits),  hâtons-nous ,  dis^e,  de 
justifier  ces  idées  par  quelques  réflexions  sur  ce  qui  nous  parait  avoir  été  déjà  lait,  et  pou- 
voir être  continué,  dans  le  sens  de  cette  corrélation  que  nous  supposons  devoir  exister 
entre  les  théories  relatives  au  mouvement  de  translation,  et  celles  qui  sont  relatives  au 
mouvement  de  rotation. 

S  5.  Euler  a  fait  voir,  le  premier,  que  quand  un  corps  est  retenu  par  un  point  fixe,  tout 
mouvement  infiniment  petit  du  corps  n^cst  autre  qu^un  mouvement  de  rotauon  autour 
(i*une  certaine  droite  passant  par  le  point  fixe. 

Lagrange  a  donné,  dans  la  première  édition  de  sa  Mécanique  analytique  (année  1788), 
les  formules  qui  servent  à  décomposer  ce  mouvement  de  rotation  en  trois  autres,  se  faisant 
autour  de  trois  axes  rectangulaires,  menés  par  le  point  fixe.  Ces  formules  offraient  une 
ressemblance  remarquable  avec  celles  qui  servent  h  décomposer  le  mouvement  rectiligne 
d'un  point,  en  trois  autres  mouvements  rectilignes. 

Plus  tard,  Lagrange  a  complété  cette  analogie,  en  donnant,  dans  la  seconde  édition  de 
HH  Mécanique  nnalif tique  (année  1811),  la  construction  géométrique  des  trois  rotations 
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Maintenant  nous  supposerons  que  les  rotations  d'un  corps,  autour  de  divers  axes,  apptr* 
tiennent  à  des  plans  menés  par  ces  axes,  de  même  que  Ion  regarde  les  mouvements  rec* 
tilignes  imprimés  à  un  corps,  ou  les  forces  qui  sollicitent  un  corps,  comme  appliqués  à 
Tun  des  points  du  corps  qui  se  trouvent  sur  les  directions  de  ces  mouvements  ou  de  ces 
forces. 

Chacun  de  ces  plans,  pendant  le  mouvement  réel  du  corps,  aura  tourné  sur  lui-méine, 
autour  d'une  droite  située  dans  ce  plan  (laquelle  droite  ne  sera  point  sortie,  pendant  le 
mouvement  du  corps,  de  la  position  primitive  du  plan,  dans  laquelle  elle  aura  tourné 
autour  d'un  point  fixe).  Nous  appellerons  ce  mouvement  de  rotation  du  plan  sur  lui-même, 
sa  rotation  effective,  et  nous  dirons  que  la  rotation  partielle  du  corps,  autour  de  Taxe  oon* 
tenu  dans  ce  plan,  est  la  rotation  imprimée  au  plan.  Ainsi  la  rotation  effective  d'un  plan 
est  le  résultat  de  la  combinaison  de  sa  rotation  imprimée,  avec  les  autres  rotations  impri- 
mées à  d  autres  plans  du  corps. 

Ces  dénominations  étant  admises,  on  parvient  au  théorème  suivant  : 

Quand  un  corps  solide  est  soumis  à  plusieurs  rotations  simultanées  autour  cfe  divers 
axes;  si,  par  ces  axes,  on  conçoit. menés  des  plans  dans  le  corps,  ces  plans  éprouveront  des 
mauvemenls  effectifs  sur  eux'mémes  ; 

Si  l'on  fait  le  produit  de  la  rotation  effective  de  chaque  plan,  par  sa  rotation  imprifnée, 
et  par  le  cosinus  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  axes  de  ces  deux  rotations,  la  somme  de 
ces  produits  sera  une  quantité  constante,  q^iels  que  soient  les  plans  menés  par  les  axes  de 
rotation  ; 

Cette  quantité  sera  égale  à  la  somme  des  carrés  des  rotations  imprimées ,  plus  le  double 
de  la  somme  des  produits  deux  à  deux  de  ces  rotations  par  le  cosinus  de  l'angle  que 
comprennent  leurs  axes. 

Quand  un  corps  soumis  à  plusieurs  rotations  est  en  équilibre,  si  on  lui  fait  éprouver 
un  dérangement  infiniment  petit,  les  plans  menés  par  les  axes  de  rotation  éprouveront 
des  rotations  effectives  sur  eux-mêmes  ;  nous  les  appellerons  les  rotations  virtuelles  de  ces 
plans. 

La  condition  d'équilibre  du  corps  pourra  s'exprimer  par  une  équation  qui  nous  offrira 
un  principe  des  rotations  virtuelles,  analogue  au  principe  des  vitesses  virtuelles.  Voici  ce 
principe: 

Quand  différents  plans  d'un  corps  solide  sont  soumis  à  des  rotations  autour  de  différenis 
axes  contenus  dans  ces  plans  ;  pour  que  ces  rotations  se  fassent  équilibre,  il  faut  que  si 
l'on  donne  au  corps  un  mouvement  infiniment  petit  quelconque,  et  qu'on  fasse,  pour  chaque 
plan,  le  produit  de  sa  rotation  imprimée  par  sa  rotation  effective,  et  par  le  cosinus  de 
l'angle  que  font  entre  eux  les  axes  de  ces  deux  rotations,  il  faut,  dis-je,  et  il  su/fil  que  ta 
somme  de  tous  ces  produits  soit  égale  à  zéro. 

Ce  qui  précède  suffira  pour  bien  faire  comprendre  comment  nous  avons  CDlCDdu 
qu'il  était  possible  de  créer  de  nouvelles  doctrines  dans  la  Mécanique  rationnelle,  en 
substituant  dans  les  théories  actuelles,  pour  ce  qui  concerne  le  mouvement  général  d*un 
(^orps,  les  mouvements  de  rotation  aux  mouvements  reetiligncs,  et,  pour  ce  qui  coacerne 
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«  Quelles  que  soient,  en  réalité,  les  qualités  fondamentales  de  la  conception  de  M.  Poin- 
»  sot  par  rapport  à  la  statique,  on  doit  néanmoins  reconnaître,  ce  me  semble,  que  c'est 
»  surtout  au  perfectionnement  de  la  dynamique  qu'elle  se  trouve  par  sa  nature  essentiel- 
»  ment  destinée,  et  je  crois  pouvoir  assurer  à  cet  égard  que  cette  conception  n'a  point 
»  encore  exercé  jusqu'ici  son  influence  la  plus  capitale.  Il  faut  la  regarder  en  effet  comme 
•  directement  propre  à  perfectionner,  sous  un  rapport  très-important,  les  éléments  mêmes 
»  de  la  dynamique  générale,  en  rendant  la  notion  des  mouvements  de  rotation  aussi  naiu^ 
»  relhy  aussi  familière,  et  presque  aussi  simple  que  celle  des  mouvements  de  translation,  car 
»  le  couple  peut  être  envisagé  comme  l'élément  naturel  du  mouvement  de  rotation,  aussi 
»  bien  que  la  force  l'est  du  mouvement  de  translation.  • 

Depuis  que  cette  Note  était  écrite,  a  paru  lopuscule  de  M.  Poinsot  sur  une  Théorie 
nouvelle  de  la  rotation  des  corps.  Cet  ouvrage  réalise  les  idées  que  nous  avions  conçues 
sur  la  possibilité  et  l'utilité  d'introduire,  dans  la  Dynamique,  la  considération  directe  des 
mouvements  de  rotation,  à  l'instar  des  mouvements  de  translation.  Par  cette  méthode, 
mise  en  œuvre  avec  une  sagacité  admirable,  se  trouve  résolue,  par  le  simple  raisonnement, 
une  question  compliquée  et  difficile,  qui,  jusqu'ici,  avait  été  du  ressort  de  l'Analyse  la 
plus  savante,  et  se  trouvent  démontrés  de  beaux  théorèmes  qui  avaient  échappé  à  cette 
Analyse,  et  qui  présentent  une  image  claire  de  toutes  les  circonstances  de  la  rotation  d'un 
corps. 


NOTE  xn. 


(deuxième  époque,  $  2.) 


Sur  la  Géométrie  des  Indiens,  des  Arabes,  des  Latins  et  des  Occidentaux, 

au  Moyen  âge. 

Les  limites  dans  lesquelles  nous  avons  du  nous  renfermer,  ne  nous  permettaient  de 
parler  que  des  principales  découvertes  en  Géométrie,  particulièrement  de  celles  qui 
avaient  donné  lieu  à  quelques  théories,  ou  à  quelque  méthode  se  rapportant  à  la  Géomé- 
trie moderne.  C'est  pourquoi  nous  avons  fixé  le  commencement  de  notre  deuxième 
Époque  aux  travaux  de  Viète.  Mais,  depuis  plus  d'un  siècle  déjà,  la  Géométrie  était  cul- 
tivée avec  ardeur  ;  et  si  elle  ne  s'est  pas  enrichie  de  méthodes  d'une  importance  majeure, 
comme  l'Analyse,  qui,  pendant  ce  siècle,  avait  poussé  ses  découvertes  jusqu'à  la  résolu* 
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signes  seulement ^  prenant  des  valeurs  de  position  suivant  une  loi  très-simple,  pouvait 
exprimer  tous  les  nombres  imaginables,  et  abrégeait  singulièrement  les  calculs,  si  péni- 
bles chez  les  Latins,  était  propre  à  mériter  à  ses  auteurs  Testime  de  l'Europe  qui  lavait 
adoptée  universellement,  et  à  faire  penser  que  le  peuple  hindou  avait  été  capable  d'autres 
progrès  dans  les  sciences  mathématiques. 

En  effet,  on  ne  tarda  point  à  apercevoir  quelques  indications  qui  annonçaient  que  ce 
peuple  avait  cultivé  aussi  une  Arithmétique  supérieure,  d'où  dérivait  celle  qui  nous  a  été 
Iransmise  des  Arabes  par  Fibonacci,  sous  le  nom  d'Algebra  et  Almmabala,  et  qui  forme 
aujourd'hui  notre  Algèbre. 

L'histoire  des  sciences  était  vivement  intéressée  à  réclaircissement  de  ces  premières 
indications. 

Depuis  une  vingtaine  d'années  elles  ont  reçu  une  conGrmation  complète. 

Au  commencement  de  ce  siècle,  MM.  Taylor,  Slrachey  et  Golebrooke'  nous  ont  fait 
connaître  les  ouvrages  mathématiques  de  deux  auteurs  hindous ,  qui  passent  pour  les  plus 
célèbres  de  leur  nation,  Brahmegupta  et  Bhascara  Acharya;  le  premier  du  VP  et  le  second 
du  XII'  siècle  de  l'ère  vulgaire.  Ces  ouvrages  traitent  de  Y  Arithmétique,  de  l'Algèbre  et 
de  la  Géométrie.  L'Arithmétique  et  l'Algèbre  en  sont  la  partie  la  plus  considérable,  et  con- 
firment pleinement  l'opinion  émise  en  faveur  des  Indiens ,  comme  inventeurs  de  ces  deux 
branches  de  la  science  du  calcul,  telles  que  nous  les  avons  reçues  des  Arabes,  et  même 
dans  un  état  de  plus  grande  perfection. 

En  effet,  les  commentaires  de  divers  auteurs  hindous,  qui  accompagnent  le  texte  de 
ces  deux  ouvrages,  attribuent  à  un  auteur  encore  plus  ancien  que  Brahmegupta,  et  qu'ils 
nomment  Aryabhatta,  la  résolution  de  l'équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  en 
nombres  entiers,  par  une  méthode  semblable  à  celle  de  Bachet  de  Méziriac,  qui  a  paru  en 
Europe,  po.ur  la  première  fois,  en  1624.  «  Les  ouvrages  de  Brahmegupta  et  de  Bhascara 
renferment  des  recherches  d'un  ordre  beaucoup  plus  élevé.  Outre  la  résolution  générale 
de  l'équation  à  une  seule  inconnue  du  second  degré,  et  celle  de  quelques  équations  déri- 
vatives  des  degrés  supérieurs,  on  y  trouve  la  manière  de  déduire,  d'une  seule  solution, 
toutes  les  autres  solutions  entières  d'une  équation  indéterminée  du  second  degré  à  deux 
inconnues;  et  cette  Analyse,  que  nous  devons  à  Euler,  était  connue  aux  Indes  depuis  plus 
de  dix  siècles.  Un  calcul  qui  a  de  la  ressemblance  avec  les  logarithmes,  des  notations  par- 
ticulières fort  ingénieuses,  et  surtout  une  grande  généralité  dans  l'énoncé  des  problèmes, 
attestent  les  progrès  de  l'Analyse  indienne.  Cette  science,  que  les  Hindous  appliquaient  à 
la  (iéométrie  et  à  l'Astronomie,  était  pour  eux  un  puissant  instrument  de  recherche,  et 
Ion  doit  citer  avec  éloge  plusieurs  problèmes  géométriques  dont  ils  avaient  trouvé  d'élé- 
gantes solutions.  » 

Nous  nous  bornerons  ù  cette  indication  succincte  des  travaux  analytiques  des  Hindous, 
qiH»  nous  avons  empruntée  de  VHistoire  d^s  Scietices  mathématiques,  de  M.  Libri.  Mais 

'  nija  Ganita,  orthe  Algehraofihe  Hindus,  by  Edv.  Strachey.  London;  1813  in-À^.  —  Lilamli  oratreaUse 
on  Arithmttw  and  Geometry  by  Bhascara  Acharya,  translated  from  the  original  sanscrit  by  J.  Taylor. 
Iloinhuy;  IMIfl,  lii.4«.  -  Algcbra,  wilh  Arithmetic  and  Mensuration,  from  the  sanscrit  of  Brahmegupta  and 
BhoMcara;  translated  by  H»  T.  Colebrooke.  London:  I8J7,  in-4«. 
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^1  aouB  faut  entrer  dans  plus  de  développements  pour  faire  connaître  leur  Géométrie,  qui 
^1  ici  notre  objet  spécial. 

On   s'est  borné,  dans  les  extraits  et  les  analyses  qu'on  en  a  donnés,  à  citer  quelques 

propositions,  qui  sont  :  le  carré  de  Thypoténuse  ;  la  proporlionnalité  des  côtés  dans  les 

triangles  équiangles  ;  les  segments  faits  par  la  perpendiculaire  sur  la  base  d'un  triangle  ; 

'aire  de  cette  figure,  en  fonction  des  trois  côtés;  un  rapport  approché  de  la  circonférence 

«u  diamètre;  la  valeur  des  côtés  des  sept  premiers  polygones  réguliers  inscrits  au  cercle; 

(ine   relation  entre  la  corde  d'un  arc,  son  sinus  verse  et  le  diamètre;  et  enfin  quelques 

propositions  sur  le  calcul  des  distances,  par  l'ombre  du  gnomon  *. 

On  a  cru  voir,  généralement,  dans  ces  diverses  propositions,  et  conséquemment  dans 

la  pdrcie  géométrique  des  ouvrages  de  Brahmegupta  et  de  Bhascara,  des  Êlémmts  de  Géo- 

^nétr^e  y  ou  du  moins,  les  propositions  élémentaires  et  primordiales  sur  lesquelles  repo- 

««■t    toute  la  science  des  Hindous.  Aussi  a-t-on  regardé  leurs  connaissances  géométriques 

comme   infiniment  inférieures  à  leurs  connaissances  en  Algèbre  *. 

M^^iis  en  cherchant  à  nous  rendre  compte,  par  une  élude  approfondie  de  la  partie  géo- 
métrique des  ouvrages  hindous,  de  la  signification  de  plusieurs  propositions  dont  on 
n  avait  point  encore  parlé,  et  du  rôle  que  ces  diverses  vérités,  qui  paraissaient  d'abord 
s^'ï*  li^n  entre  elles  et  comme  jetées  au  hasard,  jouent  dans  cet  ouvrage,  nous  avons  été 
condtjii^li  reconnaître,  d'une  part,  que  les  propositions  dont  il  n'avait  point  encore  été  fait 
"'^î'ïtioii  étaient  précisément  celles  qui  avaient  le  plus  de  valeur;  et  ensuite,  que  l'ouvrage 
f  ™**^tlimegupta,  principalement,  loin  de  nous  offrir  des  Éléments  de  Géométrie ,  ou  !e 
''^^■^^^  des  propositions  les  plus  usitées  chez  les  Hindous,  roulait  simplement  sur  une 
*ctii^^    cit  unique  théorie  géométrique. 

^^^Cc  théorie  est  celle  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle.  Brahmegupta  y  résout  cette 
flii^^t.î^n,  digne  d'être  remarquée:  Construire  un  quadrilatère  insaiptible ,  dont  l'aire, 
,       **^gfonafe«,  les  perpendiculaires  et  diverses  autres  lignes,  ainsi  que  le  diamètre  du  cercle, 
^^^    exprimés  en  nombres  rationnels. 

^\  est  l'objet  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta,  si  nous  ne  nous  abusons  dans  notre  inter- 
\  ^  ^'^^l^ion  de  la  plupart  de  ses  propositions,  dont  le  sens  doit  être  deviné  a  cause  de  la  con- 


^^*^   extrême  des  énoncés,  où  manque  la  plus  grande  partie  des  conditions  qui  devraient 


^^■^  sera  étonné  sans  doute  de  voir  réduire  à  de  telles  questions  ce  qu'on  a  pu  regarder, 
**^    une  lecture  attentive,  comme  formant  des  Eléments  de  Géométrie,  Ces  questions 

Ky'iT  Coiirespotidance  polytechnique ,  t.  III,  janvier  1816;  aiiicie  traduit  par  M.  Terquem  de  Touvragc  de 

^ttoii,  inlilulé  Tracts  on  Mathematical ,  etc.,  3  vol.  iii-S»»;  Londi'es  1812.  M.  HuUon  avait  reçu  ces  neufs 

'^'^Cîieux  documenis  sur  TAlgèbre  et  la  Géoniéirie  des  Indiens,  de  M.  Strachey,  avanl  que  les  publio^ilions  de  ce 

^^*^^  orientaliste  eussent  paru.  —  Edimburg  HetueWy  1817,  n»  LVll.  —  Delambre,  Histoire  de  f  Astronomie 

*^^^iie,  t.  1;  et  Histoire  de  l'Astronomie  du  Moyen  àge^  Discours  préliminaire.  —Journal  des  savans, 

*^^^^ïnbre  1817. 

^  ^^ey  (the  Hindus)  cultivated  Algebra  much  more,  and  tvith  greater  sitccess,  than  Geometry;  as  is  évident 

'  ^^^^  Ike  comparative ly  low  state  of  their  knoivledge  in  the  one,  and  the  high  pitch  oftheir  attainments  in  the 

*»*.  CoLKBROOKB  ;  Brahmegupta  and  Bhascara,  Algebra;  Disîserlalion ,  p.  XV. 


420  NOTES. 

dénotent,  sinon  un  savoir  très-étendu,  du  moins  une  certaine  habileté  en  Géométrie,  et 
une  habitude  du  calcul.  Sous  ce  rapport,  elles  sont  dans  Tesprit  algébrique  des  Hindous. 
Elles  nous  font  voir  qu'il  nous  reste  entièrement  à  connaître  leurs  Eléments  de  Géométrie^ 
et  elles  sont  propres  à  nous  faire  désirer  de  retrouver  encore  d'autres  fragments  sembla- 
bles, du  temps  de  Brahmegupta,  ou  d'un  temps  antérieur;  car  elles  nous  prouvent  que  la 
Géométrie  alors  a  été  cultivée  avec  succès. 

L'ouvrage  de  Bhascara  n'est  qu'une  imitation  très-imparfaite  de  celui  de  Brahmegupta, 
qui  y  est  commenté  et  dénaturé.  On  y  trouve,  en  plus,  quelques  questions  nouvelles  sur  le 
triangle  rectangle  (qui  étaient  étrangères  à  la  question  traitée  par  Brahmegupta)  ;  une 
expression  approximative  remarquable  de  l'aire  du  cercle,  en  fonction  du  diamètre;  la 
valeur  des  côtés  des  sept  premiers  polygones  réguliers  inscrits,  en  fonction  du  rayon;  et 
une  formule  pour  le  calcul  approximatif  de  la  corde  en  fonction  de  l'arc,  et  vice  versa, 

Mais  les  propositions  les  plus  importantes  de  Brahmegupta,  relatives  à  sa  théorie  du 
quadrilatère  inscriplible  au  cercle,  y  sont  omises,  ou  énoncées  comme  inexactes.  Ce  qui 
montre  que  Bhascara  ne  les  a  pas  comprises. 

Cette  circonstance,  et  les  commentaires  de  différents  scoliasies,  nous  paraissent  prouver 
que,  depuis  Brahmegupta,  les  sciences,  dans  l'Inde,  ont  été  en  déclinant,  et  que  l'ouvrage 
de  ce  géomètre  a  cessé  d'y  être  compris.  On  sait,  du  reste,  que  dans  l'âge  présent,  les 
savants  indiens  sont  d'une  ignorance  profonde  en  mathématiques  *. 

Nous  allons  présenter  une  analyse  succincte  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta.  Ensuite  nous 
analyserons  semblablemeiit  celui  de  Bhascara;  et  nous  signalerons  les  différences  notables 
<|ue  nous  avons  trouvées  entre  ces  deux  ouvrages,  écrits  à  six  siècles  d'intervalle. 

SIU  LA  GÉOMÉTRIE  DE  BHAHMEGUPTA. 

Les  ouvrages  de  Brahmegupta ,  dont  l'Europe  est  redevable  au  célèbre  M.  Colebrooke, 
sont  extraits  d'un  Traité  d'Astronomie,  dont  ils  forment  le  douzième  et  le  dix-huitième 
chapitre.  Le  douzième  est  un  Traité  d'Arithmétique  (intitulé  Ganita),  et  le  dix-huitième 
tni  Traité  d'Algèbre  (intitulé  Cuttaca),  La  Géométrie  fait  partie  du  Traité  d'Arithmétique, 
où  elle  occupe  les  sections  IV,  V^  ...,  L\,  sous  les  titres,  dans  le  texte  anglais  :  Plane  figure^ 
lyxcarallonsy  Stocks,  Satv,  Mounds  of  Grain,  et  Measure  by  Shadow. 

La  section  IV,  intitulée  :  Figuues  planes,  triangle  et  quadrilatère^  se  compose  de  vingt- 
trois  propositions,  comprises  sous  les  paragraphes  !21-43. 

Toutes  ces  propositions  se  réduisent  à  des  énoncés,  d'un  style  elliptique,  extréuienient 
concis,  et  ne  sont  accompagnées  d'aucune  démonstration.  Elles  sont  présentées  d'une 
manière  générale,  sans  le  secours  d'aucune  figure,  et  sans  qu'il  en  soit  fait  aucune  applica- 

<  A  Pooita,  qu(*  Tuii  poul  n^gurfi(M'  commo  le  principal  établissemetU  des  Uramines,  il  y  a  tout  au  plus  diiL  ou 
«luu/.e  persoiiiios  (iiii  <'nleudeiil  le  Lilavafi  ou  le  Bija-Ganita;  et  quoiqu'il  y  ait  plusieurs  astronomes  de  profession 
il  lk)Uil)ay,  M.  Ta>lor  n'en  a  pas  trouvé  un  seul  qui  entendit  une  page  du  Lilavati.  (Delambre,  Histoire  de  l'Astro^ 
nomie  ancienne,  \.  I,  p.  5i5  ) 
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section  des  deux  côtés;  les  segments  sont  les  parties  comprises  entre  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire et  les  deux  extrémités  de  la  base. 

Dans  un  triangle  rectangle,  un  côté  de  Tangle  droit  est  appelé  le  côté,  l'autre  le  droit 
(upright)y  et  le  troisième  Yhypoténuse.  Au  mot  droit ,  qui  ne  s  applique  dans  notre 
nomenclature  mathématique  qu'aux  angles,  nous  substituerons  celui  de  cathète,  qui  était 
employé  par  les  Grecs  et  par  les  Latins. 

Le  polygone  de  quatre  côtés  est  appelé  tétragone  (excepté  dans  le  titre  de  rouvrage  : 
Triangle  et  quadrilatère);  Tun  des  quatre  côtés  est  la  base;  son  opposé  est  appelé  le 
sommet  (summit),  et  les  deux  autres  les  flancs. 

Ne  pouvant  nous  servir  du  mot  sommet,  qui  s'applique  invariablement  dans  notre 
langue,  è  un  point,  et  jamais  à  une  ligne,  nous  lui  substituerons  celui  de  corauste,  à 
rimitation  des  Latins, qui  donnaient  aussi  un  nom  particulier  au  côté  opposé  à  la  base  du 
quadrilatère,  et  rappelaient  coratistus.  Ce  mot  se  rencontre  dans  quelques  anciens  ma- 
nusorils,  el  «  été  reproduit,  en  1496,  dans  la  Margarita  philosophica, 

Los  perpendiculaires  du  quadrilatère  sont  abaissées,  sur  la  base,  des  deux  sommets 
qui  sont  les  extrémités  supérieures  des  deux  flancs  ;  de  sorte  qu  elles  correspondent  respec- 
tivement aux  deux  flancs.  Chacune  d'elles  fait  sur  la  base  deux  segments.  Le  premier,  situé 
tMiti*o  Ih  perpendiculaire  et  le  flanc  correspondant,  est  appelé  le  segment ,  Tautre  est  son 
co9nplèmefit.  Les  Indiens  se  servent  du  mot  diagonale  dans  la  même  acception  que  nous. 

Dans  le  rectangle,  les  dénominations  sont  spéciales.  Le  rectangle  est  appelé  oblong;  et 
deux  côtés  eontigus  sont  appelés,  comme  dans  le  triangle  rectangle,  le  coté  et  le  droit  ; 
MotiH  dirons  le  côté  et  la  cathète. 

Le  mot  (rapèze  (Jtrapezium)  est  employé  plusieurs  fois  sans  être  défini.  On  voit  par  une 
note  (le  M.  (iOlebrooke,  placée  au  commencement  de  la  partie  géométrique  de  Bhaseara  j 
et  empruntée  du  scoliaste  Ganesa,  que  ce  mot,  qui  répond  à  la  dénomination  sanscrite 
Nnhnmn^chaturbhuja,  s'applique  au  tétragone  qui  a  ses  quatre  côtés  inégaux. 

CYhI  la  signilication  qu'il  avait  chez  les  Grecs  (voir  la  définition  34'  du  1^'  livre 
d*Kuulide),  et  qui  a  été  conservée  jusqu'ici  chez  les  géomètres  anglais  ^  C'est  la  significa- 

I  AuJoiinriHii ,  (*n  France,  le  mol  trapèze  s'applique  exclusivemenl  au  quadrilatère  qui  a  deux  côtés  parallèles, 
ni  «m  deux  autres  eôtés  non  |uirall(Mes.  C'est  vers  le  milieu  du  siècle  dernier  qu'il  a  pris  cette  nouvelle  sigaiûca- 
lion  ;  JUMque-l(i  II  avait  eu  celle  d'Kuclide. 

Cependimt  II  avait  déjà  revu  à  dilfén^ntes  è|H)ques,  même  éloignées,  cette  signification  particulière;  car,  daos  la 
pro|Hmlllon  174*'  du  7"  llvn'  des  Collections  mathémaliques  de  Pappus,  ce  mol  s'applique  nécessairement  à  an 
quadiilulére  qui  a  deux  cAlés  parallèles  et  ses  deux  autres  côtés  quelconques;  et,  dans  le  Commentaire  d*£alocius 
Nur  lu  40"  propuNltlon  du  1''''  livre  des  Coniques  li' Apollonius,  il  a  la  même  signification.  Dans  les  temps  modernes 
IMMIM  la  trouvinmexprlnuM*  formellement  dans  un  ouvrage  de  Peucer  :  Etementa  doctrinœ  de  circuits  cœltslihuê. 
In  N"  inOU,  oti  noUH  llMonti  :  Quir  vero  non  't:(i^\ïvi\vyp'ji\i\iaL  sunt,  aut  duas  liabent  lineas  œquabititer  dw- 
lanh'H,  ut  r/#<wfr»C'«i  mtnsuhf:  aut  nullas  prorsus  parallelas  lineas  habent,  ut  TpaTrt^ti&y^. 

lien  l.allnn  avaient  appelé  mvnsa,  ou  mensula,  le  quadrilatère  qui  a  deux  côlés  parallèles.  Stévin  Ta  appelé 
liuitm,  parce  que,  dll-ll,  Il  re.snemhle  mieux  à  une  hache  qu'à  une  table.  (Œuvres  mathématiques  de  Slérln, 

jlu  i'e«le  loiileii  le»  deiioudnatlonN  n'iatives  aux  diveiM^s  formes  du  quadrilatère,  ont  beaucoup  varié. 

I  e  Mielanuli*.  Iipp*''*^  P**''  l*'»*  tireen  trtpoutat;^  a  |)ris  le  nom  de  tctragonus  parte  altéra  longior  chet  les 
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^on  que  nous  lui  donnerons  aussi  dans  les  propositions  de  Brahmegupta.  Mais,  pour  que 

^^  propositions  aient  un  sens,  il  nous  faut  nécessairement  supposer  que  le  trapèze  a  ses 

^a^Ofiales  à  angle  droit.  Dans  deux  propositions  seulement  cette  restriction  n'est  pas 

nécessaire  ;  il  y  a  lieu  de  croire  cependant  qu'elle  entrait  dans  Tesprit  de  Brahmegupta. 

^ite  première  condition  dans  la  construction  du  trapèze  n'est  pas  la  seule  que  Fauteur 

'hindou  ait  dû  observer.  Nous  avons  reconnu  qu  eh  outre  ce  trapèze  doit  être  inscriptible 

au    cc^xle.  Aucune  de  ces  deux  conditions  ne  se  trouve  indiquée,  ni  dans  le  texte  de 

Bral^  irnegupta,  ni  dans  les  notes  du  scoliaste  Ghaturveda.  Le  mot  trapèze  n'est  employé  que 

deixsc     fois  par  Bhascara,  et  nous  voyons  que,  dans  les  deux  cas,  l'auteur  l'applique  à  un 

^iiadsnlatère  construit  d'une  manière  particulière,  et  qui  a  ses  diagonales  rectangulaires. 

us  emploierons  le  mot  trapèze  dans  ce  sens,  à  défaut  d'un  autre  mot,  voulant  con- 

une  expression  abréviative,  qui  contribuera  à  faire  ressortir  le  caractère  propre  des 

isitions  de  l'auteur  hindou. 

signi6cation  que  nous  venons  d'attribuer  au  mot  trapèze  suffît  déjà,  avec  la  condi- 
^'^■^  <|ue  cette  figure  est  inscriptible  au  cercle,  pour  donner  un  sens  à  plusieurs  de  ces 
litions,  mais  non  pas  à  toutes;  et,  dans  plusieurs  autres,  il  faut  admettre  pareil- 
nt,  quoiqu'elles  ne  concernent  pas  le  trapèze,  qu'il  s'agit  encore  du  quadrilatère 
'^^^^■•iplible.  Dans  celles-ci,  le  quadrilatère  a  deux  côtés  opposés  égaux  entre  eux,  ou  bien 
côtés  égaux. 

ïs  premières  suppositions  suffisent  pour  effectuer  la  construction  des  figures  sur 
'^^^m:ielles  roulent  les  propositions  de  Brahmegupta  ;  mais  cela  n'est  pas  assez  :  il  faut 
•re  suppléer  au  silence  de  l'auteur,  et  découvrir  quelles  sont  les  propriétés  dont  ces 
ï^s,  ainsi  construites,  jouiront  ;  propriétés  qui  ont  f:ut  le  véritable  objet  de  l'ouvrage, 
question  se  présentera  également  pour  d'autres  propositions  relatives  au  triangle, 
I^es  conditions  particulières  de  construction  de  cette  figure  sont  bien  indiquées,  mais 
il  n'est  rien  dit  des  propriétés  dont  elle  jouira, 
^'après  cela,  voici  le  résumé  des  propositions  que  nous  trouvons  dans  l'ouvrage  de 
imegupta.  Nous  les  présentons  en  donnant,  à  celles  dont  l'énoncé  était  incomplet  et 
K^telligible,  le  sens  et  l'interprétation  dont  nous  venons  de  parler.  Nous  les  plaçons  par 


1 


(voir  Boèce,  Cassiodore).  Au  Moyen  âge,  Campanus  et  Vincent  de  Beauvais  lui  ont  donné  celui  de 

^€M^ne  long,  qu'il  a  conservé  à  la  Renaissance,  dans  les  ouvrages  de  Zamberti,  de  Tartalea,  etc.  Ensuite 

ques  auteurs  Font  appelé  ohlong  {voir  Alstedius;  Encyclopœdia  universa,  lib.  XV).  Enfin  il  a  pris  en 

le  nom  de  rectangle  (Mersenne,Z>e  la  vérité  des  sciences,  p.  815)  qu'il  a  conservé.  En  Angleterre  il 

Ppelle  toujours  oblong. 

Vincent  de  Beauvais ,  écrivain  du  Xlll«  siècle,  auteur  d'nne  encyclopédie  intitulée  Spéculum  mundi,  où  se 
^eat  réunis,  avec  un  immense  savoir,  une  foule  de  documents  précieux  pour  Thistoire,  appelait  climiam  le 
^^^^»)be  des  Grecs,  qui  est  notre  losange;  simile  climiam  le  rhomboïde,  ou  parallélogramme  ;  ei  climinaria  tous 
quadrilatères  irréguliers,  c'esl-à-dire  les  tnipézes  des  Grecs, 
^^^mpanus,  écrivain  du  même  temps,  à  qui  Ton  doit  en  Europe  la  première  traduction  d'Euclide,  qu'il  avait 
'^SQT  un  texte  arabe,  a  appelé  le  rbombe  helmuayn;  le  parallélogramme,  similis  helmuayn;  et  le  trapèze 
^^^iclide,  helmuariphe.  Ces  noms  élaieni  employés  à  la  Renaissance;  on  les  trouve  dans  la  Géométrie  pratique 
^^  ^ndwardin,  et  dans  les  ouvrages  de  Lucas  di  Borgo  et  de  Tartalea. 
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groupes,  sans  observer  Tordre  qu'elles  ont  dans  Touvrage  indien  ;  mais,  au  moyen  des 
numéros  de  leurs  paragraphes,  on  pourra  établir  cet  ordre. 

l**  Quatre  propositions  sur  le  triangle,  qui  sont: 

Première   :  Le  carré  de  Thypoténnse,  dans  le  triangle  rectangle;  §  24. 

Deuxième  :  La  manière  de  calculer  la  perpendiculaire  en  fonction  des  côtés  ;  §  2â. 

Troisième  :  L'aire  du  triangle,  en  fonction  des  trois  côtés;  §  21. 

Quatrième  :  Une  expression  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ;  §  27. 

Ces  propositions,  les  deux  premières  du  moins,  doivent  être  considérées  comme  des 
lemmes,  utiles  pour  la  suite. 

2*^  Trois  propositions  qui  ont  pour  objet  de  construire  un  triangle  dont  les  côtés  et  la 
perpendiculaire,  et  conséquemment  Taire  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit,  soient  des 
nombres  rationnels  : 

Première   ;  Triangle  rectangle  ;  §  35. 

Deuxième  :  Triangle  isoscèle  ;  §  33. 

Troisième  ;  Triangle  scalène  ;  §  34. 

3"*  Neuf  propositions  sur  le  télragone  inscriptible  au  cercle,  qui  sont  : 

Première    :  L'aire  du  quadrilatère,  en  fonction  des  quatre  côtés;  §  21. 

Deuxième  :  L'expression  de  ses  diagonales  ;  §  28. 

Troisième  :  La  manière  de  calculer  le  diamètre  du  cercle  circonscrit,  en  fonction  des 
côtés  ;  et  une  expression  particulière  de  ce  diamètre  pour  le  trapèze  (tétragone  qui  a  ses 
diagonales  rectangulaires);  §  26. 

Quatrième:  Une  expression  particulière  de  la  diagonale  et  de  la  perpendiculaire,  dans 
un  télragone  inscrit,  dont  les  flancs  sont  égaux;  §23. 

Cinquième  :  Manière  de  calculer  les  segments  que  les  diagonales  et  les  perpendiculaires 
font  les  unes  sur  les  autres,  dans  un  tétragone  inscrit,  dont  les  flancs  sont  égaux;  §25. 

Sixième  :  Manière  de  calculer  les  perpendiculaires  et  les  segments  qu'elles  font  sur  la 
base,  dans  le  trapèze  inscrit  ;  §  29. 

Septième:  Manière  de  calculer  les  segments  faits,  sur  les  diagonales,  par  leur  point  d'in- 
tersection, dans  le  même  quadrilatère;  §§  30-31. 

Huitième  :  Manière  de  calculer  la  perpendiculaire  menée  du  point  d'intersection  des 
diagonales  sur  un  côté,  et  le  prolongement  de  cette  perpendiculaire  jusqu'au  côté  opposé; 
S§  30-31. 

Neuvième  :  Manière  de  calculer  les  segments  que  les  perpendiculaires  font  sur  les  dia- 
gonales et  sur  les  côtés,  et  ceux  que  les  côtés  opposés  font  sur  eux-mêmes;  §  32. 

4"*  Quatre  propositions  sur  la  manière  de  construire  un  quadrilatère  inscriptible  au 
cercle,  dont  les  côtés,  les  diagonales,  les  perpendiculaires,  les  segments  que  ces  lignes 
font  les  unes  sur  les  autres.  Taire  du  quadrilatère  et  le  diamètre. du  cercle  circonscrit, 
soient  des  nombres  rationnels: 

Première  :  Construction  d'un  rectangle  ;  §  35. 

Deuxième  :  Construction  d'un  quadrilatère  dont  deux  côtés  opposés  doivent  être 
égaux  ;  S  36. 
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La  section  V  est  intitulée  Excavations.  Elle  donne  la  mesure  d'un  prisme  ei  d'une 
pyramide  y  et  une  méthode  pour  mesurer  approximativement,  dans  la  pratique,  un  corps 
irrégulier. 

Dans  les  sections  VI ,  VII  et  VIII,  intitulées  Stacks ,  Saw et  Mounds  of  grain ,  lauleur 
donne  des  régies  approximatives  pour  mesurer  des  piles  de  briques,  des  pièces  de  bois  et 
des  tas  de  grains. 

La  section  IX  est  intitulée  Mesure  par  le  gnomon. 

L'auteur  suppose  une  lumière  placée  sur  un  pied  vertical,  et  un  gnomon,  qui  est  un 
style  placé  aussi  verticalement.  Il  résout  ces  deux  questions  : 

1*^  Connaissant  la  hauteur  de  la  lumière,  celle  du  gnomon,  et  la  distance  entré  le  pied 
de  la  lumière  et  celui  du  gnomon,  trouver  rombre  projetée  par  le  gnomon;  §  53. 

2^  Trouver  la  /lauteur  de  la  lumière,  en  connaissant  les  ombres  portées  par  le  gnomon 
placé  dans  deux  positions  différentes;  §  54. 

Telles  sont  les  propositions  qui  composent  la  partie  géométrique  de  louvrage  de 
Brahmegupta. 

Avant  de  nous  livrer  à  Texamen  de  celui  de  Bhascara ,  nous  allons  faire  quelques  obser- 
vations sur  plusieurs  de  ces  propositions. 

La  règle  pour  la  construction  d'un  triangle  rectangle,  en  nombres  rationnels,  s*exprimc 
algébriquement  ainsi  : 

Soit  a  un  côté  du  triangle,  et  h  une  quantité-quelconque,  le  second  côté  sera  : 


et  l'hypoténuse  : 


î(?-)- 


Cette  règle  repose  sur  Tidcntité 


ig..)'„l(^_.)V... 


Brahmegupta  ne  prononce  pas,  dans  son  énoncé,  le  mot  rationnel;  mais  on  trouve  la 
même  règle  au  paragraphe  38  de  son  Algèbre,  et  il  l'intitule  ;  Règle  pour  la  construction 
d'un  triangle  rectangle  en  nombres  rationnels. 

Bhascara  donne  la  même  proposition,  dans  la  partie  géométrique  du  Lilavati,  %  140, 
et  il  ajoute  que  les  côtés  seront  rationnels. 

Celte  règle,  pour  la  construction  du  triangle,  est,  comme  on  le  voit,  une  généralisa- 
tion des  deux  règles  que  Proclus,  dans  son  Commentaire  sur  la  quarante^sepîième 
proposition  du  premier  livre  d'Euclide,  attribue  à  Pythagore  et  à  Platon,  pour  former 
un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers,  un  côté  étant  donné  en  nombre  impair  ou 
|>air. 
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Ces  deux  règles  des  Géomètres  grecs  sont  exprimées  par  les  foriiiulcs  : 


quon  obtient  en  faisant  successivement,  dans  celle  de  Braliniegupla ,  6=:1  et  6  =  3. 
La  formule  de  Brahmegupta  peut  prendre  la  forme  : 

(a*  H-  6«)«  =  (o*  —  6*)*  -*-  4oV. 

Cette  formule  a  été  trés-usitée  chez  les  géomètres  modernes,  où  elle  est  le  fondement 
de  leurs  méthodes  pour  la  résolution  des  équations  indéterminées  du  second  degré. 
Brahmegupta  s*en  sert  pour  la  construction  du  triangle  isoscèle,  dont  les  côtés  et  la  per- 
pendieulaire  sont  des  nombres  rationnels.  Voici  sa  règle  : 

Hetb  étant  deux  nombres  quelconques,  (a^  -h  b^)  sera  l'expression  des  deux  côtés  égaux 
du  triangle,  et  2  (a*  —  b^)  sera  la  base  :  ta  perpendiculaire  sera  2ab  ;  §  33. 

Pour  former  un  triangle  scalène  dont  les  côtés  et  la  perpendiculaire  soient  des  nombres 
rationnels,  on  aperçoit,  dans  la  règle  algébrique  de  Brahmegupta,  §  34,  qu'il  construit 
deux  triangles  rectangles  en  nombres  rationnels,  ayant  un  côté  commun.  Ce  côté  est  la 
perpendiculaire  du  triangle  scalène  formé  avec  les  autres  côtés. 

Plusieurs  géomètres  modernes  ont  résolu  de  cette  manière  la  même  question  (tx>tV 
les  Commentaires  de  Bechet  de  Méziriac  sur  le  6"  livre  des  Questions  arithmétiques  de 
Diophante,  et  les  Sectiones  triginta  miscellaneœ,  de  Schooten,  p.  429). 

Nous  avons  reconnu  que  les  deux  propositions  sur  le  triangle  isoscèle  et  le  triangle 
scalène  sont  utiles  pour  la  construction  que  Brahmegupta  donne,  sous  les  paragraphes  36 
et  37,  pour  le  tétragone  inscriptible  au  cercle,  ayant  deux  ou  trois  côtés  égaux. 

La  formule 

(a*  H-  (^  =  (a*—by  -4-  4aV, 

qui  a  servi  à  Brahmegupta  pour  construire  en  nombres  rationnels  un  triangle  rectangle, 
quand  un  côté  est  donné,  peut  servir  aussi  pour  le  cas  où  Thypoténuse  est  donnée;  car, 
soit  s  cette  hypoténuse;  faisons  6«»1  dans  la  formule,  et  multiplions  ses  deux  membres 

pw*  (5TÏF  '  ^''®  deviendra 

4oV         (^ia^-iy 

*  lloéGe,en  se  servant  aussi  de  ces  deux  formules,  clans  le  2«  livre  de  s^a  Géométrie,  attribue  la  seconde  à 
ktéhytm. 
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ce  qui  fait  voir  que  les  deux  côtés  du  triangle  seront  de  la  forme 

2ac         c(o*  — I) 


a  étant  un  nombre  arbitraire. 

Bhascara  a  donné  cette  formule.  Elle  ne  se  trouve  point  dans  Touvrage  de  Brahmegupta, 
parce  qu*elle  est  inutile  pour  la  solution  de  la  question  du  quadrilatère  inscrit,  sur  laquelle 
roulent  toutes  ses  propositions. 

Les  paragraphes  26  et  27  sont  les  seuls  où  Brahmegupta  ait  fait  mention  du  cercle  eir- 
conscrit  à  la  figure.  Aucune  condition  semblable  n*est  indiquée  dans  aucune  des  autres 
propositions  y  qui  nous  ont  paru  se  rapporter  au  quadrilatère  inscriptible  au  cercle. 

Le  paragraphe  27,  qui  donne  la  manière  de  calculer  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à 
un  triangle,  exprime  la  formule  connue  :  «  le  produit  de  deux  côtés  d'un  triangle,  divisé  par 
»  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  troisième  côté,  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit.  » 

La  manière  de  calculer  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  tétragone  est  la  même;  on 
considère  le  triangle  formé  par  deux  côtés  contigus  et  une  diagonale.  L'expression  des 
diagonales  se  trouve  dans  le  paragraphe  28. 

Pour  le  tétragone  qui  a  ses  deux  diagonales  rectangulaires,  le  diamètre  est  égal  à  la 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  deux  cotés  opposés. 

Cette  proposition  repose  sur  la  propriété  connue,  des  cordes  qui  se  coupent  à  angle 
droit  dans  le  cercle  :  La  somme  des  carrés  des  quatre  segments  faits  sur  les  deux  cardes, 
par  leur  point  d'intersection,  est  égale  au  carré  du  diamètre  du  cercle.  Propriété  qui  est 
la  onzième  proposition  du  traité  d'Archimède,  qui  porte  le  titre  de  Lemmes. 

Le  paragraphe  21,  qui  donne  Taire  du  triangle  et  du  quadrilatère,  en  fonction  des  côtés, 
nous  semble  mériter  une  attention  particulière,  de  la  part  surtout  des  personnes  qui  aiment 
à  rechercher  les  documents  historiques  que  peuvent  présenter  les  annales  des  sciences. 

Ce  paragraphe  se  compose  de  deux  parties ,  dont  la  première  nous  parait  susceptible  de 
deux  interprétations  différentes.  Si  nous  suivons  textuellement  son  énoncé,  elle  exprime, 
en  quelque  sorte,  une  proposition  négative;  elle  dit  que  telle  règle,  pour  le  calcul  de  Faire 
d'un  triangle  et  d'un  tétragone,  est  fausse.  Au  contraire,  en  faisant  un  léger  changement 
au  texte ,  nous  en  lirons  une  règle  exacte  pour  le  calcul  du  trapèze,  qui  joue  le  rôle  prin- 
cipal dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta . 

Première  interprétation  : 

l^  Le  produit  des  demi-sommes  des  côtés  opposés  donne  une  aire  inexacte  du  triangle 
et  du  tétragone; 

2^  La  demi-somme  des  cotés  est  écrite  quatre  fois;  on  en  retranche  successivement  les 
côtés;  on  fait  le  produit  des  restes  :  la  racine  carrée  de  ce  produit  est  l'aire  exacte  de  la 
figure  \ 

'  Voici  le  texte  de  M.  (>>lebrooke,  qu*il  faut  avoir  sous  les  yeux  pour  apprécier  les  deux  interpréUUons  doal 
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parmi  nous^  au  Moyen  âge.  Car  nous  les  trouvons  dans  les  œuvres  de  Bède,  parmi  ces 
questions  d'Arithmétique  ad  acuendos  juvenes  ^ ^  qu'on  a  regardées  eomme  le  germe  du 
livre  si  connu  des  Récréations  mathématiques  ^^  et  que  le  prince  abbé  de  Saint-Emeran 
a  attribuées  au  célèbre  Alcuin,  le  maître  et  l'ami  de  Charlemagne. 

Ces  deux  règles,  qui  attestent  que  nous  avons  eu  nos  temps  d'ignorance,  auraienl^les 
pénétré  dans  Tlnde,  où  des  géomètres,  véritablement  dignes  de  ce  nom,  les  auraient  recon- 
nues fausses?  Et  la  proposition  de  Brahmegupla  aurait-elle  été  destinée  à  subsituer,  à  cette 
pratique  ignorante,  une  règle  vraiment  exacte  et  géométrique? 

Il  semble,  du  moins  à  raison  de  leur  identité,  que  ces  règles  des  Occidentaux,  et  celles 
que  Tauteur  hindou  énonce  comme  fausses,  ont  une  même  origine.  Car  il  n'en  est  pas  de 
Terreur  comme  de  la  vérité.  La  vérité,  en  Géométrie,  est  la  loi  commune;  elle  est  une, 
elle  appartient  à  tous  les  temps,  a  toutes  les  intelligences  qui  savent  la  comprendre;  et  sa 
présence  sur  plusieurs  points,  chez  plusieurs  peuples,  n'est  pas  une  preuve  de  communi- 
cations entre  eux.  Mais  quant  à  l'erreur,  ses  formes  n'ont  pas  de  loi  ;  elles  sont  diverses» 
innombrables;  et  la  conformité,  dans  ce  cas,  dénote  une  origine  commune. 

Cette  circonstance  offre  peut-être  quelque  intérêt,  comme  fait  historique  attestant  des 
communications  scientifiques  dans  un  temps  éloigné,  et  prouvant,  du  reste,  la  haute  supé- 
riorité des  Hindous  d'alors  sur  les  Occidentaux  contemporains. 

Seconde  interprétation  de  la  proposition. 

Dans  notre  seconde  manière  d'interpréter  la  proposition ,  nous  changeons  quelques  mots 
du  texte,  et  nous  lui  faisons  dire  : 

i*  Dans  le  trapèze^  l'aire  est  égale  à  la  demi^somme  des  produits  des  côtés  opposés; 

9*  Pour  le  triangle  et  le  tétragone,  la  demi-somme  des  cotés  est  écrite  quutre  fois;  on  en 
retranche  séparément  les  cotés;  on  fait  le  produit  des  restes;  la  racine  carrée  de  ce  produit 
est  l'aire  de  la  figure  '. 

<  Venerabilis  Bedœ  opéra;  4  tom.  in-fol;  Cologne  »  1613  ;  t.  I,  colonnes  104  el  109.  De  campo  quadranguio  ; 
un  quadrangle  a  sa  base  égale  à  34 ,  le  côlé  opposé  égal  à  32 ,  et  ses  deux  flancs  égaux  à  30  et  à  32  :  son 
aire  est 


/34-*-32\       /30-»-3â\ 


De  campo  trianguto;  un  triangle  a  ses  flancs  égaux  à  30 ,  et  sa  base  égale  à  18;  soA  aire  est 

30  +  30      18 

1^       X-=:30xO«270. 

Ces  règles  fausses  sont  encore  appliquées  dans  les  questions  intitulées  :  De  civitate  quadrangulà;  De  eivttailf 
Iriangulâ, 

'  Montucla,  Histoire  des  Mathématiques,  tom.  I,  p.  496. 

'  Voiei  quel  pourrait  être  renoncé  qui  répoudrait  à  cette  interprétation  ;  on  verra  queb  légers  changement» 
il  suffirait  de  ftiire  au  texte  anglais  pour  Pobtenir  :  Half  the  sum  of  the  products  of  the  sides  and  eounierêidêê 
is  thearea  ofa  trapezium.  In  a  triangle  ad  tétragone  half  the  sum  of  the  sides  set  down  four  times,  emd 
rally  lessened  hy  the  sides,  being  multiplied  togelher,  the  square-root  oftheproduct  is  the  areû. 
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Il    est  toujours  question  y  bien  entendu,  du  trapèze  et  du  tétragone  inscriptibles  au 

cerele. 

PotJtr  obtenir  eet  énoncé,  il  suffit  de  supprimer  le  mot  inexact  (gro$s)y  de  remplacer 
lé&aff€yne  par  trapèze ^  et  de  faire  passer  le  mot  triangle  dans  la  seconde  phrase,  en  y 
intrcxluisant  celui  de  tétragone.  Cette  seconde  phrase  conserve  sa  signification  primitive; 
el  la  première  prend  un  sens  clair  ,  et  devient  une  proposition  assez  belle  qui,  peut-être, 
n*avaîl  point  encore  été  remarquée.  Sa  démonstration  est  facile ,  car  les  deux  diagonales 
étant  âi  angle  droit,  il  est  évident  que  Taire  du  trapèze  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de 
Tune  par  Fautre.  Mais  ce  produit ,  suivant  le  théorème  de  Ptolémée  sur  le  quadrilatère 
inscrit  ,  dont  Brahmegupta  s'est  évidemment  servi  dans  la  proposition  du  paragraphe  28  *, 
est  é£;al  à  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés.  Donc  la  moitié  de  celte  somme  est 
•'aire  du  trapèze. 

On  n  avait  cité,  jusqu'ici ,  du  paragraphe  21,  que  la  partie  relative  à  la  formule  de 
'**îre  du  triangle, en  fonction  des  trois  côlés;  et  Ion  n'avait  point  fait  attention  à  la  formule 
de  Taire  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  qui  aurait  mérité  à  tous  égards  la  préférence  sur 
■a  première;  ni  à  cette  proposition,  qui  déclare  inexactes  des  règles  identiques  à  celles 
qui  ont  été  pratiquées  par  les  Latins ,  puis  parmi  nous  dans  le  Moyen  âge. 

La  formule  de  Faire  du  triangle  avait  fait  d'autant  plus  de  sensation ,  dans  l'ouvrage  de 

^•^hnriegupta,  qu'on  ignorait  généralement  qu'elle  eût  été  connue  dans  l'Anriquité,  par- 

*w^lièremenl  des  Grecs.  Montucla,  qui  l'avait  attribuée  d'abord  à  Tartalea ,  n'en  avait  fait, 

^■^uite,  remonter  l'origine  qu'à  Héron  le  jeune,  écrivain  du  VII®  siècle.  Aussi,  M.  De- 

•'ïibre,  en  rendant  compte  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta,  dans  le  discours  qui  précède 

'^  -histoire  de  l'Astronomie  au  Moyen  âge,  n'a  trouvé  d'autre  objection  à  faire,  dans 

^^•^ides  Grecs,  contre  cette  formule  du  géomètre  indien,  si  ce  n'est  que  ce  théorème 

'•"^Urieiix  n'est  que  d'une  utilité  fort  médiocre  en  Astronomie.  Mais  nous  devons  con- 

^^^  ici  que  ce  théorème,  qui  est  resté  inaperçu  dans  l'histoire  de  l'Ecole  d'Alexandrie, 

^^^  été  connu.  On  le  trouve  démontré  dans  un  traité  de  Géodésie  de  Héron  l'ancien  (deux 

^^*es   avant  l'ère  chrétienne),  intitulé  la  Dioptre,  ou  le  Niveau ,  que  M.  Venturi,  de 

„.  *^gne,  a  traduit,  il  y  a  une  vingtaine  d'années,  sous  le  titre  //  Traguardo,  dans  son 

istoire  de  l'Optique*.  M.  Venturi  a  encore  trouvé  ce  théorème,  sans  démonstration,  dans 

P      '■^Bgment  de  Géométrie  d'un  auteur  latin  qui  lui  a  paru  être  antérieur  à  Boèce.  Nous 

^^oris  vu  aussi  dans  un  manuscrit  du  XI®  siècle,  que  possède  la  Bibliothèque  de  Chartres. 

y  '^it  partie  d'un  Traité  de  la  Mesure  des  Ggures,  que  nous  croyons  éire  le  même  écrit 

^  ^  eite  M.  Venturi,  et  que  nous  serions  porté  à  attribuer  à  Frontinus.  Ainsi  la  priorité, 

.^'^^    à  la  formule  de  l'aire  du  triangle,  ne  peut  appartenir  à  Brahmegupta.  Mais  ce 

**^étre  peut  la  céder,  sans  rien  perdre  de  l'estime  qu'elle  avait  fait  accorder  à  son 

^^f[e,  puisque  nous  y  trouvons  la  formule,  beaucoup  plus  importante,  de  l'aire  du 

|,^       ^Ou»  n^entendons  pas  dire  que  Brahmegupta  a  emprunté  ce  théorème  de  TAImageste  de  Ptolémée  ;  mais  (|u'il 


^^^^       ^mo,  et  qu'U  s*eD  est  servi  pour  parvenir  à  rexpression  des  diagonales  du  quadrilalére  inscrit,  qu'il  donne 
^^  ^^  paragraphe  28. 

^ommentori  «opra  la  siwrin  e  le  leorie  deW  ottica.  Bologna,  1814,  in-4'»,  pp.  77-147. 
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quadrilatère  inscrit,  en  fonction  des  côtés,  qui  lui  appartient  incontestablement,  comme 
ne  s'étant  trouvée  dans  aucun  ouvrage  antérieur. 

Celle-ci  avait  paru  jusqu'ici  appartenir  aux  Modernes.  Snellius  Ténonce  comme  éuoi 
de  lui,  dans  son  commentaire  sur  la  première  proposition  du  livre  De  problemaiibuê 
miscellaneisy  de  Ludolph  Van  Ceulen  ^  Mais  nous  avons  quelque  raison  de  croire  qu^elle 
avait  déjà  été  trouvée  quelques  années  auparavant  ^.  Sa  démonstration  géométrique  n^était 
pas  sans  difficulté,  au  dire  même  d'Ëuler,  qui  en  a  donné  une  dans  les  Mémoires  de 
Pétersbourg  ',  trouvant  très-embrouillées  les  deux  que  Philippe  Naudé  avait  données  pré- 
cédemment, dans  les  Mémoires  de  Berlin^.  Cette  proposition  se  trouve  dans  peu  d'ou- 
vrages, quoique  souvent,  dans  le  XVI''  siècle  et  depuis,  on  se  soit  occupé  du  quadrilatère 
inscrit,  ainsi  que  nous  le  dirons  plus  loin. 

Quant  à  la  formule  de  Taire  du  triangle,  on  la  rencontre  partout,  chez  tous  les  peuples 
et  dans  tous  les  temps.  Les  Arabes  Font  connue,  et  c  est  d'eux  que  nous  est  venue  la  pre- 
mière démonstration  que  nous  en  ayons  eue  en  Europe.  On  la  trouve  dans  un  ouvrage  de 
Géométrie,  des  trois  fils  de  Musa  ben  Schaker,  traduit  de  Tarabe  en  latin,  sous  le  titre 
Verba  filiorum  Moysi,  filii  Schaker,  Maliumeti,  Hameti,  Hasen  *.  Elle  y  est  démontrée 
d'une  manière  géométrique,  différente  de  celle  de  Héron  d'Alexandrie;  ce  qui  nous  fait 
supposer  que  les  Arabes  l'avaient  reçue  des  Indiens;  d'autant  plus  que  les  trois  fils  de 
Musa  ben  Schaker  disent,  dans  leur  ouvrage,  que  cette  formule  a  été  employée  par  beau- 
coup d'écrivains ,  sans  démonstration  ;  et  que  d'ailleurs  on  sait  que  ces  trois  célèbres 
Géomètres  avaient  puisé  une  partie  de  leurs  connaissances  mathématiques  dans  les  ou- 
vrages indiens  ^.  M.  Libri  a  remarqué  la  formule  en  question  dans  un  Traité  géométrique 
du  juif  Savodarsa,  écrit  vers  le  XIP  siècle  7.  Elle  se  trouve  ensuite  dans  la  Pratique  de  la 
Géométrie  y  de  Léonard  de  Fisc,  où  elle  est  démontrée  à  la  manière  des  trois  frères  arabes. 

*  Après  avoir  dil  qu*auparavanl  ou  calculait  séparément  les  aires  des  deux  triangles  dont  se  compose  le  qua- 
drilatère ;  Snellius  ajoute  :  Quanià  operosior  est  hœc  vulgata  ad  instigandam  aream  via ,  tantà  grcUius  novum 
hoc  nostrum  theoreinatum  benevolo  leclori  futurum  speramus. 

*  Prxtorius,  dans  un  ouvrage  sur  le  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  qui  porte  la  date  de  1508,  et  dont  noos 
parlerons  plus  loin,  dii  que  Ton  a  déjà  cherché  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  en  fonciioii  des 
côtés ,  et  Vaire  du  quadrilatère. 

'  Novicommentahi^i.  I'',  ann.  1747  et  1748.  Variœ  demomlrationes  geometriœ.  »«  La  démonstration  analy- 
n  tique  de  celte  formule  n'e^t  pas  difficile,  mais  ceux  qui  ont  cherché  à  en  donner  une  démonstration  géomé- 
»  trique  ont  trouvé  de  très-grandes  difficultés.  » 

Les  Nova  acla  de  Pétersbourg,  t.  X,  ann.  179i,  contiennent  une  autre  démonstration ,  par  N.  Fuss. 

*  Misceltanea  BeroUnensia,  t.  III,  ann.  1723. 

^  Cet  ouvrage  n*existe  qifen  manuscrit.  La  Biblioihè(|ue  royale  de  Paris  en  possède  un  exemplaire  qui  est  Joint 
à  uu  grand  nombre  d'autres  pièces  scieQtidques  intéressantes,  traduites  de  Tarabe  et  réunies  sous  le  titre 
Mathematica  (Supplément  latin ,  n»  49,  in-fol.  Voir  V Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  de  M.  Libri 
T.  I",  p.  266) 

I/Académie  de  Bàle  en  i)ossède  aussi  un  manuscrit,  sous  le  titre  Liber  trium  fratrum  de  Geometrid. 

^  Casiri,  Ribliotheca  Aradico-Uispana  Escurialensis,  etc.  Mohammed  ben  Musa  Indorum  in  prosclarissimiê 
incenlis  ingenium  et  acumen  ostendit.  (T.  !<''',  p.  427.)  On  lit  encore,  dans  la  table  de  rouvrage  :  Ubrum  arUs 
Logisticœ  à  Khata  Indo  editum  enornavit.  (Mohammed  ben  Musa.) 

7  Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  p.  160. 
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j/   r^^wr^ii  quon  Ta  trouvée  aussi,  avec  la  même  démonsiration »  dans  quelque  écrit  de 

jn  Nemorarius,  postérieur  de  quelques  années  à  Léonard  de  Pise.  A  la  Renaissance, 

#€)rmule  a  paru  dans  presque  tous  les  ouvrages  de  Géométrie.  Reisch  Ta  donnée  dans 

j^    j^^^^Mwgarita  philosophica ,  en  1496.  Nous  avons  de  fortes  raisons  de  croire  qu'il  lavait 

^gM^  w^m^MMUiée  deTauteur  latin  dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  On  la  trouve  ensuite,  avec 

|3    .^-a ^^  jyioDstration  de  Léonard  de  Pise,  dans  la  partie  géométrique  de  la  Summa  de  Arith" 

fff^^*^^=^Sj  Geomelritty  etc.,  de  Lucas  di  Borgo  (Distinctio  prima,  capitulum  octavum, 

fot^       4  2)9  et  dans  la  troisième  partie  du  Traité  général  des  nombres  et  des  mesures,  de 

'Y^ M^m^sklcai.  Cardan  la  insérée,  sans  démonstration,  dans  sa  Practica  arilhmetice  <;  et  Oronce 

ffîwm^^^    dans  sa  Géométrie,  livre  2,  ehnp.  IV.  Ramus,  dans  ses  Sdiolœ  mathematicœ ,  a 

rBjp^f^^^rêé  la  démonstration  de  Jordan  et  de  Tartalea,  en  critiquant  leur  manière  d'énoncer 

la  flV>v*xiiule,  et  leur  reprochant  de  dire  que  Taire  du  triangle  est  la  racine  carrée  du  produit 

de    ^z^mialre  lignes;  locution  inusitée  dans  la  Géométrie  des  Grecs,  où  le  produit  de  deux  ou 

de     c  trois  lignes  avait  une  signification  géométrique,  mais  non  le  produit  de  quatre  lignes. 

Sn^IIÂus,  en  reproduisant  cette  critique  de  Kamus,  dans  ses  notes  sur  les  ouvrages  de 

Ltidolpli  Van  Ceulen  ^,  a  énonce  la  règle  à  la  manière  des  Grecs,  en  disant  que  Taire  du 

irist  tTB^t^  est  égale  à  celle  d'un  rectangle  dont  un  côté  est  moyen  proportionnel  entre  deux 

des      qtjifitre  facteurs  qui  entrent  dans  Texpression  algébrique,  et  dont  Tautre  côté  est 

rnoy^f  B    proportionnel  entre  les  deux  autres  facteurs.  Millet  Dechales  s  est  conformé  aussi 

à  œ  ^cy  le  rigoureusement  géométrique  des  Grecs. 

I^     A:>rmule  en  question  se  trouve  dans  une  infinité  d'autres  ouvrages,  qu'il  est  inutile 

de  cîftc^v    ici.  Presque  tous  se  servent  de  la  démonstration  de  Lucas  di  Borgo,  laquelle  est 

celle  cJ^^s  Arabes,  qui  nous  a  été  apportée  par  Fibonacci.  Quelques-unes  cependant  sont 

dîffér^ar^  Ces  :  telles  sont  celles  de  Newton  *,  d'Euler  *,  de  Boscovich  ^.  Celles-ci  doivent  le 

degré    ^Jg  ^3  simplicité  qui  les  distingue  à  la  connaissance  a  priori  de  la  formule  dont  il  s'agit 

de  ^c>««^%rer  une  expression  géométrique.  Celle  de  Héron  et  celle  des  Arabes  ont  le  mérite 

d'é^-re     K^^turelles,  et  de  porter  le  cachet  de  l'invention.  Mais  probablement  la  voie  algé- 

br*4^^»    <jui  fait  usage  de  Texpression  de  la  perpendiculaire,  est  celle  qui  aura  procuré  ori- 

gi^**^^*^^^ent  la  découverte  de  cette  formule,  particulièrement  chez  les  Indiens  ;  car  ce  genre 

de  ^^ *^^ onstration  est  tout  à  fait  dans  l'esprit  de  leurs  spéculations  mathématiques,  qui 

pep^^^^ï^  t.  sur  l'alliance  de  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie. 

i^ota^     terminerons  nos  observations  sur  cette  formule  par  une  remarque  sur  les  trois 

nomt^r^s  13, 14  et  15,  que  les  Indiens  ont  pris,  dans  l'application  nimiérique  qu'ils  en  ont 

(aii*i.   <j^^g  nombres  sont  très-remarquables,  en  ce  qu'ils  paraissent  inséparables  de  la  for- 

lïi^iie.  ^^  g^i^j^  non-seulement  ceux  des  Indiens,  à  plusieurs  siècles  d'intervalle,  mais  aussi 

^   jT^^-  ^.  De  mensuris  superficierum  ;  art.  4. 


i  ^^  figurarum  transmutatione  et  seclione;  Prohienia  35,  p.  73. 

^       ^^9us  mathematicus.  1690,  in-fol.,  t.  \",  Trigonometriœ  iiber  tirdu^,  prop.  X. 
.  '^^^ihmétique  universelle;  1. 1",  problème  XI. 
^  AToei  (7ofiim«n/arii  de  Pétei-sbourg:  t.  I".  ami.  I7i7  H  I7iî5. 
-^t*^ra,  etc.;  l.  V,  «pus  M. 
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ceux  de  Héron  d'Alexandrie,  de  Héron  le  jeune  *,  des  trois  frères  arabes,  Mohammed, 
Hamet  et  Hasen;  ceux  de  Léonard  de  Pise,  de  Jordan,  de  Lucas  di  Borgo,  de  Georges 
Valla  *,  de  Tarlalea ,  et  de  presque  tous  les  écrivains  qui  ont  reproduit  la  formule.  Le 
morceau  de  Géométrie  latin  que  nous  avons  cité,  et  la  Margarita  philosophicay  sont  peut- 
être  les  seuls  ouvrages  qui  ne  s'en  soient  pas  servis,  ayant  pris,  pour  application  numé- 
rique de  la  formule,  un  triangle  rectangle;  mais  ces  ouvrages  emploient  les  trois  mêmes 
nombres  dans  d  autres  passages,  pour  calculer  Taire  d'un  triangle  en  cherchant  la  valeur 
de  la  perpendiculaire.  Pour  la  même  question,  traitée  dans  TAIgêbre  de  Mohammed 
ben  Musa  (Pun  des  trois  frères  arabes  cités  ci-dessus),  on  trouve  pareillement  ces  trois 
nombres  ^. 

C'est  une  circonstance  assez  intéressante,  aux  yeux  de  l'historien,  que  partout  se  retrouve 
l'usage  de  la  formule  en  question,  et  surtout  des  trois  nombres  13,  14  et  15,  employés 
dans  les  ouvrages  les  plus  anciens,  et  chez  tous  les  peuples,  disons-nous;  chez  les  Grecs, 
presque  à  l'origine  comme  au  déclin  de  l'Ecole  d'Alexandrie;  dans  les  Indes,  chez  les 
Latins,  chez  les  Arabes;  et,  dès  la  Renaissance,  dans  toutes  les  parties  de  l'Europe  où  les 
sciences  sont  cultivées. 

L'usage  général  de  ces  trois  nombres  semble  dire  qu'ils  ont  eu  une  origine  commune. 
Telle  avait  été  d'abord  notre  pensée,  et  nous  avions  regardé  ces  trois  nombres  comme  une 
circonstance  heureuse,  propre  à  répandre  quelque  jour  sur  la  question  concernant  la 
nature  et  l'étendue  des  communications  scientifiques  qui  ont  eu  lieu,  dans  des  temps 
reculés,  entre  l'Inde  et  la  Grèce.  Mais  nous  n'avons  pas  tardé  à  reconnaître  que  ces 
nombres  n'offraient  probablement  pas  les  secours  historiques  que  nous  en  avions  espérés 
d'abord.  En  clfet,  on  aura  cherché  naturellement,  pour  application  immérique  de  lex- 
pression  de  l'aire  d'un  triangle,  soit  par  la  formule  en  question,  soit  par  le  calcul  de 
la  perpendiculaire,  trois  nombres  pour  lesquels  cette  aire,  et  conséqucmment  cette  per- 
pendiculaire, fussent  exprimées  en  nombres  rationnels.  La  solution  de  cette  question 
n'offre  pas  de  dilliculté.  Elle  se  réduit  à  construire  deux  triangles  rectangles  en  nombres 
rationnels,  ayant  un  côté  commun.  C'est  ainsi  que  Brahmegupta  a  fait,  comme  nous 
Tavons  dit  au  sujet  de  son  paragraphe  34.  Et  il  est  à  remarquer  que  la  manière  de  con- 
struire un  triangle  reclangle,  en  nombres  rationnels  et  entiers,  était  connue  des  Grecs 
cl  des  Latins,  qui  se  servaient  des  deux  formules  imaginées,  l'une  par  Pythagore,  et 
l'autre  par  Arcbytas  ou  Platon. 

.Maintenant,  parmi  tous  les  systèmes  de  deux  triangles  rectangles  exprimés  en  nombres 

*  Voir  son  Traité  de  Géodésie ,  manuscrit  qui  se  trouve  à  la  [bibliothèque  ro^vale,  sous  le  n»  2013. 

Barocci  a  donné  une  traduction ,  accompagnée  de  commenlaii'es ,  du  Traité  de  Géodésie  de  Ilérou  le  jeune  et 
de  son  livre  sur  les  machines  de  fçucrre.  sous  le  tilre  :  Ueronis  mechanici  liber  de  Machinis  heliicis,  necrum 
liber  de  yeodesid;  in-4°,  Veneliis.  157:2.  Mais  le  manuscrit  dont  il  s'est  servi  était  incomplet,  et  la  formule  de 
Taire  du  trian};le  ne  s'y  trouve  pas. 

^  Geonjii  Vallœ  l*laceiilini  viri  Clariss.  De  expetendi^  et  fuyiendis  rébus  opus,  etc.;  2  vol.  io-fol.,  Venise, 
iriOl.  Liber  XI V,  et  GeomelriœW;  cap.  VII,  Dimensio  universalis  in  omni  triangulo. 

^  The  AUjebra  of  Mohammed  bcn  }fu.sa,  edited  and  franslated  by  F.  Hosen.  London.  1851,  in-8*,  p.  8i  du 
foxtp  an^^lais.  et  p.  (il  du  texte  arabe. 
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^^iiers,  et  ayant  un  cùlé  commun,  on  aura  pris  celui  où  ces  nombres  sont  les  plus  peiils; 
ce  s€>ëU  ceux  qui  ont  pour  côlés,  le  premier  3,  12,  13,  cl  le  second  9,  12,  13. 

Plaçant  ces  deux  triangles  de  manière  que  leurs  deux  côtés  égaux  se  confondent  et  que 
les  autres  cdtés  des  angles  droits  soient  dans  le  prolongement  Ttm  de  Fautre,  on  forme  le 
triangle  scalène  qui  a  sa  base  égale  à  14,  et  ses  deux  autres  côtés  égaux  à  15  et  13.  Cest 
ainsi  que  différents  géomètres,  chacun  de  son  côté,  auront  pu  être  conduits  au  triangle 
exprimé  par  les  nombres  13,  14  et  15.  Cependant  nous  devons  dire  qu'avee  les  deux 
triarfegles  rectangles  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  former  celui-là ,  on  en  peut  former 
un  autre  encore  plus  simple.  Pour  cela,  il  faut  superposer  leurs  deux  côtés  9  et  3;  il  en 
rés\ilie  le  triangle  qui  a  pour  base  4,  et  pour  côtés  13  et  13.  Sa  hauteur  est  12,  comme 
poui-  le  premier.  Mais  ce  triangle  est  obtusangle;  sa  perpendiculaire  tombe  en  dehors  de 
sa  base;  et,  bien  que  ce  cas  puisse  se  présenter  aussi  souvent  que  celui  d'un  triangle  aeu- 
toriglc,  on  le  regarde  généralement  comme  étant  moins  propre  à  servir  d  exemple.  Ainsi, 
oalurellement,  on  aura  choisi  le  triangle  dont  les  côtés  sont  13 ,  14  et  13. 

CHes  considérations  montrent  que  l'on  ne  doit  pas  conclure,  de  ce  que  les  Indiens  ont 
ennployé  les  nombres  13,  14  et  13,  de  même  que  Héron  l'ancien,  dans  leurs  appli- 
cations de  la  formule  de  l'aire  du  triangle,  qu'ils  ont  reçu  cette  formule  du  Géomètre 
d'A. I^xandrie.  Mais  l'eussent-ils  reçue,  les  droits  de  Brahmegupta,  au  titre  de  Géomètre 
'^^bilCjn'en  recevraient  aucune  atteinte,  puisque  son  ouvrage  contient  une  formule  beau- 
c^^tsp  plus  importante  et  des  questions  plus  difficiles,  dont  nous  ne  trouvons  pas  de  traces 
ch^aE   les  Grecs. 

K-«^  paragraphe  28  de  Brahmegupta  donne  les  expressions  des  diagonales  d'un  quadrila- 
le»-^  inscrit  au  cercle,  en  fonction  des  côlés.  Ce  sont  les  formules  connues.  Elles  résolvent 
ie  |[>x-^oblème  où  il  s'agit  de  construire,  avec  quatre  côtés  donnés,  un  quadrilatère  inscriptible 
^^^rcle.  De  sorte  que  le  géomètre  indien  a  connu  la  solution  de  ce  problème.  Cette  cir- 
tance  n'est  pas  indifférente.  Car  ce  problème,  agiré  chez  les  Modernes,  y  a  eu  pendant 
^*^    ^«mps  quelque  célébrité;  et  tous  n'y  ont  pas  réussi. 

^i^ous  donnerons  une  courte  notice  des  Géomètres  qui  s'en  sont  occupés ,  dans  nos  obser- 
^^î^ns  sur  le  paragraphe  38,  qui  est  une  suite  de  ce  premier  problème. 

our  ne  pas  trop  allonger  cette  Note,  nous  omettrons  les  observations  auxquelles  peu- 
1  donner  lieu  les  propositions  des  paragraphes  23,  23,  29,  30-31  et  32.  Nous  dirons 
ement  que  la  seconde  partie  du  paragraphe  30-31  énonce  une  proposition  assez  remar- 
^^^ble.  Brahmegupta  montre  comment  on  calculera  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
^  ^^tcrsection  des  deux  diagonales  du  trapèze  sur  sa  base,  et  donne  (sans  indiquer  le 
yen  de  la  calculer),  l'expression  du  prolongement  de  cette  perpendiculaire,  jusqu'à  la 
supérieure.  De  celte  expression,  nous  concluons  immédiatement  que  cette  perpendicu- 
Te  passe  par  le  point  milieu  de  la  base  supéiieure.  Proposition  facile  à  démontrer,  mais 
i  mérite  d'être  signalée  dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta.  Elle  fait  bien  voir  qu'il  est 
estion  d'un  quadrilatère  qui  satisfait  aux  deux  conditions  d'être  inscriptible  au  cercle 
d'avoir  ses  diagonales  à  angle  droit. 
Nous  allons  rapporter  les  énoncés  des  quatre  propositions  comprises  sous  les  para- 
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graphes  35,  30, 37  el  38,  qui  nuiis  onl  paru  résoudre  la  question  de  eonslrnire  un  quadri- 

1 

latère  inscriptible,  cldonl  toutes  les  parties  fussent  rationnelles. 

§  35.  Le  coté  est  pris  arbitrairement;  son  carré  est  divisé  par  une  quantité  quelconque; 
du  quotient  on  retranclie  cette  quantité;  la  moitié  du  reste  est  In  cathète  de  l'oblong;  el,  si 
Von  y  ajoute  la  quantité,  ou  aura  la  diagonale. 

Ainsi  soient  a  le  côté  de  loblong,  b  la  quantité  prise  arbitrairement  :  la  cathète  et  la 
diagonale  seront 

En  effet,  on  a 

D  après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  de  cette  formule ,  appliquée  à  la  construction  du 
triangle  rectangle,  on  ne  peut  douter  qu'il  ne  s'agisse  ici  de  la  construction  d'un  oblong 
dont  les  diagonales  soient  exprimées ,  comme  les  côtés ,  en  nombres  rationnels. 

L'aire  de  l'oblong  sera  rationnelle  aussi;  et  il  en  sera  de  même  du  diamètre  du  cercle 
circonscrit  à  l'oblong ,  puisque  ce  diamètre  est  égal  aux  diagonales. 

S  36.  Que  les  diagonales  d'un  oblong  soient  les  flancs  d'un  tétragone;  que  le  carré  du 
côté  de  l'oblong  soit  divisé  par  une  quantité  prise  arbitrairement,  et  que  le  quotient  soit 
retranché  de  celte  quantité;  le  reste  divisé  par  2,  augmenté  de  la  cathète  de  l'oblong,  sera 
la  base;  et,  diminué  de  la  cathète,  sera  la  corauste. 

Soient  a  et  6  le  côté  et  la  cathète  de  l'oblong,  et  c  une  quantité  prise  arbitrairement. 
Les  deux  flancs  du  tétragone  seront  égaux  aux  diagonales  de  l'oblong;  sa  base  sera  égale  à 

et  sa  corauste,  a 

§  37.  Les  trois  cotés  égaux  d'un  tétragone,  qui  a  trois  cotés  égaux,  ont  pour  valeur  le 
carré  de  la  diagonale  de  l'oblong.  On  trouve  le  quatrième  coté  en  retrandmnt  le  carré  de  la 
cathète  de  trois  fois  le  carré  du  coté  de  l'oblong. 

Si  ce  quatrième  coté  est  le  plus  grand,  il  sera  la  base  du  tétragone  ;  s'il  est  le  plus  petit,  il 
sera  la  corauste. 

Ainsi  soient  a  le  côté  de  l'oblong  et  b  sa  cathète;  a^  +  6^  sera  le  carré  de  sa  diago- 
nale. Nous  supposons  qu'il  est  formé  suivant  la  règle  du  paragraphe  35;  de  sorte  que  sa 
diagonale,  W  a*  -h  6^,  sera  un  nombre  rationnel. 

On  prendra  (a^  -4-  6^)  pour  la  valeur  des  trois  côtés  égaux  du  tétragone,  et  (3a^ — 6^) 
sera  l'expression  du  quatrième  côté. 

§  38.  Les  côtés  des  cathètes  de  deux  triangles  rectangles,  multipliés  réciproquement  par 


4.^ 
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règle ,  on  reconnaît  aisément  qu'ils  proviendront  de  la  multiplication  des  deux  côtés  d'an 
même  irianglc  par  Thypoténuse  de  I  autre;  el  les  deux  moyens,  de  la  multiplication  des 
deux  côtés  de  celui-ci  par  Thypoténuse  du  premier.  Car  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés 
ac\  b&y  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  a'Cy  b'c;  cette  somme  étant 
cV^.  Ce  qui  prouve  que  si  ac'  est  le  plus  grand  côté^  bc'  sera  le  plus  petit;  conséquem- 
ment  ac'  et  bc',  qui  proviennent  de  la  multiplication  des  côtés  d'un  même  triangle  par 
rhypoténuse  delautre,  seront  opposés  entre  eux,  dans  la  construction  du  tétragone. 

Nous  concluons  de  là  que  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  ;  et  le  quadrilatère  étant  supposé  inscriplibie  dans 
le  cercle,  il  résulte  de  cette  égalité  des  sommes  des  carrés  des  côtés  opposés ,  que  le$  deux 
diagonales  du  quadrilatère  sont  à  angle  droit.  Ainsi  il  est  démonti*é  géométriquement 
que,  dans  le  paragraphe  38,  le  mot  trapèze  s'applique  exclusivement  au  quadrilatère  qui 
a  ses  diagonales  à  angle  droit. 

Soit  AfiCD  le  trapèze;  on  aura 

AB  =  ac',    BC  =  a'c,     CD  =  6c'.    AD  =  6'c. 
Les  formules  du  paragraphe  28  donnent,  pour  ses  diagonales  : 

AC  =  ab'  -f  ba\    BD  =  aa'  ^  bb\ 


F     II 


On  peut  calculer  Taire  du  trapèze  par  la  formule  du  paragraphe  21  ;  mais  il  est  plus 
simple  de  remarquer  que,  les  diagonales  étant  à  angle  droit,  cette  aire  est  égale  au  demi- 
produit  de  ces  deux  lignes;  ainsi  son  expression  est  |^  (ab'  -+-  ba^)  (aa'  -h  bb'). 

Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est  égal,  suivant  la  seconde  partie  du  paragraphe  26, 
à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  opposés,  qui  est  ici 


Les  perpendiculaires  BE,  CF,  abaissées  des  deux  sommets  B,  C  sur  la  base  AD,  cal- 
culées dans  les  deux  triangles  ABD,  ACD,  par  la  règle  du  paragraphe  22,  ainsi  qu^il 
est  dit  par  Brahmegupta,  au  paragraphe  29,  sont  : 


BE  =- (ao'  -4-  66),    CF  =  - laW  h-  6a'). 
c  c 
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des  deux  triangles  générateurs,  mais  aussi  efleetuer  la  construction  du  quadrilatère. 
Car  il  suffit  de  former,  comme  nous  venons  de  le  dire,  les  quatre  triangles  rectangles 
AOB,  BOC,  COD,  DOA,  et  de  les  réunir.  C'est  ainsi  que  les  scoliastes,  particulière- 
ment Ganesa,  dans  ses  notes  sur  louvrage  de  Bhaseara,  ont  compris  la  construction  du 
quadrilatère,  et  ont  suppléé,  de  la  sorte ,  à  la  condition  d'inscriptibilité  au  cercle,  que  nous 
supposons  avoir  été  dans  les  intentions  de  Brahmegupta.  On  conçoit  dès  lors  comment 
Chaturveda  a  pu  faire  des  applications  numériques  des  règles  de  Brahmegupta,  en  igno- 
rant cette  condition  d'inscriptibilité. 

Avec  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  on  peut  former  deux  autres 
quadrilatères,  qui  seront  inscrits  au  même  cercle.  Ainsi  a,  S,  y^  d  étant  les  quatre  côtés 
pris  consécutivement,  du  quadrilatère,  on  peut  les  placer  dans  Tordre  a,  6,^,)^,  ou  bien 
dans  l'ordre  a,  y,  6,  d.  Ces  trois  quadrilatères  ont,  deux  à  deux,  une  même  diagonale; 
de  sorte  que,  de  leurs  six  diagonales,  il  n'y  en  n  que  trois  différentes;  les  trois  autres 
étant  égales,  respectivement,  à  ces  trois  premières  K 

Si  Ton  applique  cette  remarque  à  la  ligure  de  Brahmegupta,  les  deux  nouveaux  qua- 
drilatères ne  seront  plus  des  trapèzes^  ccst-à-dire,  qu'ils  n'auront  plus  leurs  diagonales 
à  angle  droit.  Mais  ces  lignes  seront  encore  rationnelles,  ainsi  (|ue  toutes  les  autres  parties 
du  quadrilatère,  que  nous  avons  calculées  pour  le  trapèze.  De  sorte  que  les  deux  nouveaux 
quadrilatères  satisfont  à  la  question  générale  que  nous  supposons  que  l'auteur  hindou  s*est 
proposée  ;  aussi  aurait-il  pu  comprendre  ces  deux  quadrilatères  dans  sa  solution. 

L'existence  de  ces  deux  nouveaux  quadrilatères  a  été  connue  de  Bhascara,  qui  a  donné 
l'expression  de  la  troisième  diagonale,  mais  qui  n'a  nullement  aperçu  quel  était  lobjet  de 
la  proposition  de  Brahmegupta,  soit  par  rapport  à  l'inscriptibilité  au  cercle,  soit  par  rap- 
port à  la  rationalité  des  diiïérentes  parties  de  la  figure. 

Cette  troisième  diagonale  est  égale  à  ce'.  C'est  précisément  la  valeur  du  diamètre  du 
cercle  circonscrit  au  quadrilatère.  Ce  (|ui  prouve  que  le  quadrilatère  a  deux  angles  droits 
qui  sont  opposés.  Cette  forme  particulière  du  quadrilatère,  qui  mérite  d'être  remarquée, 
ne  l'a  pas  été  par  Bhascara  ^. 

'  Ces  trois  quadnlatères  ont  la  aième  surface.  Leurs  trois  diagonales  ditlereutes  ont ,  avec  cette  surface  et  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit ,  une  relation  |qui  consiste  en  ce  que  :  f^  produit  des  trois  diagonales,  divisé  par 
le  double  du  diamètre  du  cercle  circonscnt ,  .est  égal  à  l'aire  de  l'un  des  quadrilatères. 

Cette  proposition  paraît  due  à  Albert  Girard ,  qui  Ta  énoncée  dans  sa  Trigonométrie.  Nous  ne  trouvous  pas 
(|u'elle  ait  été  reproduite  depuis. 

*  Cette  propriété  du  quadrilatère,  d'avoir  deux  angles  droits,  fait  voir  que  la  question  de  construire  uu 
quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  dont  les  côtés.  Paire,  les  diagonales,  les  perpendiculaires,  ajosi  que  le 
diamètre  du  cercle,  soient  exprimés  en  nombre  rationnels,  est  susceptible  d'une  solution  ti'ès-.simple,  qui  con- 
siste à  prendre,  pour  le  diamètre  du  cercle ,  un  nombre  rationnel  (|uelcouque,  et  à  d(k'omi>oser,  de  deux  Dianiéres 
«lifférentes,  le  carré  de  ce  noml)re  en  deux  autres  carrés.  Les  racines  de  ces  ncmibres  carrés  seront  les  côtés  du 
quadrilatère.  On  formera,  de  cette  manière,  les  mêmes  quadrilatères  (lue  par  la  méthode  de  Brahmegupta. 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  peut  encore  opënîr  ainsi  :  Que  l'on  prenne  un  triangle  scalène  quelconque  AfiC, 
«le  manière  (|ue  ses  côtés  et  sa  perpendiculaire  soient  des  noml)res  rationnels;  et  que,  par  ses  deux  sommets  B, 
C,  ou  élève  des  {perpendiculaires  sur  les  côtés  AH,  AC,  nspectivement.  Ces  droites  se  couperont  eu  un  point  D, 
et  le  quadrilatère  ABDC  satisfera  à  la  (piestion.  En  chan^ï^anl  Tordre  de  ses  tôt('»s,  on  n»rmera  le  trapèze  (W 
Hrahniegupta. 
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Jieprenons  les  expressions  de  la  perpendiculaire  CF  et  du  segment  FD.  On  a 

6  6 

CF  =  -  (a6'  -H  60') ,     FD  =  -  (66'  —  00') . 
c  c 

Les  'deux  lignes  CF  FD  sont  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  Thypoténuse  est 
CD  =^bc\  Ces  expressions  ne  contiennent  pas  explicitement  la  quantité  c'y  ni  par  consé- 
quent le  côlé  CD,  mais  seulement  les  quantités  a',  b'y  dont  la  somme  des  carrés  est  égale 
au  carré  de  c\  ou  CO  =  a'b  et  DO=6'6,  dont  la  somme  des  carrés  est  égale  au  carré 
dé  CD.  Ces  expressions  seraient  donc  encore  rationnelles,  quand  bien  même  c'y  ou  le  côté 
CD,  ne  le  serait  pas.  Par  conséquent  les  lignes  CF,  FD  donnent  une  solution  géométrique 
de  ce  problème  :  Décomposer  un  nombre  donné  (carré  ou  non)  en  deux  nombres  carrés, 
eontUMissant  une  première  solution  de  la  question. 

Remplaçant  c'^  par  A,  on  pourra  exprimer  ainsi,  algébriquement,  la  question  et  sa 
solution  : 

Potsr  résoudre  l'équation  x*  H-  y*  =  A ,  en  nombres  rationnels ,  quand  on  connaît 
un  premier  système  de  racines  x',  y'  de  cette  équation,  on  prendra  arbitrairement  trois 
nombres  a,  b,  c,  tels  que  l'on  ait  a^  H-  b*  =  c*  ;  et  les  racines  cherchées  seront 

ay'  -¥■  6x' 
X  = » 


y  = 


c 
by'  —  ax' 


^s  formules,  auxquelles  conduit  naturellement  la  question  géométrique  de  Brahme- 
ypia,  contiennent  virtuellement  les  formules  générales  pour  la  résolution  de  Téquation 


/*   ^*^  A=y*  *,  que  Ion  a  trouvées,  au  grand  étonnement  des  géomètres  européens,  dans 
^'S^bre  de  cet  auteur  hindou,  et  qui,  dans  le  siècle  dernier,  avaient  fait  honneur  au 
P'^ticl   £|||er,  qui,  le  premier,  y  était  parvenu  parmi  les  Modernes. 


i 


effet ,  dans  l'équation  à  résoudre  2;*+^*=:  A,  et  dans  les  deux  équations  de  condition  x^'^i/*esK  et 
■*"  ^*  *i^  c*,  remplaçons  a?  par  a?  ^TT,  a;para/Ï^C,aparaV^C;  elles  deviendront 

Cx'*  ^  j/'«  =  A, 
Cat  +6»  =:c«; 

^  '^^  e^lMTCsitOM  des  racines  xeiy  deviendront,  par  ces  substitutions , 

ai/'^bx' 

Xss » 

C 

Caaf  —  by' 
y  = 

^  VMit  les  racines  de  Téquatiou 

Cap»  ^  y«  =  A. 

^^Mî^rroBs,  maintenant,  que  ces  racines  satisfont  à  cette  équation,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  deux 

56 
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Les  Indiens  faisaient  usage,  concurremment,  de  T Algèbre  et  de  la  Géométrie  dans  leurs 
spéculations  mathématiques;  de  rAlgèbre  pour  abréger  et  faciliter  la  démonstration  de 
leurs  propositions  géométriques,  et  de  la  Géométrie  pour  démontrer  leurs  règles  d'Algèbre 
et  peindre  aux  yeux,  par  des  figures,  les  résultats  de  l'Analyse.  Nous  verrons  des  exemples 
de  cette  manière  d'opérer,  dans  plusieurs  passages  des  ouvrages  de  Bliascara,  et  dans  les 
ouvrages  des  Arabes,  qui  ont  reçu  des  Indiens  cette  alliance  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie. 
Il  parait  donc  possible  que  les  Indiens  soient  parvenus  à  leur  solution  des  équations  indé- 
terminées du  second  degré,  par  des  considérations  géométriques  puisées  dans  la  question 
du  paragraphe  38,  et  que  ce  soit  là  la  raison  primitive  de  la  présence  du  morceau  de  Géo- 
métrie intercalé  dans  les  Traités  d'Arithmétique  et  d'Algèbre  de  Brahmegupta.  Ce  qui  vien- 
drait à  l'appui  de  cette  conjecture,  c'est  qu*il  parait  que  les  Arabes  s'étaient  aussi  occupés 
des  équations  indéterminées  du  second  degré,  et  qu'ils  les  avaient  résolues  par  des  consi- 
dérations géométriques;  ce  en  quoi  ils  auraient  été,  probablement,  les  imitateurs  des 
Indiens.  Gela  semble  résulter  d'un  passage  de  Lucas  di  Borgo,  qui,  dans  sa  Summa  de 
Arithmetica  j  Geomeiria,  etc.  (distinctio  prima,  tractatus  qtiartatus),  parle  du  Traité  des 
nombres  carrés  de  Léonard  de  Pise,  où  se  trouvait  résolue  l'équation  x*-»-y*=A,  par 
des  considérations  et  des  figures  géométriques.  Les  formules  de  Léonard  de  Pise,  que  Lucas 
di  Borgo  rapporte  <,  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  déduites  de  la  question 

nombres  G  et  A,  qui  par  conséquent  peuvent  être  supposés  négatifs.  De  sorte  que  Téqualion  peut  prendre  la 

forme 

(ir«=bA=:y«; 
et  ses  racines  deviennent 

c 

^^^  • ^  (Maf-^-hyf 

y= ;; 

Nous  donnons  le  signe  positif  à  la  valeur  de  y,  parce  que  cette  variable  n*enirant  qu*au  carré  dans  réquation, 
son  signe  est  indifférent. 
Les  équations  de  condition  entre  x'  et  y'  d*une  part,  et  a,  6,  c,  de  Tautre ,  sont  ' 

Ca;'*  ±  A  =  y'*, 

n         h 

Cesl-à-dire  que  x'  et  y'  sont  un  système  de  racines  de  Téquation  proposée;  et  que  -  et  -  sont  un  système  de 
racines  de  Téquation  V*x*  -\-\  =  y*. 

Les  formules  (1),  qui  résolvent  Péquation  Cor'db  A=y*,  sont  précisément  celles  que  Ton  trouve  dans  TAIgëbre 
(le  Brahme^'upta  ^section  VII  ;  pag.  364  et  art.  68  de  la  traduction  de  M.  Coiebrooke  ) 

Ainsi  ces  formules  générales  pouvaient  se  déduire  facilement  de  la  simple  question  de  Géométrie  traitée  par 
Tauleur  indien. 

'  Cardan  dit  aussi  avoir  emprunté  de  Léonard  de  Pise  ces  mêmes  formules,  qu*il  donna,  sans  démoostratioo, 
dans  sa  Practica  Arilhmetice  (cbap.  66,  question  44).  Viète  est  le  premier  qui  les  ail  démontrées,  au  commenoe- 
meiit  du  1V«  livre  de  ses  Zét^tiques.  Sa  demonstralioii  est  analytique.  Peu  de  temps  apiés ,  Alexandre  Anderson 
sVst  aussi  occupé  de  cotte  question  d'Analyse  indelerm  née,  et  a  démontré,  par  des  considérations  géométriques, 
les  formules  de  Diopliaute,  qui  sont  dilferentes  de  celles  de  Léonard  de  Pise  (voir  Exercitationum  maUiemaU^ 
carum  Decas  prima,  Paris,  1619,  in-4*»}. 

Dans  les  notices  historiques  sur  les  équations  indéterminées  du  second  degré,  on  ne  fait  remonter  qu'à  Fermât 
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9^inétrique  de  Brahmegupta.  Or,  Léonard  de  Pise  avait  rapporté  ses  connaissances 
liaihéinaliques  de  TArabie.  Nous  devons  donc  attribuer  ses  formules,  pour  la  résolurion 
des   équations  indéterniinées  du  second  degré,  aux  Arabes,  et  penser  que  ceux-ci  les 
avaient  reçues  des  Indiens. 

A  prés  avoir  formé  notre  opinion  sur  les  questions  précises  qui  avaient  été  Tobjet  des 

para^i-aphes  21  à  38  de  1  ouvrage  de  Brahmegupta,  nous  avons  été  curieux  de  savoir  si, 

parmi  les  Modernes,  et  à  quelle  époque,  les  mêmes  questions  avaient  été  traitées;  et  si 

I*on    pouvait  établir  une  sorte  de  comparaison  entre  le  travail  des  géomètres  hindous  et 

celui    des  géomètres  européens. 

^^oici  ce  que  nous  avons  trouvé  à  ce  sujet  : 

J.^S.  Benedictis  a  résolu  la  question  de  construire,  avec  quatre  càtés  donnéSy  un 
7««^»c<y-i7a(ère  inscriptible  au  cercle  (voir  son  recueil  intitulé  :  Diversarum  speculationum 
^"^^^^^fé^maticarum  et  physicarum  liber,  Taurini,  1585;  in-fol").  Ce  problème  lui  avait  été 

par  le  prince  Charles-Emmanuel  de  Savoie. 
1594,  le  célèbre  Joseph  Scaliger  en  inséra  une  solution  inexacte  dans  ses  Cyclo- 
^^^'T-mca  elementa  duo  (Leyde,  in-fol.).  a,  b,  c,  d  étant  les  quatre  côtés  donnés,  on 
coric^lurait,  de  cette  solution,  que  le  diamèrre  du  cercle  auquel  le  quadrilatère  formé 


ces  quatre  côtés  serait  inscrit,  aurait  pour  expression  V^a^  -h  b^  -h  l/c*  -h  cP.  D'où 
*'    S1.Ï  ivrait  que  le  problème  admettrait  deux  autres  solutions,  pour  lesquelles  les  diamètres 
c*ercles  seraient  l/ô*  -h  c*  +  1^6*  -+-  d^,   l/a*  -h  (P  -h  Vb^  -h  c*.  De  sorte  que  Sca- 


"^^**  aurait,  dans  le  fait,  résolu  avec  la  ligne  droite  et  le  cercle  une  question  qui  aurait 
"''^  cJépendre,  en  Analyse,  d'une  équation  du  troisième  degré.  Mais  il  est  vrai  que  cette 
«rque,  s*il  Ta  faite,  ne  pouvait  Tarréter  ;  car  on  sait  que  sa  grande  repu  ration  littéraire 
rtant  à  ambitionner  aussi  le  premier  rang  parmi  les  mathématiciens,  il  avait  résolu 
—seulement  le  problème  de  la  quadrature  du  cercle,  qui  était  lobjet  de  ses  Cyclometrica 
entay  mais  aussi  celui  d'inscrire,  au  cercle,  tout  polygone  régulier  d'un  nombre 
air  de  côtés  *. 

t  ouvrage  fut  réfuté  aussitôt  qu'il  parut  par  Errard,de  Bar-le-Duc,  ingénieur  du  roi  ^; 
nsuite  par  Viète  ',  Adrianus  Romanus  *  et  Clavius  ^. 


^ioe  des  travaux  des  géomètres  modernes.  On  aurait  dû  citer,  avant  Fermai,  l.éonard  de  Pise,  Lucas  di 
0,  Cardan  et  Viète  surtout,  qui  se  sont  servis  des  formules  mêmes  sur  lesquelles  repose  e(  d*oii  |»eiit  se 
^ire  la  solution  générale  d'Euler. 
Elementum  prius  ;  prop»  XV. 
-^  Béfutaiion  de  quelques  propositions  du  livre  de  M.  De  C  Escale ,  de  la  quadrature  du  cercle,  par  lui  intitulé  : 

^^^^lometrica  elemenla  duo.  Lettre  adressée  au  roi.  Paris,  septembre  lo94;  chez  Auray,  rue  S»-Jean-de-Beau- 
*^,aa  Belléropbon  couronné. 

^eo  de  mois  suffisent  à  Errard  pour  moi)ti*er  la  fausseté  des  propositions  5«  et  6*'  de  Scaliger,  qui  di.seni  : 
i)u$  le  circuit  du  dodécagone  inscrit  au  cercle  peut  plus  que  le  circuit  du  cercle;  et  2*  que  le  carré  du  circuil 
^*  cercle  est  décuple  au  carré  du  diamètre. 

'  CeHe  réfutation  est  Tobjet  du  Pseudo-Me.solabum  et  alia  qnœ.lam  adjuncla  capitula,  qui  parut  on  1596. 
"*  Apologia  pro  Archimede^  adclariss  viruni  Josephum  Scaliyerum.  Exercitaliones  cyclicœ  contra  J.  Srali- 
^rum,  Orontium  finœum,  et  Haymarum  Ursum,  in  dercm  dialoyos  di.stinrt(P.  Wucel)urgi,  1597.  in-fol. 
*  Voir  sa  Géométrie  pratique. 


{ 


444  NOTES. 

Viète»  à  ce  sujet,  résolut  la  question  du  quadrilatère,  et  montra  les  paralogismes  qui 
avaient  égare  Sealiger.  Sa  solution  parut  en  1596,  dans  son  Pseudo-Mesolabum. 

Nous  trouvons  ensuite  Prœtorius,  qui  consacra  à  cette  question  un  livre  intitulé  :  Pro* 
blema,  quod  jubet  ex  quatuor  redis  tineis  datîs  quadrttaterum  fieriy  quod  sit  in  circu/o, 
aliquot  modis  explicatum;  à  Johan.  PiiiGTOiuo  Joachimico,  Norinbergae,  1598,  in-4^  (de 
36  pages). 

Cet  ouvrage  est  précieux  sous  plusieurs  rapports  ;  d'abord  par  quelques  indications  qu'il 
contient  sur  Thistoire  du  problème;  et  ensuite  parce  que,  résolvant  la  même  question  que 
Brahmegupta,  au  sujet  des  conditions  de  rationalité  de  quelques  parties  de  la  figure,  il 
nous  fournit  un  point  de  comparaison  entre  les  Indiens  et  nous,  dans  une  question  parti- 
culière et  originale  chez  lauteur  hindou,  comme  chez  Fauteur  européen. 

Prœtorius  nous  apprend  qu'anciennement  ce  problème  avait  été  traité,  et  que  Ton  avait 
cherché  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  et  Taire  de  cette  figure;  qu'en- 
suite Regiomontanus  avait  aussi  proposé  ces  questions;  puis ,  que  Simon  Jacob  avait  cal- 
culé les  diagonales  du  quadrilatère  et  le  diamètre  du  cercle.  Enfin  il  cite  la  solution  de 
Viète,  et  ajoute  que,  plus  récemment  encore,  d  autres  solutions  en  ont  été  données;  mais 
qu'il  ne  les  connaît  pas. 

Après  ce  préambule  historique ,  Prœtorius  résout  le  problème  en  cherchant  les  expres- 
sions des  diagonales,  et  montre  comment  on  calculera  le  diamètre. 

Ensuite  il  se  propose  de  déterminer  quatre  nombres  qui ,  étant  pris  pour  les  côtés  du 
quadrilatère,  donnent  pour  les  diagonales,  ainsi  que  pour  le  diamètre  du  cercle,  des  valeurs 
rationnelles.  Et  il  résout  cette  question  de  diflërentes  manières.  Dans  Tune  il  trouve,  pour 
les  côtés  du  quadrilatère,  les  quatre  mêmes  nombres  60,  52,  25  et  39,  qu'emploie  Brah- 
megupta. Mais  il  ne  les  place  pas  dans  le  même  ordre,  et  il  forme  ainsi  un  quadrilatère 
diflérent  de  celui  du  géomètre  indien  *.  Dans  l'exemple  suivant,  il  remarque  qu'on  peut 
changer  deux  côtés  de  place,  et  il  forme  avec  d'autres  nombres,  qui  sont  52,  56,  39  et  33, 
un  autre  quadrilatère  inscriptihie.  Nous  avons  reconnu  que  ce  quadrilatère  a  ses  diago- 
nales rectangulaires  comme  celui  de  Brahmegupta;  ce  que  Prœtorius  n'a  pas  observé.  Ce 
géomètre  n'a  pas  remarqué  non  plus  que  différentes  parties  du  quadrilatère,  que  Brahme- 
gupta a  calculées,  étaient  aussi  exprimées  en  nombres  rationnels,  comme  les  diagonales  et 
le  diamètre  du  cercle.  De  sorte  que  Ion  peut  dire  que  Brahmegupta  a  plus  approfondi 
cette  question,  et  Ta  traitée  plus  complètement  que  les  Modernes. 


<  Practorius  prend  un  triangle  quelconque  ABC,  ayant  ses  côtés  rationnels  et  tels  que  sa  perpendiculaire  soit 
aussi  rationnelle.  Il  le  construit  au  moyen  de  deux  triangles  rectangles,  comme  nous  Pavons  dit  au  sujet  du  para- 
graphe 34  de  Brahmegupia.  Deux  côlés  de  ce  triangle,  AB,  AC,soiit  pris  pour  d.'ux  côlés  consécutifs  du  quadrila- 
tère cherché;  et  le  troisième,  BG,  pour  la  diagonale  qui  les  soutend.  H  reste  à  construire  les  deux  autres  côlés  do 
quadrilatère:  Praetorius  deierniine  leurs  longueurs  en  menant  quelques  lignts,  et  en  faisant  deux  proportions. 

CfUe  solution  peut  élre  singulièrement  abrégée; car  nous  avons  reconnu  qu'il  suffit  de  mener,  par  les  points  B, 
C,deux  droites  iierpendiculairt's  aux  côtés  AB  et  AC,  respectivement.  Ces  droites  sont  les  côtés  cherchés. 

Cette  construction  faH  voir  que  le  quadrilatère  de  Praelorius  a  deux  angles  droits,  et  que  sa  seconde  diagonale 
est  précisément  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  ;  ce  que  ce  géomètre  n*a  peut-être  pas  aperçu. 


U6  NOTES. 

La  théorie  du  quadrilatère  inscrit  n^offre  plus  aujourd'hui  aucune  difficulté,  et  a  passé 
dans  les  ouvrages  élémentaires  où  Ion  donne  le  théorème  de  Ptolémée  sur  le  produit  des 
deux  diagonales,  et  un  second  théorème  sur  le  rapport  de  ces  lignes  :  de  ces  deux  propo- 
sitions se  déduisent  les  valeurs  des  deux  diagonales.  M.  Legendre  a  complété  cette  théorie 
en  donnant,  dans  les  Notes  jointes  à  ses  Êlémenfs  de  Géomélriey  la  démonstration,  par  le 
calcul,  des  formules  pour  Taire  du  quadrilatère  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit.  Mais  je 
ne  sache  pas  que  Ton  ait  jamais,  depuis  Praetorius,  résolu  la  question  de  construire  un 
quadrilatère  inscriptible,  dont  les  parties  fussent  rationnelles;  ni  même  que  ion  ait  fait 
attention  à  Touvrage  de  ce  géomètre.  L  apparition  de  cette  question ,  dans  le  Traité  de  Brah- 
megupta,  semble  donner  une  sorte  d'à-propos,  et  un  nouveau  mérite,  à  celui  de  Prœtorius  *. 

Nous  terminerons  ici  nos  observations  sur  les  dix-huit  premiers  paragraphes  de  la  partie 
géométrique  de  Brahmegupta.  Les  autres  paragraphes  offrent  peu  d'intérêt.  Nous  y  remar- 
querons seulement  le  rap|K)rt  de  la  circonférence  au  diamètre,  exprimé  par  la  proposition 
du  paragraphe  40,  lequel  serait  égal  à  l  10.  Il  |>arail,  d'après  le  texte  anglais  ^,  que  Brah- 
megupta a  regattlé  cette  expression  comme  étant  le  rapport  exacf  de  la  circonférence  au 
diamètre.  Chaturveda,  dans  ses  notes,  semble  le  croire  ainsi.  Cela  ne  nous  étonne  point 
de  la  prt  de  i^e  scH>liaste;  mais  il  est  diOicile  de  penser  qu'un  géomètre  qui  a  été  capable 
d*écrire  sur  la  llu*orie  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  de  résoudre  les  questions  que 
nous  avons  trouvées  dans  louvrage  de  Brahmegupta,  ait  commis  cette  faute.  Il  est  vrai 
que  la  quadrature  du  cercle  a  été  aussi  Técueil  d'un  grand  nombre  de  géomètres  modernes, 
qu'elle  a  entraînés  dans  des  erreurs  semblables ,  quoique  plusieurs  d'entre  eux  eussent 
donné  des  preuves  d'un  véritable  et  profond  savoir  en  Mathématiques.  Il  nous  suffira  de 
eiier  On^uw  Finée  et  Grégoire  de  Saint-Vincent. 

L'evpression  l  10  est  précisément  le  rapport  que  J.  Scaliger  disait  avoir  trouvé  le  pre- 
mier» ei  croyait  avoir  démontré  géométriquement  :  mais  on  connaissait  depuis  longtemps 
eu  Kuiv|H^  etMie  expression ,  qu  on  savait  n'être  qu'approchée.  On  l'attribuait  aux  Arabes 
ou  auv  Indiens  «  ei  Ion  supposait  que  ces  peuples  l'avaient  regardée  comme  étant  exacte. 

Ku  elTou  Purluieh  (^1445-1461),  dans  son  livre  intitulé  :  Tractalus  Georgii  Peur- 
tHU'hii  SHfttr  i^n^fH^ilnmes  Pioletnœi  de  sinibus  et  chordiSy  s'exprime  ainsi  :  Indi  vero 
ffiVMMf»  .<•  unis  scirti  radiées  numeromm   rectà  radiée  enrentium  inventre ,  ille  faciliter 

*  i  IHti^\^u»  (IN^7-I0li(t  n'est  cité,  généra lemeiit,  qui^  comme  invenlcur  de  Tinstrumenl  géodésique  appelé 
U  i^f^Hs'^SHft^  qui  iHHhhut  longl«'m|is  a  eu  le  nom  de  Tabula  Prœloriana;  mais  il  fut  un  géomèlre  très-habile 
«'I  lu\x«^^^t^i^KM^  «bus  MM)  lomps  Snellius,  en  citant  son  ouvrage  sur  le  quadrilatère,  s'exprime  ainsi  :  Clarissimus 
I  |S\rf'*Mi«i  k^^mm  tittwm  s^cientîa  nulii  secutidus^  de  quatuor  iinets  in  circula  inlegrum  librum  publtcavit, 
♦H  \|K*»  mh!h^  y^%^^  ««î^rHUW^i  san^  ft  acuiè  hoc  idem  problema  effici  posse  demonotravit . 

I  0  wU^t^iv  iM^4^vi«Hir  do  Mathématiques,  Doppelmayer.  lui  a  consacré  une  notice  dans  sa  Biographie  des  ma- 
ïh»M«<^MvM»^  ol  ï»rlî>los  do  Nur»*mlH»rg,  1730,  in-fol.  (en  allemand),  oij  Ton  voit  que  Prœtorius  a  imprimé  peu 
d  xmM^it^^v;  ttiAi^  ituo  plusieurs  do  si's  manuscrits  sont  conservés  à  Aliorf,  oîi  il  a  vécu,  dans  la  plus  grande  estime, 

|H  ndAMi  »\«!ii<»wlo  »»s, 

\>\\  Wywwi"  ««  o\U\iil  de  cette  notice  dans  Touvrage  de  Géodésie  pratique  de  J.-J.  Marinoni,  intitulé  :  Dere 
««  ^H*s»>*r^«»^*»  **^i^^  AotliVriia  praxis  exponitur,  etc.  Vienn»  Austriœ,  1751 ,  in-4°. 

•  flki»  ^i^mtfte  HHf^  Iht  square  of  the  semidiameier,  being  severally  muUiplied  by  three,  are  Ihe  praclicai 
♦•  vHm»**«VHiy  i«af*  «rofi.  Tht  .^uare^roota  fxiractedfiom  ten  time,s  Ihe  squares  of  the  same  are  Ihe  neai  raluen. 


A*S  NOTES. 

4^  Formule  qui  donne  Taire  du  triangle  en  fonction  des  côtés;  §  167. 

Nous  renoncerons  ci-dessous,  au  sujet  du  quadrilatère. 

Deuxième  partie.  Sur  le  triangle  rectangle. 

^°  Règles  pour  former  un  triangle  roclangle  en  nombres  rationnels; 

Quand  un  côté  est  donné;  §§  139,  140,  141 ,  143,  143; 

Quand  Thypolénuse  est  donnée;^  142,  144,  146. 

2'  Construire  un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  un  côté  et  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  rhypoténuse  et  du  second  côté;  g§  147,  148,  149, 150,  151 ,  152, 153. 

3°  Règle  pour  déterminer,  sur  un  côté  d'un  triangle  rectangle,  le  point  dont  la  somme 
des  distances  aux  extrémités  de  Thypoténuse  est  égale  à  la  somme  des  deux  côtés  de 
langle  droit;  SS  154,  155. 

4°  Construire  un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  Tliypoténuse  et  la  somme  ou  la 
différence  des  deux  côtés  de  Tangle  droit;  §§  156,  157,  158. 

Troisième  partie.  Propositions  sur  le  quadrilatère. 

1**  La  demi-somme  des  côtés  est  écrite  quatre  fois,  on  en  retranche  séparément  les 
côtés,  et  Ton  fait  le  produit  des  restes.  La  racine  carrée  de  ce  produit  est  Taire,  inexacte 
dans  le  quadrilatère,  mais  reconnue  exacte  dans  le  triangle;  §§  167  ,  168. 

C*cst  la  formule  de  Bralimegupta ,  que  Bhascara  a  copiée ,  sans  Tavoir  comprise ,  et  sans 
avoir  aperçu  qu'il  y  était  question  de  quadrilatère  inscrit  au  cercle.  Voilà  pourquoi  il  dit 
que  la  règle  est  inexacte  pour  le  quadrilatère;  et  qu'il  prouve  ensuite  qu'il  est  absurde  de 
demander  l'aire  d'un  quadrilatère  dont  on  ne  connaît  que  les  côtés,  parce  qu'avec  les 
rpémes  côtés,  dit-il,  on  peut  former  plusieurs  quadrilatères  différents  ^;  §§  169-170, 
171,  172. 

2''  Dans  le  quadrilatère  équilatéral,  ou  losange,  l'aire  est  égale  à  la  moitié  du  produit 
des  deux  diagonales.  L'aire  du  rectangle  est  le  produit  de  la  bas&par  la  hauteur;  §  174. 

supérieure  du  renlangle  retranche  du  iriangle  un  petit  (riangle  qui  est  divisé,  parla  perpendiculaire,  en  dem 
triangles  rectangles.  Ceux-ci  sont  e^^anx,  res|)ecli veulent,  aux  deux  triangles  qu'il  faul  »jouler  à  la  portion  infé- 
rieure du  iriangle  proposé,  |H)ur  compléter  le  rectangle.  D'où  il  couclut  que  l'aire  du  Iriangle  est  égale  à  celle  da 
rcclangle,  et  conséquemmenl  égale  au  produit  de  la  base  par  la  moitié  de  la  perpendiculaire. 

Celte  demonshalionest  très-simple  et  parle  aux  yeux  autant  qu'à  l'esprit.  C'est  celle  qu'emploient  les  Arabes, 
et  qui  a  été  adoptée  à  la  Renaissance,  particulièrement  par  Lucas  di  liorgo  et  Tartalea. 

*  Le  scoiiaste  Suryadasa,  auteur  de  deux  commentaires  excellents  sur  le  Lilavati  et  le  BijorGanita  (Colebrooke; 
Brahmegupta  and  Bhascara^  Atgebra,  p.  xxvi),  ne  paraît  pas  avoir  été  plusliabile  que  Bhascara  dans  rinlellifi^enoe 
de  la  proposition  de  Brahmegupta.  Car  il  donne  cette  singulière  raison  pour  prouver  que  Taire  est  exacte  dans 
le  triangle  et  inexacte  dans  le  quadrilatère  : 

«•  Si  les  trois  restes  sont  additionnés  ensemble ,  leur  somme  est  égale  à  la  moitié  de  la  somme  de  tous  les  c5lés. 
Le  produit  de  la  multiplication  continue  des  trois  restes,  éiant  multipbé  par  la  somme  de  ces  restes,  le  produU 
ainsi  obtenu  est  égal  au  produit  du  carré  de  la  perpendiculaire  multiplié  par  le  carré  de  la  moitié  de  la  base. 
C'est  une  quantité  carrée,  car  un  carré  multiplié  par  un  carré,  donne  un  carré.  La  racine  carrée  étaul  exlraile, 
le  résultat  est  le  produit  de  la  perpendiculaire  |)ar  la  moitié  de  la  base,  et  c'est  l'aire  du  triangle  Donc  la  véri- 
table aire  est  ainsi  trouvée.  Dans  un  quadrilatère,  le  produit  de  la  multiplication  ne  donne  pas  une  quantité 
carrée,  mais  une  irrationnelle.  Sa  racine  approximative  est  l'aire  de  la  figure;  non  pas  toutefois  la  véritable, 
car,  divisée  par  la  perpendiculaire,  elle  devrait  donner  la  moitié  de  la  somme  de  la  base  et  de  la  coraoste.  • 
(Litavati,  p.  72.) 


430  NOTES. 

»  Former,  avec  ces  qiiatres  mêmes  côtés,  un  autre  quadrilatère  qui  ait  d'autres  diago- 
»   nales,  et  particulièrement  celui  qui  aura  ses  perpendiculaires  égales.  » 

Bhascara  résout  cette  question;  puis  il  ajoute  : 

»  Ainsi,  avec  les  mêmes  côtés,  il  peut  y  avoir  différentes  diagonales  dans  le  tétragoue. 
»  Quoique  indéterminées,  les  diagonales  ont  cependant  été  trouvées  comme  déterminées 
»  par  Brahmegupta  et  d'autres.  Leur  règle  est  la  suivante  : 

»  §  190.  Règle.  Les  sommes  des  produits  des  côtés  aboutissant  aux  extrémités  des 
»  diagonales  étant  divisées  Tune  par  Tautre,  et  multipliées  par  la  somme  des  produits  des 
»  côtés  opposés,  les  racines  carrées  des  résultats  seront  les  diagonales  dans  le  trapèze. 

»  L'objection  qu'on  peut  faire  contre  ce  moyen  de  trouver  les  diagonales,  c'est  qu'il  est 
»  long,  comme  je  vais  le  faire  voir  en  proposant  une  méthode  plus  courte. 

»  §  191-192.  Règle.  Les  cathètes  et  les  côtés  de  deux  triangles  rectangles,  multipliés 
»  réciproquement  par  les  hypoténuses,  sont  les  côtés;  et  de  cette  manière  est  formé  un 
»   trapèze  dans  lequel  les  diagonales  peuvent  se  déduire  des  deux  triangles. 

»  Le  produit  des  cathètes,  ajouté  au  produit  des  côtés ,  est  une  diagonale;  la  somme  des 
•   produits  des  cathètes  et  des  côtés,  multipliés  réciproquement,  est  l'autre  diagonale. 

»  Quand  cette  courte  méthode  se  présentait,  je  ne  sais  pourquoi  une  règle  laborieuse 
»  a  été  employée  par  les  premiers  écrivains.  » 

Bhascara  ajoute  que  :  «  Si  la  corauste  et  l'un  des  flancs  changent  de  place,  l'une  des 
»  diagonales  deviendra  égale  au  produit  des  hypoténuses  des  deux  triangles  rectangles.  > 

Nous  devons  conclure,  de  ce  passage,  que  Bhascara  n'a  pas  compris  les  propositions  de 
Brahmegupta  qu'il  reprend.  Celui-ci ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  n'a  pas  énoncé  les  for- 
mules, données  au  paragraphe  191-192  de  Bhascara,  parce  qu'elles  n'étaient,  dans  son 
esprit,  qu'une  simple  vériûcation  de  la  rationalité  des  diagonales,  et  non  pas  le  sujet  d*une 
proposition. 

Bhascara  remarque  qu'en  changeant  de  place  deux  côtés  contigus  du  quadrilatère,  on 
en  forme  un  second,  où  l'une  des  diagonales  est  différente,  et  a  pour  expression  le  produit 
des  hypoténuses  des  deux  triangles  générateurs.  Cela  est  vrai;  mais  Bhascara  ne  dit  pas 
plus,  pour  ce  second  quadrilatère  que  pour  le  premier,  quelles  seront  ses  propriétés  qui 
avaient  été  l'objet  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta.  Il  ne  remarque  pas  non  plus  que  ce  nou- 
veau quadrilatère  a  deux  angles  droits. 

9°  Calcul  des  segments  que  les  diagonales  et  les  perpendiculaires  d'un  quadrilatère,  et 
les  côtés  prolongés,  font  les  uns  sur  les  autres  ;  §§  193-194,  195-196,  197,  198-200. 

On  suppose  connus  les  côtés,  les  diagonales  et  les  perpendiculaires. 

Tous  ces  calculs  sont  sans  difficulté;  ils  reposent  sur  le  principe  de  la  proportionnalité 
des  côtés  dans  les  triangles  équiangles. 

Telles  sont  les  propositions  sur  le  quadrilatère.  Elles  forment,  avec  celles  qui  concernent 
le  triangle,  la  partie  de  l'ouvrage  de  Bhascara  qui  correspond  aux  dix-huit  premiers  para- 
graphes de  celui  de  Brahmegupta.  Avant  de  passer  aux  autres  propositions  de  Bhascara, 
nous  allons  faire  ressortir  les  différences  que  ces  premières  ont  avec  celles  de  Brahme- 
gupta, dont  elles  ne  sont  qu'une  imitation. 
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Ces  diflérences  portent  sur  les  points  suivants  : 

1"*  Toutes  les  propositions  de  Bhascara  sont  étrangères  au  cerele,  dont  il  est  question 
formellement  dans  renoncé  des  paragraphes  26  et  27  de  Brahmegupta,  et  qui  joue  le  rôle 
principal  dans  plusieurs  autres  propositions. 

3*  La  formule  pour  Faire  du  quadrilatère  (inscrit  au  cercle),  donnée  par  Brahmegupta , 
est  déclarée  inexacte  par  Bhascara. 

3*  L'expression  générale  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit ,  donnée  par  Brahme- 
gupta,  est  censurée  par  Bhascara,  comme  étant  d'un  calcul  pénible,  et  est  regardée  par 
lui  comme  n*étant  applicable  qu*à  un  quadrilatère  d'une  construction  particulière. 

i*  Plusieurs  propositions  de  Brahmegupta  ne  se  trouvent  point  dans  Touvrage  de 
Bhascara.  Telles  sont  les  suivantes  : 

Première  :  L'expression  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ou  à  un  quadri- 
latère ; 

Deuxième:  L'expression  particulière  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  quadrilatère 
ayant  ses  diagonales  rectangulaires  ; 

Troisième  :  La  propriété  de  ce  quadrilatère,  qui  consiste  en  ce  que  la  perpendiculaire 
sur  l'un  de  ses  côtés,  menée  par  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales,  passe  par  le 
milieu  du  côté  opposé  ; 

Quatrième  :  La  manière  de  former  un  triangle,  isoscèle  ou  scalène ,  dont  les  côtés  et  la 
perpendiculaire  soient  des  nombres  rationnels; 

Cinquième:  La  manière  de  former  un  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  dont  deux  côtés 
opposés,  ou  bien  trois  côtés,  soient  égaux,  et  dont  toutes  les  parties,  ainsi  que  le  diamètre 
du  cercle  y  soient  rationnels. 

L'absence  de  ces  dernières  propositions  (quatrième  et  cinquième)  dans  l'ouvrage  de 
Bhascara,  prouve  que  ce  géomètre  n'a  point  eu  en  vue,  comme  Brahmegupta,  de  résoudre 
la  question  de  construire  un  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  et  dont  toutes  les  parties 
soient  rationnelles. 

Enfin  nous  devons  dire  que  l'ouvrage  de  Bhascara  contient  quelques  propositions  sur 
le  triangle  rectangle,  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  celui  de  Brahmegupta  ,  et  qui ,  en  effet, 
y  eussent  été  étrangères  à  la  théorie  qui  est  l'objet  de  cet  ouvrage. 

En  résumé:  l'ouvrage  de  Brahmegupta  résolvait  complètement,  et  avec  précision,  la 
question  de  construire  un  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  dont  toutes  les  parties  fus- 
sent rationnelles.  Aucune  proposition  n'était  étrangère  à  cette  question,  ni  inutile  pour  sa 
solution. 

Celui  de  Bhascara  n'a  point  un  objet  unique.  On  peut  le  diviser  en  trois  parties  princi- 
pales, indépendantes  les  unes  des  autres. 

Dans  la  première,  on  donne  l'expression  de  la  |)erpendiculaire  dans  un  triangle ,  et  la 
formule  pour  le  calcul  de  l'aire  de  cette  figure,  en  fonction  des  trois  côtés  ; 

Dans  la  deuxième,  on  traite  de  la  construction  d'un  triangle  rectangle  en  nombres  ration- 
nels, et  de  quelques  questions  sur  le  triangle  rectangle; 

Dans  la  troisième,  l'auteur  calcule  différentes  lignes  dans  un  quadrilatère  quelconque, 
dont  on  connaît  les  quatre  côtés  et  une  diagonale. 


i 
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Il  y  a  donc  des  diflëreiiccs  nombreuses  et  tranchées  entre  les  deux  ouvrages.  Malgré 
ces  diflërences,  nous  devons  reconnaître  que  le  plus  récent  nVst  qu'une  imitation  ou  une 
copie  du  premier  ;  copie  imparfaite  et  défigurée,  qui  prouve  évidemment  que  Bhascara  n  a 
pas  compris  Touvrage  de  Brahmegupra. 

Les  notes  de  divers  scoliastes,  qui  accompagnent  le  texte  du  LUaiati^  nous  monU^nt 
que  ces  écrivains  n  ont  pas  été  plus  heureux  que  Bhascara,  et  qu'ils  n'ont  pas  eu  non  plus 
rintelligcncc  des  propositions  de  Brahmegnpta. 

Mais  les  propositions  qu'il  nous  reste  à  citer,  du  chapitre  VI  du  Lilavati,  ont  beaucoup 
plus  de  valeur  que  celles  qui  leur  correspondent,  dans  le  Traité  de  Brahmegupta. 
Nous  allons  en  présenter  les  principales,  où  Ion  aura  à  remarquer  surtout  une  expression 
très-approchée  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  une  formule  très-simplc* 
|>ourle  calcul  approximatif  d'une  corde,  en  fonction  de  son  arc. 

J  201.  «  Le  diamètre  du  cercle  étant  D,  l'expression  D.  ^jg^  est  à  peu  près  la  circoii- 
»  férence;  D.  y  est  l'approximation  employée  dans  la  pratique.  » 

Ces  deux  expressions  ne  se  trouvent  pas  dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta.  Le  rapport  ^ 
est  celui  d'Archimcde.  Le  premier,  j^gjj,  est  plus  exact;  car  il  est  égal  a  3,14160,  et  l'on  a 
y  sa  5,14281)71 Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation  il  faut  se  servir  du  rap- 
port 3,141 592().... 

L'approximation  des  Indiens  *  est  remarquable  surtout  à  cause  du  petit  nombre  de 
chiffres  qui  y  entrent.  Toutefois  le  rapport  d'Adrien  Metius,  1^1  =  3,14159292....,  est 
préférabUî. 

S  203.  «  Hiff/to,  Le  (|uart  du  diamètre,  multiplié  par  la  circonférence,  est  l'aire  du  cercle. 
»  Cette  aire,  multipliée  par  4,  est  la  surface  de  la  sphère.  Celte  surface,  multipliée  par  le 
»  diamètre  et  divisée  par  6,  est  la  valeur  précise  du  volume  de  la  sphère.  » 

,S.S  20».20(}.  «  livffto.  Soit  D  le  diamètre  du  cercle;  D«|^  est  l'aire  du  cercle,  d'une 
»  manière  asse/  rapprochée;  D^  ||  est  sa  mesure  grossière,  employée  dans  la  pratique; 

"  ^'*'  îT  T^''*^  '"  "^*'^"'*^-  *'"  volume  de  la  sphère.  » 
(les  deux  dernières  expressions  résultent  du  rapport  d'Archimède;  car  on  a 

Jl       D*  22  D*        1     D»^  D*    22 

^TÎ^'TT'         "2  "^2r'T"""6"y 

§  20G-207.  Ce  sont  les  relations  entre  la  corde,  sa  flèche  et  le  diamètre  du  cercle,  don- 
nées par  Brahmegupta  ;  ^  41  et  42. 

«  Le  rapport  —  no  doit  pas  Htv  attribut^  ;^  Hliasoara  ;  il  est  beauiH)up  plus  ancien  que  ce  géomètre.  On  le 
trouve  sous  la  Umw  — -»  dans  l'Algi^bro  de  Molianimod  ben  Musa,  qui,  après  avoir  donné  les  deux  ra|>- 
|H>ris  —  ei  l   10,  dii  que  les  Asironomes  se  servent  d'un  tnVisiùme,  qui  est  ^^'  {Voir  p.  71  de  la  traduclion  de 

M.  Kmléric  l^osen.) 

l)\ipivs  cela  on  |h'uI  se  demander  si  ce  rap|H)rt  ap|vartient  aux  Indiens  ou  aux  Arabes.  M.  Rosen  et  M.  Libri 
pen»enl  t|uM  esl  d'orijîine  indienne.  ^Voir  Mohammifii  hm  Musa,  Atgebra  transtated  by  F.  Rosen,  p.  IM;  el 
Hièlnnu'  ths  svifuci's  wnihèmatiqiurs  fit  //«/iV,  \k\»»  liHj  Ce  rapport  est  connu  en  Europe  depuis  loiigt<»nips. 
JMirbiii'li  iMi  parle  dans  mmi  Traité  de  lu  ci»nslnuiioii  des  sinus,  et  Stévin  dans  sa  Géographie. 
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§g  309-311  et  212.  «  Dans  le  cercle  donl  le  diamèlre  est  2000,  les  côtés  du  triangle 
»  équilatéral  inscrit,  et  des  autres  polygones  réguliers,  sont  :  ))our  le  triangle,  1732  ^;  pour 
»  le  létragone,1414,^;  pour  le  pentagone,  1175  7^;  pour  Thexagone,  1000;  pour  Thepla- 
»  gone,867:j^;  pour  loclogone,  765^;  et  pour  le  nonagone,  683^.  » 

L'auteur  ajoute  :  «  De  différents  autres  diannètres,  on  déduira  d'autres  côtés,  comme 
»  nous  le  montrerons  sous  le  litre  de  construction  des  sinus,  dans  le  Traité  sur  les  sphé- 
■  riques. 

■  La  règle  suivante  enseigne  une  méthode  expéditive  pour  trouver  les  cordes,  par  une 
»  approximation  grossière.  » 

$  213.  Soient  :  c  la  circonférence ,  «  Tare,  1)  le  diamètre  et  C  la  corde;  on  aura 


40  aie    -  a) 


mt 


--C*  —  a{c  —  a) 
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Cette  formule  approximative  est  très-curieuse;  il  serait  intéressant  de  savoir  comment 
les  Indiens  y  sont  parvenus.  M.  Servois  la  obtenue  en  prenant  la  formule  qui  donne,  en 
série,  le  sinus  d'im  arc  en  fonction  de  cet  arc.  (Voir  Correspondance  sur  r École  polytech- 
nique, lom.  m,  3**  Cahier.) 

S  214.  Exemple.  Le  diamètre  étant  240,  les  cordes  des  arcs  de  20,  40,  60,  80, 100, 
120, 140,  160  et  180  degrés,  seront  42,  82,  120,  154,  184,  208,  226,  236  et  240. 

S  215.  Formule  qui  donne  lare  a,  en  fonction  de  la  corde  C,  de  la  circonférence  c  et 
du  diamètre  D  : 


c 

«  =  — 

2 


5 

c*C 

c* 

4 

4 

4D 

-^  C 

On  tire  cette  formule  de  celle  du  paragraphe  213,  en  résolvant  une  équation  littérale, 

du  second  degré. 

Les  chapitres  VII,  VIII,  IX  et  X  ne  contiennent  rien  de  plus  que  ceux  auxquels  ils 
correspondent,  dans  louvrage  de  Brahmegupta. 

Le  chapitre  XI  a  pour  objet  le  calcul  des  distances  par  lombre du  gnomon.  On  y  trouve 
les  questions  traitées  par  Brahmegupta ,  et,  de  plus,  celle-ci  :  un  gnomon  étant  éclairé  par 
deux  points  lumineux  différents,  si  Ton  connaît  la  différence  des  ombres  et  la  différence 
de  leurs  hypoténuses,  on  saura  déterminer  les  ombres. 

Cela  se  réduit  à  ce  problème  : 

Connaissant  la  perpendiculaire  d'un  triangle,  la  différence  des  segments  qu'elle  fait  9ttr 
la  base,  et  la  différence  des  deux  autres  côtés,  constmire  le  triantjle. 
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Soient  :  h  la  hauteur,  ou  perpendiculaire  du  triangle;  ^  la  diffërence  des  segments  ;  d  la 
différence  des  côtés  ;  les  segments  seront  égaux  à 


~[^dtzd\/  i 


2\  V  d«  — J« 

C'est  la  formule  de  Bhascara. 

On  trouve,  dans  le  Bija-Ganita,  plusieurs  question  de  Géométrie  résolues  parle  calcul , 
et  plusieurs  régies  d'Algèbre,  démontrées  par  la  Géométrie.  Toutes  ces  questions  sont 
traitées  avec  une  précision  et  une  élégance  bien  remarquables. 

Dans  quelques-unes,  qui  pouvaient  être  résolues  de  plusieurs  manières,  c'est  la  solution 
la  plus  simple  que  Fauteur  a  choisie:  on  croit  lire  un  passage  de  V Arithmétique  universelle^ 
où  Newton  donne  des  préceptes  si  judicieux  sur  le  choix  des  inconnues. 

Ainsi,  ayant  à  trouver  la  base  d'un  triangle  scalène  dont  les  côtés  sont  13  et  5,  et 
l'aire  4,  Bhascara  observe  que  «  si  l'on  prend  pour  l'inconnue  la  base  cherchée,  on 
»  tombe  sur  une  équation  quadratique.  Mais  si  l'on  cherche  la  perpendiculaire  abaissée 
»  sur  l'un  des  côtés  donnés,  du  sommet  opposé,  et  les  segments  faits  sur  ce  côté,  on  en 
»  déduit,  par  une  simple  extraction  de  racine  carrée^  la  base  cherchée.  Elle  est  4.  •  (Bija- 
Ganita,$  117.) 

Bhascara  donne  deux  démonstrations  du  carré  de  l'hypoténuse.  La  première  consiste  à 
chercher,  par  une  proportion,  l'expression  des  segments  faits  sur  l'hypoténuse  par  la  per- 
pendiculaire ,  et  à  ajouter  ensemble  ces  deux  segments.  C'est  la  démonstration  employée 
par  Wallis.  (De  sectionibus  angularibusy  cap.  VI.) 

La  seconde  est  tout  à  fait  d'origine  indienne  ;  elle  est  fort  remarquable.  Sur  les  côtés 
d'un  carré,  Bhascara  construit  intérieurement  quatre  triangles  rectangles  égaux  entre 
eux,  ayant  pour  hypoténuses  ces  côtés,  et  il  dit  :  voyez.  En  effet,  la  vue  de  la  figure  suffit 
pour  montrer  que  l'acre  du  carré  égale  les  aires  de  quatre  triangles  (ou  quatre  fois  Taire 
de  l'un  d'eux),  plus  l'aire  d'un  petit  carré  qui  a  pour  côté  la  différence  des  deux  côtés  de 
l'angle  droit  de  l'un  des  quatre  triangles.  C'est-à-dire  que  l'on  a,  en  appelant  c  Thypoté- 
nuse  d'un  des  triangles  et  a,  6  ses  deux  autres  côtés  : 

ab 
c«  =  4— -^  (a  — 6)*  =  2a6  H- (a  —  6)», 

ou  0*=  o'  -H  6'; 

ce  qui  est  la  proposition  qu'il  fallait  démontrer.  (Bija-Ganita,^  146.) 

Les  formules  d'Analyse  : 

2a6     -4-  (a  —  6)'  ==  a'  -^  b\ 

(0H.6)«  — (a«-h6«)  =  2a6, 

(a  -h  6)«  —     4a6      =  (a  —  b)\ 

sont  démontrées  par  des  figures  qui  parlent  aux  yeux  et  à  l'esprit,  sans  qu'il  soit  besoin 
d'aucune  explication  (§  147,  149  et  150). 
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Géométrie,  de  même  qu'ils  nous  offrent  des  Traités  d  Arithmétique  et  d'Algèbre.  Nous 
croyons  avoir  démontre,  en  effet,  que  tel  ne  pouvait  avoir  été  lobjet  de  louvrage  de 
Brahmegupta,  qui  roule  sur  une  seule  question  de  Géométrie.  Mais  nous  ne  pouvons 
en  dire  autant  de  Touvrage  de  Bhaseara;  et  nous  consentons  à  y  voir  le  résumé  des 
connaissances  géométriques  en  circulation,  dans  les  temps  modernes ,  chez  le  peuple 
indien.  La  manière  dont  l'auteur  a  déligurc  louvrage  de  Brahmegupta  pour  former  le 
sien,  et  les  notes  des  divers  scoliastes,  dont  aucun  ne  la  repris,  nous  prouvent  que  la 
science  a  singulièrement  décliné  chez  les  Indiens,  et  qu'il  n'ont  plus  de  véritable  Traité  de 
Géométrie. 

Nous  ne  saurions  nous  prononcer  de  même  sur  l'état  de  la  science  au  temps  de  Brah- 
megupta. Les  documents  nous  manquent;  et  nous  ne  pourrions  dire  si  l'intelligence  et  le 
génie  mathématiques  de  cet  écrivain  et  de  ses  contemporains  étaient  bien  à  la  hauteur  des 
ouvrages,  si  parfaits  et  si  remarquables,  qu'il  nous  a  transmis;  ou  bien  si  ces  ouvrages  ne 
seraient  pas  eux-mêmes,  comme  ceux  des  écrivains  postérieurs,  de  simples  fragments  d^m 
savoir  véritable  et  très-ancien,  qui  auraient  échappé  à  la  destruction  des  temps  et  qui 
n'auraient  point  encore  perdu ,  dans  le  siècle  de  Brahinegiipta,  leur  perfection  et  leur 
pureté  primitives.  I^e  célèbre  hollandais  Stévin,  qui  admettait  un  siècle  sage  «  où  les 
»  hommes  ont  eu  une  connaissance  admirable  des  sciences,  »  siècle  qui  avait  précédé 
celui  des  Grecs  et  qui  ne  lui  avait  transmis  qu'une  faible  partie  seulement  de  son  savoir 
antique  S  Stévin,  disons-nous,  et  notre  illustre  Bailly  ^  ne  bal.'mceraient  point  à  se  pro- 
noncer dans  cette  question,  à  la  vue  des  ouvrages  si  étonnants  de  Brahmegupta. 

Pour  nous,  qui  n'avons  pointa  aborder  ici  une  si  haute  question  historique,  nous  nous 
bornerons  à  appeler,  sur  la  partie  géométrique  des  ouvrages  de  Brahmegupta  et  de  Bhas- 
eara, qu'on  avait  négligée  jusqu'ici,  l'attention  des  savants  orientalistes,  et  des  érudits 
qui  s'occupent  de  l'histoire  de  l'Inde  et  de  la  marche  de  la  civilisation  humaine.  Cette  partie 
géométrique  pourra  leur  procurer  quelques  documents  et  quelques  aperçus  utiles. 


SUR  LA  GÉOiMÉTRlE  DES  LATINS. 

Nous  continuerions,  pour  ainsi  dire,  le  même  sujet,  en  passant  de  la  Géométrie  des 
Indiens  à  celle  des  Arabes.  Mais,  comme  ce  que  nous  aurons  à  dire  de  celle-ci,  se  liera  plus 
naturellement  encore  avec  les  premiers  travaux  des  géomètres  européens,  à  la  renaissance 
des  lettres,  où  nous  verrons  l'élément  arabe  non  moins  répandu,  et  non  moins  influent 

»  Œuvres  mathématiques  de  Simon  Stévin;  in-fol.,  Leyde,  1C34.  Géographie;  définition  VI,  p.  106. 

'  «  Ces  méthodes  savantes,  pratiquées  par  des  ignoranls,  ces  systèmes,  ces  idées  philosophiques,  dans  des 
»  têtes  qui  ne  sont  point  philosophes,  tout  indique  un  |>euple  antérieur  aux  Indiens  el  aux  Chaldéens  :  peuple  qui 
>»  eut  des  sciences  perfectionnées,  une  philosophie  sublime  et  sage,  et  qui,  en  disparaissant  de  dessus  la  terre,  a 
•'  laissé  aux  peuples  qui  lui  ont  succédé  quelques  vérités  isolées ,  échappées  à  la  destruction ,  el  que  le  basaid 
»  nous  a  conservées.  »  {Histoire  de  V Astronomie  ancienne,  livre  III,  §  xviii.) 
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Deux  raisons  concourent  à  nous  autoriser  à  former  cette  conjecture.  D'abord,  Boèee» 
nu  commencement  du  second  livre  de  sa  Géométrie ,  qui  roule  sur  la  mesure  des  surfiices, 
nomme  Julius  Frontinus  comme  ayant  été  très-habile  dans  cel  art,  et  annonce  qall  lai  a 
fait  des  emprunts  pour  ce  second  livre.  Vers  la  6n  de  Touvrage,  Boéce  donne  la  liste  des 
principaux  ai*penteurs  romains,  et  y  inscrit  Julius  Frontinus.  Cette  double  circonstance 
nous  prouve  que  cet  auteur  avait  écrit  sur  la  Géométrie  pratique.  Ensuite,  nous  remar- 
<|uons  que  le  morceau  de  Géométrie  que  nous  trouvons  dans  le  manuscrit  dont  nous  venons 
(le  parler,  présente,  avec  le  second  livre  de  Boèce,  tant  de  points  de  ressemblance,  qu'on 
en  doit  conclure  avec  certitude  que  Tun  des  deux  ouvrages  a  été  copié  en  grande  partie 
sur  lautre.  Le  style  pur  et  plus  facile  de  ce  morceau  de  Géométrie,  annonce  qu'il  est  an- 
térieur à  répoque  où  a  vécu  Boèce;  nous  sommes  donc  porté  naturellement  à  conclure  qu'il 

Aristotelia  lib.  elenchorum;  Boetii  Logica,  Rhetorica.Arithmetica,  Musica;  Julii  Firmici  mathematUa;  MaUmi 
Junioris  geometria  ;  canones  ^  tabulœ  et  diversa  de  Aitronomiâ, 

Ce  litre  est  emprunté  d*uue  note  placée  sur  la  partie  intérieure  de  la  couverture  en  Jtois  du  Tohime,  et  qui 
parait  aussi  ancienne  que  lui  ;  elle  est  ainsi  conçue  : 

In  hoc  volumine  continentur  : 

Liber  elenchorum  Aristotelis; 

Logica^  Bhetorica^  AriihmeUea,  Musica  y  Boeeii; 

Mathematica  Julii  Firmici ^  Materni  Junioris; 

Geometria; 

Canonei,  tabulœ  et  alia  de  Astronomiâ. 

Vis-à-vis  les  mots  Mathematica  Julii  y  etc.,  se  trouve  une  annotation  qui  parait  aussi  fort  ancienne,  et  oh  nous 
croyons  lire  :  Hanc  suppoaitam  credo.  Et,  en  effet,  nous  ne  trouvons  aucune  pièce  de  Julius  Ffrmicos  Matemos. 
Mais  il  est  vrai  que,  malheureusement,  il  manque  104  feuilles  (140.  ..243)  dans  cemanuscrit,^  parUr  du  cbap.XX 
du  second  livre  du  Traité  de  la  Musique,  de  Boéce.  Nous  8U|)posons  que  le  reste  de  la  Musique  occupait  64  feailles 
à  peu  prés  ;  de  sorte  que  40  feuilles  auraient  contenu  d'autres  matières  qui  nous  sont  inconnues  et  où  aurait  pa  se 
trouver  quelque  chose  de  Flrmicus  Maternus  ;  cependant  on  ne  connaît  et  on  ne  cite,  de  cet  auteur,  que  son  Traité 
d'Astrologie,  en  huit  livres. 

La  feuille  244,  la  première  après  la  lacune,  contient  la  fin  d'un  écrit  sur  les  corps  réguliers.  Puis,  on  trouve 
différentes  pièce.H,  placées  les  unes  à  la  suite  des  autres,  sans  titres,  et  sans  indication  d'auteurs,  et  qui  traitent, 
la  plupart,  de  la  Géométrie  des  arpenteurs  romains  et  des  mesures  dont  il  faisaient  usage.  Nous  avons  distingué 
parmi  ce  pèle- mêle  les  morceaux  suivants,  dont  les  deux  derniers  surtout  rendent  le  manuscrits  très-précleax  : 

1*  Celui  que  nous  attribuons  i  Frontinus; 

2o  Le  livre  d'Arithmétique,  de  Martianus  Capella; 

3«  Le  cinquième  livre  de  l'ouvrage  De  re  ruslicây  de  Golumelle,  qui  traite  de  la  mesure  des  champs; 

40  Différents  autres  fragments  de  Géométrie,  des  arpenteurs  romains  ; 

^  Un  passage  du  quinzième  chapitre  des  Êtgmologies  d*Isidore  de  Séville,  qui  traite  des  mesures; 

G»  Les  deux  livres  de  la  Géométrie  de  Boèce,  dont  le  premier  contient  les  neuf  chiffres  et  le  passage  relatif  au 
nouveau  sjrstème  de  numération;  et  dont  le  second  est  terminé  par  un  autre  passage,  encore  relatif  i  celle  numé- 
ration, et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  les  éditions  qu'on  a  données  de  Boèce; 

7*  Enfin,  un  antre  écrit  sur  l'usage  des  neuf  chiffres,  qui  présente  des  analogies  frappantes,  d*une  part  avec 
les  passages  de  Boèce  et  la  lettre  de  Gerbert,  d'autre  part  avec  notre  propre  système  de  numération. 

Cet  écrit,  dont  il  parait  qu'on  n'a  |K>int  encore  eu  connaissance,  pourra  jeter  quelque  jour  sur  la  question, 
encore  controversée,  de  la  vraie  signification  des  passages  de  Boèce  et  de  Gerbert,  et  de  la  date  précise  de  Tintro- 
duction ,  en  Europe,  de  la  numération  indienne. 

Le  ntaniiscrit  est  terminé  par  quelques  notions  de  la  sphère  céleste,  puis  un  Traité  d'Astrologie  et  des  tables 
-jiblroiionilques. 
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à  Frontinus.  Car  la  régie  qui  concerne  le  triangle  équilaléral  est  en  contradiction  avec 
une  autre  règle,  parfaitement  géométrique,  donnée  auparavant.  Ainsi  nous  trouvons 
d  abord,  sous  le  titre  de  trigono  ysopleuro:  «a  étant  le  côté  d'un  triangle  isopleure, 
»  a'  —  f^\  est  le  carré  de  la  perpendiculaire;  la  perpcndiciilairc,  multipliée  par -1,  est 
»  Taire  du  triangle.  Soit  a  =  30,  il  vient 

(50)'  —  (  —  j  =  675  =  (26)*  ;      26  X  —  =  390. 

»  C'est  Taire  du  triangle.  »  Cette  règle  est  exacte,  et  Tapplicalion  numérique  Test  aussi, 
en  négligeant  toutefois  les  fractions  dans  Texlraction  de  la  racine  de  675  ^  On  doit 
s'étonner  alors  de  trouver  ensuite,  encore  sous  le  titre  de  trigono  ysopleuro ,  cette  se- 
conde règle  :  «  a  étant  le  côté  du  triangle  isopleure,  son  aire  est  ^^^.  Soit  o=28,  Taire 
.  du  triangle  sera  i^i!±i^,  ou  2|?=  406.  . 

Remarquez  que,  de  la  sorte,  le  triangle  dont  le  côté  est  28,  a  une  plus  grande  surface 
que  celui  dont  le  côté  est  30.  Ce  rapprochement  entre  les  deux  exemples  numériques  de 
Tauteur,  semble  annoncer  que  la  seconde  règle  lui  est  étrangère  et  a  été  prise  d'un  autre 
écrit. 

Cette  seconde  manière  de  procéder  est  suivie  de  sa  démonstration^  mais  qui  ne  présente 
qu'une  pétition  de  principe.  Voici  la  raisonnement  de  Tauteur.  Une  aire  donnée  S  est  la 
surface  d'un  certain  triangle  équilatéral,  dont  le  côté  est  égal  à  *^^-^^-A,  Mettant,  à  la 
place  de  S,  Taire  trouvée  ^  ^",  on  a  pour  résultat  a,  qui  est  le  côté  du  triangle  proposé; 
donc  Taire  trouvée  est  exacte. 

Le  défaut  de  cette  prétendue  démonstration  est  manifeste,  caria  formule 


1/8.  aire -4-1  -  1 
côté  = 


fl*-i-a 


est  précisément,  sous  une  autre  forme,  la  même  que  celle-ci  :  aire  =  ^  a""»  qu'il  s'agit 
de  démontrer. 

Mais  pour  passer  de  Tune  à  l'autre  de  ces  deux  formules,  il  faut  résoudre  une  équation 


»  PivndreV'67o  =  26.cVst  la  même  chose  que  15. 1^3  =  ^6,  ou  ^3=~|  • 
D'après, cela  Texpression  de  Paire  du  triangle,  qui  est  exactement  ~  V^^  dévie 


devient 

a«    26         .  13 
—  .  —  =  a*  —  • 
4     15  30 

C*est  la  formule  dont  se  sont  servis  quelques  auteurs  latins,  tels  que  Golumelle  (De  re  rusticâ;  liv.  5,  cbap.  II), 
et  (|ui  a  été  employée  encore  dans  les  temps  modernes.  On  la  trouve  dans  plusieurs  ouvrages  de  Géooiélrie  pra- 
ll(|ue  (voir  Georgii  Vallœ,  de  expetendis  et  fugiendis  rébus;  liber  XIV  el  GEOHETRiiB  V  ;  cap.  IIII.  —  //  brew 
IraUnlo  di  Gcometria  del  sig.  Gio.  Franc.  Peverone  di  Cuneo;  in  Lione,  15.%,  in-4«.  —  Livre  III  de  la  Géome- 
trh' pratique  de  Henrion  ;  pag.  341  et  349;  seconde  édition,  Paris,  16:23). 
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aux  sept  arts  libéraux  :  la  Grammaire,  la  Dialectique,  la  Rhétorique ,  la  Géométrie, 
TArithmétique,  TAstronomie  *  et  la  Musique. 

Dans  le  livre  de  la  Géométrie,  Fauteur  semble  avoir  employé  ce  mot  suivant  son  sens 
étymologique;  car  il  débute  par  des  notions  de  géographie.  Ce  qui  est  de  la  Géométrie 
proprement  dite,  se  réduit  à  quelques  déGniiions  des  lignes ,  des  Ggures  planes  et  des 
solides,  qui  la  plupart  sont  prises  d'Euelide,  et  énoncées  sous  leur  nom  grec;  chose  assez 
remarquable,  parce  que  dans  d autres  écrits  du  même  temps  ou  un  peu  moins  anciens, 
tels  que  ceux  de  Boèce,  de  Cassiodore,  les  noms  grecs  ont  été  remplacés  par  des  dénomi* 
nations  latines. 

Le  livre  d'Arithmétique,  de  Martianus  Gapella,  est  plus  savant  que  son  livre  de  Géométrie. 
Il  est,  comme  TArithmétique  de  Boèce,  une  imitation  des  ouvrages  platoniciens  et  pytha- 
goriciens, particulièrement  de  celui  de  Nicomaque,  qui  traite  des  propriétés  des  nombres 
et  de  leurs  divisions  en  diverses  catégories,  des  nombres  pairs,  impairs,  composés,  parfaits, 
imparfaits,  abondants,  diminutifs,  plans,  solides,  triangulaires,  etc. 

Saint  Augustin  a  écrit  sur  la  Musique.  On  lui  attribue  aussi,  assez  légèrement,  des  prin- 
cipes d'Arithmétique  et  de  Géométrie,  mais  qui  n  offrent  qu'une  simple  nomenclature. 

Il  en  est  de  même  du  traité  de  Géométrie,  de  Cassiodore,  compris  dans  son  seizième 
livre,  qui  traite  des  sept  arts  libéraux,  et  de  la  partie  géométrique  de  ceue  espèce  d*eney- 
clopédie  que  le  célèbre  Isidore  de  Séville  a  laissée  sous  le  litre  d'Étymologies. 

La  Géométrie  de  Boèce  a  plus  d'importance  que  les  écrits  dont  nous  venons  de  parler» 
parce  qu'elle  est  plus  savante,  qu'elle  fait  connaître  pour  la  première  fois,  chez  les  Latins, 
la  Géométrie  d'Euclide,  et  qu'elle  contient  quelques  traits  intéressants  de  l'histoire  des 
sciences.  Nous  allons  donner  ime  analyse  de  cet  ouvrage,  qui  est  aujourd'hui  peu  connu. 

Il  est  en  deux  livres.  Le  premier  est  une  traduction,  à  peu  près  littérale,  des  définitions 
et  des  énoncés  des  propositions  des  quatre  premiers  livres  d'Euclide.  Ensuite  on  Cr<mTe, 
sous  le  titre  de  figuris  geometricis,  quelques  problèmes  résolus  par  Boèce,  qui  n'offrent 
rien  d'intéressant. 

Ce  premier  livre  est  terminé  par  l'exposition  d'un  nouveau  système  de  numération , 
différent  des  systèmes  grec  et  romain,  qui  fait  usage  de  neuf  chiffres,  et  quç  l'on  a  cru 
reconnaître  pour  être  précisément  notre  système  de  numération  actuel.  Mais  ce  point  de 
l'histoire  des  sciences,  qui  depuis  deux  siècles  a  fixé  rattention  des  savants,  n'a  pas  eneore 
été  résolu  d'une  manière  définitive.  Nous  reviendrons,  plus  loin,  sur  ce  passage  intéres- 
sant de  la  Géométrie  de  Boèce.  Nous  discuterons  aussi,  dans  un  article  spécial ,  un  autre 
passage  du  même  livre,  où  nous  croyons  trouver  la  description  du  pentagone  étoile  ou  de 
seconde  espèce. 

Le  second  livre  est  consacré  à  la  Géométrie  pratique,  telle  qu'elle  était  connue  des 
arpenteurs  romains.  L'analyse  que  nous  avons  donnée,  en  parlant  de  Frontinus,  d'un 
Traité  de  Géométrie  pratique,  resté  manuscrit,  répond  à  ce  second  livre,  qui  parait  avoir 

*  Dans  ce  huitième  livre  se  irutive  uu  chapitre  irés-reiriarquable,  intitulé:  Quod  lellus  nofi  sil  centrum 
omnibus  planetis,  oii  Martianus  Capella  fait  tourner  Mercuie  et  Vénus  autour  du  Soleil.  CVsl  là  que  Copernic  a 
pris  la  première  idée  de  son  système. 
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SUR    LE    PASSAGE    DU    PREMIER    LIVRE    DE    LA    GÉOMÉTRIE    DE    BOÉGE,    RELATIF   A    UN   NOUVEAU 

SYSTÈME   DE    NUMÉRATION. 

Le  passage  de  la  Gôomélrie  de  Boèee,  dont  il  s'agit,  parait  être  resté  inaperçu  pendant 
longtemps,  quoique  les  manuscrits  des  œuvres  de  cet  écrivain  ne  soient  pas  rares,  et  que 
sa  Géométrie  ait  été  imprimée  dès  1491 ,  puis  en  1499  et  en  1570.  Ce  n'est,  je  crois,  que 
vers  le  milieu  du  XVII'  siècle  que  Isaac  Vossius,  dans  ses  notes  sur  la  Géographie  de 
Pomponius  JUela,  fit  connaître  ce  passage,  et  signala  les  neu( caractères  ou  chiffres^  quil 
contenait.  Depuis,  c'a  été  une  question  souvent  agitée,  de  savoir  si  c'est  bien  précisément 
de  notre  système  de  numération  que  Boèce  veut  parler,  et  si  les  Grecs  en  ont  eu  connais- 
sance, ainsi  qu'il  le  rapporte. 

Ce  point  historique  offrait  un  grand  intérêt,  par  lui-même,  et  comme  devant  être  d'une 
haute  importance  dans  la  question  plus  générale  de  l'origine  du  calcul  indien,  et  des  voies 
qu'il  avait  suivies  pour  se  répandre  au  loin,  et  apparaître  tout  à  coup  parmi  nous,  au 
commencement  du  XIII*"  siècle,  dans  de  nombreux  ouvrages  '. 

Cependant  on  n'a  point  encore  été  d'accord  jusqu'ici  sur  la  vraie  signification  du  pas- 
sage de  Boèce,  et  l'opinion  émise  le  plus  généralement  a  été  en  faveur  d'une  autre  pièce, 
du  X"  siècle,  qui  est  une  lettre  et  un  petit  Traité,  attribués  à  Gerbert  (devenu  pape  en  999, 

*  |o  L'ouvrage  de  Léonard  Fibonacci,  de  Pise,  commençant  ainsi  :  IncipU  liber  Abbcun^  compoiitus  a 
Leonardo  (ilio  Bonacci  Pisanoi  in  anno  i202;  el  dans  lequel  se  trouvent  aussi,  pour  la  première  fois,  en 
Europe,  les  principes  de  PAIgèbre. 

2o  LeTraité  d* Arithmétique  pratique,  de  Jordan  Nemorarius  (vers  1200),  resté  manuscrit  dans  la  Bibliolbèqœ 
savilienne,  sous  le  tilre  :  Aigorismus  Jordanie  lam  in  integris  quam  in  fractis  demonstratus.  Cet  ouvrage  est 
différent  de  TAriiLméiique  spéculative  en  dix  livres,  du  même  auteur,  mise  au  jour  el  illustrée  par  Fabre 
d*Ëtaples,en  1406. 

3<»  Le  Traité  d*Arilkmélique  de  Sacro  Bosco,  inlitulé  :  Tractatui  Algorismi^  écrit  en  1236,  en  vers,  et  oooh 

mençant  par  ces  deux-ci  : 

ilœc  aigorismus ,  as  prœsens,  dicitur  in  qud 

Talibus  Indorum  fruimur  bis  quinque  fiyuris. 

4"  Un  passage  du  Spéculum  doctrinale,  de  Vincent  de  Beauvais  (1194-1264),  intilulé  :  De  computo  et  algo^ 
mmo (livre  XVI,  cbap.  9),  oti  la  connaissance  de  nos  neuf  chiffres, et  de  leurs  valeurs  de  position,  ainsi  que 
Tusage  du  zéro,  sont  parrailement  exposés. 

5»  VAlgorisme,  ou  Traité  d^ Arithmétique,  écrit  en  français  par  un  anonyme,  sous  Philippe  le  Hardi  (tS70- 
1285).  (M.  Daunou,  dans  le  Discours  sur  Tétat  des  leUres  en  France,  au  Xill*  siècle,  mis  en  tête  du  tooL  XVI 
de  VHistoire  littéraire  de  la  France  (in -4<>,  Paris,  182 i),  fait  mention  de  ce  Traité.  quMI  dit  exister  dans  la 
Bibliothèque  de  S««-Geneviève,  sous  le  n"  BB2,  in^*";  mais,  malgré  les  recherches  réitérées  de  MM.  les  oonserra- 
leurs  de  cette  Bibliothèque ,  nous  n*avons  pu  Vy  trouver). 

6<»  Le  Traité  de  Maxime  Planude,  écrit  en  grec,  vers  la  fin  du  XIIl*  siècle,  sous  le  titre  :  Calcul  êekm  hê 
Indiens  t  dit  le  grand  calcul. 

Il  est  assez  singulier  qu'aucun  de  ces  traités  d'Arithmétique,  qui  sont  si  précieux  pour  Thlstoire  des  sdenees, 
et  qui  marquent  un  grand  pas  dans  Pesprit  humain,  n'ait  encore  été  imprimé. 

Outre  ces  ouvrages,  il  existe  d'autres  écrits  du  même  temps,  tels  que  le  Calendrier  de  Roger  Bacon,  les  Letins 
de  Jordan  Nemorarius,  et  les  traités  De  spherœ  et  De  computo,  de  Sacro  Bosco,  oh  il  est  fait  usage  des  chiffres 
arabes. 
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sous  le  nom  de  Sylvestre  II),  où  Ton  a  aperçu  notre  système  de  numération,  et  Ton  a  ré- 
pété, depuis  que  Wallis  a  émis  cette  opinion  dans  son  Histoire  de  l'Algèbre,  que  Gerbert, 
le  premier,  nous  a  fait  connaître  le  système  de  numération  indien,  qu'il  avait  appris  des 
Sarrazins,  en  Espagne.  Et  c'est  l'opinion  émise  encore  dernièrement  par  Tillustre  président 
de  la  Société  asiatique  de  Londres,  dans  sa  savante  dissertation  sur  lorigine  de  T  Algèbre  ^ 
Mais  il  faut  dire  ici  que  c'est  plutôt  d'après  le  témoignage  unique  d'un  historien  du 
XII''  siècle,  Guillaume  de  Malmesbury,  dont  les  paroles  ^  ont  été  empruntées  et  repro- 
duites, un  siècle  après,  par  Vincent  de  Beauvais  ^  qu'on  a  fondé  cette  opinion,  que  sur  le 
Traité  même  de  Gerbert,  que  l'on  a  rarement  lu,  et  que  Wallis  particulièrement  n'a  pas 
connu.  Et,  chose  assez  singulière,  si  c'eut  été  l'çxamen  de  ce  Traité  qui  eût  servi  de  base 
à  l'opinion  de  Wallis,  nous  ne  balancerions  pas  à  dire  que  la  question  agitée  au  sujet  du 
passage  de  Boèce  est  résolue  par  cela  même,  et  qu'à  Boèce  doit  être  reporté  l'honneur 
attribué  à  Gerbert.  Car  la  comparaison  que  nous  avons  faite,  du  Traité  de  Gerbert  avec  le 
passage  de  Boèce,  ne  nous  laisse  aucun  doute  qu'ils  roulent  absolument  sur  le  même  sujet 
et  sur  le  même  système  de  numération,  et  que  l'un  et  l'autre  ont  la  même  origine.  Cette 
remarque,  qui  n'avait  pas  encore  été  faite,  aura  besoin  d'être  justifiée  ;  j'y  reviendrai  dans 
un  autre  moment,  et  je  ferai  alors  quelques  autres  observations,  auxquelles  peut  donner  lieu 
le  Traité  de  Gerbert  ^.  Je  dois  ici  me  renfermer  uniquement  dans  l'examen  du  passage  de 

«  This  (Gerberl),  upon  his  relurn,  he  communicated  to  Christian  Europe,  teaching  the  method  ofnumbers 
^mtnder  the  désignation  o/'Abacus,  a  name  apparently  first  introduced  by  him  (rationes  numerorum  Abaci),  6y 
•mrules  abstruse  and  difficuH  to  he  understood,  as  William  of  Malmesbury  afprms.  It  was  probably  owing  to 
Mhis  obscurity  ofhisrules  and  manner  or  trealing  the  Arahian^  or  rather  Indian  arithmetic^  that  it  made  so 
^mie  progress  between  his  lime  atid  that  of  the  Pisan  (Leonardo  of  Pisa),  (Colebrooke ,  Brahmegupta  and 
^hascara,  Algebra,  dissertation,  p.  lui.) 

*  Abacum  certe  primus  a  Saracenis  rapiens ,  régulas  dédit,  quœ  a  sudantibus  ahacistis  vix  intelliguntur, 
^éir  De  gestis  Anglorum  libri  V.  (Livre  2,  pp.  64  et  65.) 

*  Spéculum  historiale.  Duaci,  1624,  in-f«.  Voir  livre  24,  chap.  XCVIII,  p.  997. 

*  Par  exemple,  ce  Traité,  et  la  lettre  d'envoi  qui  lui  sert  de  préface,  sont-ils  bien  de  Gerbert?  Et  en  suppo- 
qu*ils  roulent  sur  notre  système  de  numération  (ce  que  je  crois),  leur  origine  directe  vient-elle  des  Sarra- 

ins  d'Espagne  ?  Ces  deux  questions,  qui  sont  soulevées  ici  pour  la  première  fois  depuis  que,  sur  l'autorité  de 

almesbury ,  on  a  fait  honneur  à  Gerberl  de  rimporlatiou  du  système  arabe,  ne  sont  peut-être  pas  dépourvues 

'intérêt.  Car  cette  lettre  et  le  Traité,  qu'on  croit  généralement  être  restés  manuscrits,  sont  imprimés  en  entier, 

le  titre  de  numerorum  divisione,  dans  les  Œuvres  de  Bède  (672-735),  comme  étant  de  cet  écrivain. 

I  est  assez  étonnant  qu'ils  n'y  aient  pas  été  aperçus,  surtout  par  Montucla  et  par  Delambre,  qui ,  l'un  et  l'autre, 

Qt  parlé  de  ce  chapitre  des  Œuvres  mathématiques  de  Bède.  (Voir  Histoire  des  Mathématiques^  tom.  I'**,  p.  495, 

Histoire  de  r Astronomie  ancienne,  tom.  I",  p.  322.) 

Maintenant,  ce  sera  peut-être  un  point  d'histoire  à  résoudre,  de  savoir  si  la  lettre  et  le  système  de  numération 
ttribaés  à  Gerbert,  sont  de  lui  ou  de  Bède. 

Sans  vouloir  aborder  cette  question,  qui  est  du  ressort  des  savants  écrivains  qui  continuent  V Histoire  litté' 
aire  de  la  France,  nous  nous  permettrons  de  dire  que  la  grande  ressemblance,  quant  au  fond  et  dans  les  mots 
,  que  nous  reconnaissons  entre  ce  Traité  et  le  passage  de  Boèce ,  nous  porte  à  le  croire  de  l'écrivain  le 
tas  rapproché  de  ce  dernier;  c'est-à>dire  de  Bède,  qui  ne  lui  est  postérieur  que  de  deux  siècles.  Une  autre 
son,  c'est  que,  du  temps  de  Gerbert,  les  Maures  d'Espagne  devaient  se  servir,  comme  les  Indiens  et  les 
,  du  zéro  (ou  du  point ,  comme  zéro)  ;  de  sorte  que  Gerberl ,  en  transmettant  leur  système  de  numéra- 
^Jkm,  aurait  fait  usage  et  aurait  parlé  expressément  du  zéro,  dont  nous  ne  pouvons  trouver  aucune  trace  dans 
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la  Géométrie  de  Boèce,  qui  est  la  partie  la  plus  importante  de  eet  ouvrage ,  surtout  comme 
document  historique  unique. 

Voici  la  traduction,  à  peu  près  littérale  »  qui  nous  parait  rendre  le  sens  de  ce  passage: 

«  Les  Anciens  avaient  coutume  d  appeler  digits  toute  espèce  de  nombre  au-dessous  de 
»  la  première  limite,  c'est-à-dire  ceux  que  nous  comptons  depuis  un  jusqu'à  dix,  qui  sont 
»  1,2,  3,4,5,  6,7,  Set  9. 

»  Ils  appelaient  articulés  tous  ceux  de  Tordre  des  dizaines ,  et  des  ordres  suivants  à 
»  TinGni  ^  ; 

»  Nombres  composés  tous  ceux  qui  sont  compris  entre  la  première  et  la  seconde  Utnite^ 
»  c'est-à-dire,  entre  dix  et  vingt,  et  tous  les  autres  suivants,  excepté  les  limites; 

»   Et  nombres  incomposés  tous  les  digits  et  toutes  les  limites  ^. 

»  Les  nombres  multiplicateurs  changent  de  place  entre  eux  ;  c  est-à-dire  que  tantôt  le 

le  Traité  cd  question,  où  nous  supposons  que  ce  signe  auxiliaire  est  suppléé  par  remploi  de  colonnes,  comme 
dans  Boèce,  ainsi  que  nous  allons  le  dire.  Enfin ,  une  troisième  considération ,  qui  rend  admissible  Popinion  que 
Bède  a  pu  écrire  ce  Traité,  c'est  que  Ton  trouve  nos  chiffres  dans  quelques  manuscrits  très-anciens  des  œavres 
de  cet  écrivain ,  ainsi  que  Ta  remarqué  Wallis  dans  son  Histoire  de  1^ Algèbre  (p.  li). 

'  C'esl-à-dire  tout  décuple  ou  centuple,  etc.,  d*un  digit. 

Celte  distinction  des  nombres,  en  digits  et  en  articulés,  avait  pour  objet  surtout  de  donner  des  dénomina- 
tions spéciales  au  chiffre  des  unités  et  à  celui  des  dizaines,  dans  un  nombre  exprimé  par  deux  chiffres,  tel  qae  27; 
parce  que  ces  deux  chiffres,  considérés  dans  un  calcul,  pouvaient  bien  ne  pas  représenter  les  véritables  unités 
et  dizaines  de  la  question.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  le  nombre  27  résulte,  dans  une  multiplication,  du 
produit  du  premier  chiffre  du  multiplicateur  par  le  deuxième  ou  le  troisième  chiffre  du  multiplicande. 

Les  dénominations  de  digits  ei  articulés  {digitus  et  articulus)  méritent  bien  d*étre  remarquées  ici,  car  on 
peut  dire  qu'elles  suffiraient  seules  pour  indiquer  qu'il  est  question  de  notre  système  de  numération ,  avec 
lequel  elles  se  sont  toujours  présentées  depuis  :  au  X«  siècle  ou  antérieurement,  dans  le  Traité  attriboé  à 
Gerbert;  au  XI1I«  siècle,  dans  les  ouvrages  de  Sacro  Bosco ,  de  Vincent  de  Beauvais,  etc.  ;  et,  à  la  Renaissance» 
dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique,  qui  commencent  toujours  comme  ce  passage  de  Boèce  (voir  Optisculumde 
praœi  numerorum  quod  algorismum  vocant,  pièce  très-ancienne,  trouvée'  et  mise  au  jour  en  1503,  par  Josse 
Clicthovée;  Margarita  phitosophica;  Summa  de  Arithmelica,  de  Lucas  di  Borgo;  Algorithmus  demonstralus, 
de  Schoner;  Septem  partium  Logisticœ  arithmetiees  quesliones,  de  Schroler;  Jrithmetica  pracUca  in  quinque 
partes  digesta,  de  Morsianus;  Arithmetica  practica  libris  IV  absolutat  d'Oronce  Finée;  Arithmeticœ  praUcae 
melhodus  facilis,  de  Gemma  Frisius ,  etc.) 

2  Ainsi  les  limites  étaient  des  nombres,  et  n'étaient  autres  que  les  articulés. 

11  n'y  avait  donc ,  dans  le  fait, que  trois  espèces  de  nombres  :  les  digits ^  les  articulés  et  les  nombres  composés. 

Cette  division  des  nombres,  en  trois  espèces,  était  enseignée  dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique,  à  la  Renais- 
sance. Le  mot  /tme«,  que  nous  avons  traduit  par  limite,  était  aussi  employé  dans  plusieurs  ouvrages;  mais  il  n*jr 
désignait  pas  des  nombres  :  il  s'appliquait  à  des  collections  de  nombres.  On  appelait  limites  (latine)  les  différents 
ordres  d'unités,  dizaines,  centaines,  etc.,  que  les  Grecs  appelaient  eweaâèç.  Ainsi  primus  limes  était  l'ordre  ou  la 
colonne  des  unités  ;  secundus  limes,  l'ordre  ou  la  colonne  des  dizaines  ;  et  ainsi  de  suite. 

Le  passage  suivant  de  V Algorithmus  demonstralus,  de  Schoner,  définit  bien  nettement  la  signiûcation  des 
mots  digitus,  articulus,  numerus  compositus,  et  limes. 

Digitus  est  omnis  numerus  minor  decem.  Articulus  est  oYnnis  numerus  qui  digitum  décuplai,  aut  digUi 
decuptum,  aut  d^cupli  decuplum ,  et  sic  in  infinitum.  Separanlur  autem  digiti  et  articuli  in  limites.  Limes  eti 
collectio  novem  numerorum,  qui  aut  digiti  sunt ,  aut  digitorum  œque  multiplices,  quilibet  sui  relatifri.  Limes 
itaque  primus  digitorum.  Secundus  primorum  articulorum.  Tertius  est  secundorum  arliculorum.  Et  sic  in 
infinitum.  Numerus  compositus  est  qui  constat  ex  numeris  diversorum  limitum.  Item  numerus  compositus  est 
qui  pluribus  figuris  significativis  reprœsentatur. 
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On  voit,  à  la  suite  du  neuf,  un  rond  dans  lequel  est  inserite  la  lettre  a  ;  nous  parlerons 
plus  loin  de  ee  dixième  signe. 

Au-dessous  de  celle  première  ligne  en  est  une  seconde^  ^ur  laquelle  sont  les  chiffres 
romains  I,  X,  C,  M ,  X,  C,  M  .1,  etc.... ,  écrits  de  droite  à  gauche. 

Trois  autres  lignes,  ensuite,  contiennent  en  chifTres  romains  d  autres  nombres,  qui  sont 
respectivement  la  moitié,  le  quart  et  le  huitième  de  ces  premiers. 

Enfin,  sur  deux  autres  lignes,  sont  d  autres  caractères  romains  représentant  les  frac- 
tions de  Fonce;  et, sur  ime  dernière  ligne,  sont  les  nombres  1,  2,  3,  4, 12, écrits  en 

chiffres  romains. 

De  tout  cela ,  nous  ne  prenons  que  la  ligne  des  chiffres  1 ,  X ,  C ,  M ,  X ,  etc.  ;  et  nous  sup- 
posons que  la  table  dont  Boèce  veut  parler,  «  que  les  Anciens,  dit-il,  appelaient  table  de 
Pythagore,  et  à  laquelle  les  Modernes  ont  donné  le  nom  (ï Abaque,  »  n'était  point  la  table 
de  7nultiplication,  mais  un  tableau  destiné  à  faire  les  calculs,  dans  le  nouveau  système  de 
numération  qu'il  va  exposer. 

Voici  ce  qui  caractérisait  ce  tableau ,  et  ce  qui  le  rendait  propre  à  cet  usage. 

Dans  la  partie  supérieure,  était  une  ligne  horizontale,  divisée  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales;  et  des  lignes  verticales  partaient  des  points  de  division.  Ces  lignes,  prises 
deux  à  deux  conséculivement,  formaient  des  colonnes. 

Sur  les  portions  de  la  ligne  horizontale,  comprises  entre  ces  colonnes,  étaient  inscrits, 
en  allant  de  droite  à  gauche,  les  chiffres  romains  I,X,  C,M,  X,  C,  M.T,  X.M.T,  etc., 
signifiant  un,  dix,  cent,  mille,  dix  mille,  cent  mille,  mille  mille,  dix  mille  mille,  etc.; 
comme  il  suit  : 


X.l.M.I  I.M.l    C.M.I  X.M.I    M.l        C 


X 


M 


C 


I 


A  Taide  de  ce  tableau,  subslilué  à  la  table  de  multiplication,  nous  allons  pouvoir,  je 
crois,  donner  un  sens  intelligible  au  texte  de  Boèce,  dont  je  reprends  la  traduction  : 

«  Voici  comment  ils  se  servaient  du  tableau  qui  vient  d'être  décrit.  Ils  avaient  des 
n  apices  ou  caractères,  de  diverses  formes.  Quelques-uns  s'étaient  fait  des  notes  d  apices, 

»   telles  que    1   répondait  à  l'unité;    VD    ^  deux;  i^  à  trois;   '     I      ^    à  quatre; 

»       È,  h  cinq;  1      à  six  ;  1  >'  à  sept;  O  à  huit;  et  enfin  ^  à  neuf  *.  Quelques 


*  Nous  reproduisons  ici  les  neuf  ciiifTre^  sous  la  forme  quMls  ont  dans  ce  passage  de  noire  manuscrit  Plusieurs 
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»  autres,  pour  faire  usage  de  ce  tableau,  prenaient  les  lettres  de  l^alphabet;  de^manièrc 
»  que  la  première  repondait  à  Tunilé,  la  seconde  à  deux,  la  troisième  à  trois,  et  les 
»  suivantes  aux  nombres  naturels  suivants.  D'autres,  enfin,  se  bornaient  à  employer,  dans 
»  ces  opérations,  les  caractères  usités  avant  eux  pour  représenter  les  nombres  naturels. 
»  Ces  apices  (quels  qu'ils  fussent),  ils  s'en  servaient,  comme  de  la  poussière^  ;  de  ma- 
»  nière  que,  s'ils  les  plaçaient  sous  l'unité,  chacun  d'eux  ne  représentait  toujours  que  des 
»  digits.  » 

Cette  dernière  phrase  et  les  suivantes  sont  très-importantes.  C'est  là  que  nous  croyons 

"voir  ce  qui  fait  précisément  le  caractère  propre  de  notre  système  de  numération ,  c'cst-à- 

^ire  la  valeur  de  position  des  chiffres.  Pour  les  comprendre,  il  faut  fixer  son  attention  sur 

Me  tableau  que  nous  avons  décrit  et  tracé  ci-dessus.  Car  c'est  ici  que  se  montrent  l'utilité  et 

■'usage  de  ce  tableau. 

Nous  reprenons  la  dernière  phrase  de  Boècc ,  et  nous  continuons  : 
«  S'ils  plaçaient  ces  divers  apices  sous  l'unité  (c*est-à-dire  dans  la  colonne  des  unités), 
^  ils  représentaient  toujours  les  digits, 

»  Plaçant  le  premier  nombre,  c'est-à-dire  deux  (car  l'unité,  comme  il  est  dit  dans  les 
^  Arithmétiques ,  n'est  pas  un  nombre,  mais  l'origine  et  le  fondement  des  nombres), 
^  plaçant  donc  deux  sous  la  ligne  marquée  dix,  ils  convinrent  qu'il  signifierait  vingt;  que 
^  trois  signifierait  trente;  quatre,  quarante;  et  ils  donnèrent,  aux  autres  nombres  suivants, 
^  les  significations  résultant  de  leur  propre  dénomination. 

»  En  plaçant  les  mêmes  apices  sous  la  ligne  marquée  du  nombre  cent,  ils  établirent 
^  que  2  signifierait  deux  cents;  3,  trois  cents;  4,  quatre  cents;  et  que  les  autres  répon- 
^   draient  aux  autres  dénominations. 

B  Et  ainsi  de  suite  dans  les  colonnes  suivantes  :  et  ce  système  n'exposait  à  aucune 
terreur.  » 

On  peut  voir,  je  crois,  dans  ceci  une  description  assez  claire  du  principe  de  notre  système 
c  numération,  la  valeur  déposition  des  chiffres,  croissant  suivant  une  progression  décuple, 
n  allant  de  droite  à  gauche.  Les  colonnes  dont  il  était  fait  usage,  et  qui  sont  formellement 
«diquées  dans  le  texte  par  le  mot  paginula  ou  pagina  (petite  bande),  permettaient  de  se 
asser  du  zéro,  parce  que  là  où  nous  l'employons,  on  laissait  la  place  vide.  Un  passage  de 
1 '"'Arithmétique  de  Planude  s'accorde  avec  cette  supposition,  que,  dans  l'origine  de  notre 
^stème  de  numération,  on  se  servait  de  colonnes  qui  dispensaient  de  l'usage  du  zéro, 
ar  Planude  dit  que  le  zéro  (ri^Kfpa)  se  met  dans  le  vide;  et  comme  les  places  augmentent 

soDt  différeDts,  comme  on  voit,  de  ceux  qui  se  trouvent  avec  leurs  uoms  en  dehors  du  texte,  ce  qui  fait  supposer 
^«16  oeux-^i  ont  été  ajoutés  par  quelque  copiste.  Cela  nous  confirme  dans  l'opinion  que  celte  ligne  de  chiffres  ne 
''disait  pas  partie,  dans  Taulographe  de  Boèce,  du  tableau  dont  il  parle  ;  et  que  ce  tableau  se  composait  seulement 
^«  colonnes  verticales,  au  haut  desquelles  étaient  inscrits  les  nombres  un,  dix,  cent,  mille,  etc.,  signifiant  unités, 
Misaines ,  centaines ,  etc. 

'  lia  varie  ceu  pulverem  dispergere..,.  Boèce  fait  allusion  sans  doute  à  la  poussière,  au  pulvis  erudituê  de 

Cicéron  {De  yiaturd  Deorum,  lib.  Il),  que  les  Anciens  étendaient  sur  leurs  abaques,  pour  y  tracer  leurs  figures  de 

Géométrie. 
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les  valeurs  des  chiffres  y  ainsi  font  les  zéros  qui  remplissent  les  places  vides  ^  Ainsi,  anté- 
rieurement à  Tusage  du  zéro,  il  y  avait  des  places  vides;  ce  qui  ne  pouvait  se  faire  qu'au 
moyen  de  colonnes.  Peut-être ,  quand  on  aura  voulu  supprimer  les  colonnes,  et  ne  pas 
s  astreindre  à  Tusage  d'un  tableau  préparé  pour  ce  genre  de  calculs,  aura-t-on  laissé  seu- 
lement celles  ou  se  trouvaient  des  zéros  ;  de  sorte  qu'alors  deux  petites  lignes  verticales 
(formant  une  colonne)  auraient  fait  l'office  du  zéro.  Ensuite  on  aurait  changé  cette  figure 
en  celle  du  zéro  actuel ,  qui  est  d'une  description  plus  simple. 

Après  avoir  exposé  succinctement  le  principe  du  nouveau  système  de  numération, 
Boèce  donne  les  règles  de  la  multiplication  et  de  la  division.  Voici  comment  il  s'exprime  : 

«  Dans  les  multiplications  et  les  divisions,  il  faut  savoir,  et  observer  avec  soin,  dans 
»  quelle  colonne  on  doit  placer  les  digits,  et  dans  laquelle  les  articulés.  Car,  si  uiî 
»  nombre  des  unités  est  multiplicateur  d'un  nombre  de  dizaines,  on  place  les  digits  dans 
»   les  dizaines,  et  les  articulés  dans  les  centaines;  si  le  même  nombre  est  multiplicateur 

•  d'un  nombre  des  centaines,  on  place  les  digits  dans  les  centaines,  et  les  articulés  dans 

•  les  mille;  s'il  est  multiplicateur  d'un  nombre  des  mille,  on  place  les  digits  dans  les 

•  mille,  et  les  articulés  dans  les  dix  mille;  et  multiplicateur  d'un  nombre  des  cent  mille, 
»   on  pince  les  digits  dans  les  cent  mille ,  et  les  articulés  dans  les  mille-mille. 

»   Mais  si  im  nombre  des  dizaines  est  multiplicateur  d'un  nombre  des  dizaines,  on 

•  place  les  digits  dans  la  colonne  marquée  cefit,  et  les  articulés  dans  les  mille; 

»  S'il  est  multiplicateur  d'un  nombre  des  centaines,  on  place  les  digits  dans  les  mille, 
»  et  les  articulés  dans  les  dix-mille; 

•  Multiplicateur  d'un  nombre  des  mille,  on  place  les  digits  dans  la  colonne  des  dix 

•  mille,  et  les  articulés  dans  celle  des  cent  mille; 

•  Kt  multiplicateur  d'un  nombre  des  cent  mille,  on  place  les  digits  dans  les  mille- 

•  milles  et  les  articulés  dans  les  dix  mille-mille. 

■  Sembinblement,  un  nombre  des  centaines  étant  multiplicateur,  etc.  » 
Toul  ce  pnNHHge  est  très-intelligible,  et  répond  parfaitement  aux  règles  que  nous  obser- 
vt»nN  pour  In  multiplication;  il  confirmerait,  au  besoin,  le  sens  que  nous  avons  donné  aux 
plinmeN  préré(l(*ntes.  C  est  dans  ce  passage  principalement  qu'on  a  trouvé  de  l'analogie  avec 
iiolir  NyNl^nie  de  numérution. 

Vlnineht  eiiNuile  les  règles  de  la  division.  L  auteur  commence  ainsi  : 

N  Mniiitenniit  Ich  divisions,  de  quelques  grands  nombres  qu'il  s'agisse,  deviennent 

•  fiiiflIrM  pour  le  lecteur  dont  IVsprit  est  préparé  par  ce  qui  précède.  Aussi  nous  n'en  par- 

•  loniiiM  que  Nommniremeut  ;  et,  s'il  se  rencontre  quelque  difficulté,  nous  laissons  à  l'atten- 
n  lluii  ilii  leeleur  le  soin  de  la  résoudre.  » 

|/ob*tMirltt\  tlii  tt»xie  ne  nous  permet  pas  d'en  traduire  la  suite;  nous  supposons  qu'il 
lMill«  t'*l  pnt'NeiMi  ti'(UH|iié  et  iléfeetucux;  mais  cette  suite  n'est  pas  nécessaire  pour  fixer 
iMilf  r  MpliihMi  ntir  le  Hy»lème  de  nuujéralion  que  Boèce  vient  d'exposer;  ce  qui  précède 

Mlffll 
♦  |Ii«InmiI(M«i  //mImK'i'  «<«•  IWëtrvHomii»  ancimne,  t.  !•%  p.  519. 
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JLes  règles  que  Fauteur  donne  pour  la  division,  nous  paraissent  se  rapporter  aux  cinq 
^s  suivants  : 
1  **  Diviser  des  dizaines  par  des  dizaines,  ou  des  centaines  par  des  centaines,  etc.; 
2^    Diviser  des  dizaines,  ou  des  centaines,  ou  des  milles,  etc.,  par  des  unités;  ou  bien 
des  centaines  ou  des  mille,  etc.,  par  des  dizaines; 

S^    Diviser  des  dizaines  ou  un  nombre  composé  de  dizaines  et  d'unités ,  par  un  nombre 
cowrarM]^sé  de  dizaines  et  d'unités  ; 

-^^    Diviser  des  centaines  ou  des  mille,  etc.,  par  un  nombre  composé  de  dizaines  et 
d*Ls  voilés; 

£S^    Enfin,  diviser  des  centaines  ou  des  mille,  par  un  nombre  composé  de  centaines  et 
«''«JCiifés. 

se  termine  le  premier  livre  de  la  Géoméirie  de  Boèce. 

passage  que  nous  venons  de  rapporter  est  le  seul  que  Ton  ait  cité  comme  traitant 
"  ^-*  1^  nouveau  système  de  numération,  et  c'est  le  seul  probablement  qui  se  trouve  dans  les 
''^ ^ >^ wjserils  sur  lesquels  on  a  travaillé  jusqu'ici.  Mais  celui  que  nous  avons  sous  les  yeux, 
^^^■^•-îcnt  encore,  à  la  fin  du  second  livre,  un  second  passage  sur  le  même  sujet,  qui  mé- 
"^^  d'être  connu ,  car  il  nous  parail  montrer  bien  distinctement  la  valeur  de  position  des 
en  i  ilk >es.  Le  voici  : 

rès  le  tableau  des  fractions  de  l'once ,  Boèce  ajoute  : 

Dans  la  formation  du  tableau  ci-dessus,  ils  (les  Anciens)  se  servaient  de  caractères  de 
ifférentes  sortes  et  de  formes  différentes.  Mais  nous,  nous  n'en  employons  pas  d'autres, 
^ns  tout  ouvrage  de  ce  genre,  que  ceux  que  nous  avons  tracés  dans  la  construction  de 
A  ^^ibaque.  Nous  avons  assigné  la  première  ligne  de  ce  tableau  aux  unités;  la  seconde  aux 
izaines;  la  troisième  aux  centaines;  la  quatrième  aux  mille;  et  enfin,  les  autres  lignes 
mjx  limites  ^  des  autres  nombres.  Si  on  place  des  apices  sur  la  première  ligne,  ils  repré- 
senteront des  unités;  sur  la  seconde  des  dizaines,  sur  la  troisième  des  centaines,  sur  la 
miatrième  des  mille,  et  ainsi  de  suite  des  autres.  » 

nsuite  Boèce  donne  les  valeurs  des  fractions  de  l'once,  dont  auparavant  il  a  donné 
lement  les  noms  :  digitus,  staiera,  quadrans,  drachma^  etc. 
out  ce  passage  se  rattache  évidemment  au  tableau  des  divisions  de  l'once,  et  doit  être 
bli  dans  l'ouvrage  de  Boèce. 

e  ce  qui  précède,  nous  croyons  pouvoir  conclure  que  le  système  de  numération  exposé 

Boèce,  est  le  système  décimal,  dans  lequel  les  neuf  chiffres  dont  il  se  sert  prenaient 

valeurs  de  position,  croissant  en  progression  décuple,  en  allant  de  droite  à  gauche;  et 

n,  que  ce  système  de  numération  était  précisément  celui  des  Indiens  et  des  Arabes,  et 

*^    ^^ôtre actuel;  avec  cette  différence  légère,  que, dans  la  pratique,  les  places  où  nous met- 

^^*^s  le  zéro,  restaient  vides  alors;  et  que  cette  dixième  figure  auxiliaire  était  suppléée  par 

^xmploi  de  colonnes  marquant  distinctivement  l'ordre  des  unités,  dizaines,  centaines,  etc. 

Ici  Boéoe  donne  au  mot  limes  une  acception  semblable  à  celle  qu'il  a  prise  chez  les  Modernes.  Voir,  dans  une 
i  ci-dessos,  le  passage  que  nous  avons  cité  de  VAlgorithmus  demonêtratus ,  de  Scboner. 
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Nous  devons  ajouter  ici  que,  dans  le  manuscrit  dont  nous  nous  servons,  à  la  suite  des 
neuf  ctiiffres  tracés  avec  leurs  noms  sur  une  même  ligne,  se  trouve,  après  le  neuf,  un 
dixième  caractère,  qui  est  un  rond  dans  lequel  est  une  petite  lettre  a.  Ce  dixième  signe 
représente,  bien  probablement,  le  zéro;  la  qui  y  est  inscrit  est  peut-être  la  terminaison  du 
mol  siiphra;  ou  la  première  du  mot  arcus^  que  nous  trouvons  employé  dans  une  autre  pièce 
contenue  dans  le  même  manuscrit,  et  relative  au  même  système  de  numération,  pour 
exprimer  le  mot  colonne,  parce  que  les  colonnes  qui  y  sont  tracées  sont  surmontées  d*arcs 
de  cercles,  de  sorte  que  cette  lettre  a  voudrait  dire  que  le  rond  tient  lieu  d'une  colonne. 
Cette  origine  du  zéro  serait  assez  naturelle. 

Nous  ne  supposons  pas  que  celle  dixième  figure  se  soit  trouvée  dans  Tautographe  même 
de  Boèce;  elle  aura  été  ajoutée  plus  tard.  Mais  il  est  bon  de  la  remarquer  dans  un  manu- 
scrit du  W  siècle,  parce  que  c'est  une  opinion  partagée  par  des  écrivains  d'une  grande 
autorité,  que  le  zéro  ne  nous  a  été  apporté  qu'au  commencement  du  XIIP  siècle,  par 
Fibonacci. 

Le  sens  que  nous  avons  donné  au  passage  de  Boèce  a  reposé  sur  cette  double  supposi- 
tion^ que  le  mot  abacus,  qui  s'y  trouve  employé,  ne  s'applique  point  à  la  table  de  multipli- 
cation, comme  on  l'avait  supposé  jusqu'ici,  mais  bien  à  un  tableau  d'une  disposition  parti- 
culière, propre  à  la  pratique  des  nombres,  dans  notre  système  de  numération.  Cette  double 
supposition  n'est  pas  contredite  par  les  documents  littéraires  qui  nous  restent  sur  la 
signification  ancienne  du  mot  abacus,  et  se  trouve  confirmée  par  celle  qu'il  a  prise  dans 
le  Moyen  âge,  et  qu'il  avait  encore  au  XVI''  siècle. 

En  effet  : 

1°  On  sait,  par  divers  auteurs  grecs  et  romains,  qui  ont  fait  usage,  avant  Boèce,  des 
mots  aoaè  et  abacus ,  qu'ils  signifiaient  proprement  un  tableau  sur  lequel  les  Anciens  fai- 
saient leurs  calculs  d'Arithmétique  et  leurs  figures  de  Géamétrie,  (Voir  Polybe,  V*  livre; 
Plutarque,  Vie  de  Caton  d'Ulique^  sur  la  fin;  Perse,  satyre  1"*,  vers  131;  Martianus  Ca- 
pella,  De  nuptiis  Philologiœ  et  Mercurii-,  liber  VI ,  de  Geometriâ,) 

2^  Nulle  part,  avant  Boèce,  il  n'est  parlé  ni  de  la  table  de  multiplication, ni  de  la  table 
de  Pythagore:  ce  n'est  que  sur  l'autorité  de  ce  passage  de  sa  Géométrie,  où  s'est  trouvée, 
dans  des  manuscrits,  la  table  de  multiplication ,  qu'on  a  appliqué,  depuis,  à  cette  table, 
les  noms  de  mensa  pythagorica ,  et  de  abacus  pythagorkus. 

Et  il  est  à  remarquer  que,  dans  son  Traité  d'Arithmétique,  où  Boèce  a  fait  un  grand 
usage  de  cette  table,  pour  mettre  en  évidence  les  propriétés  des  nombres  considérés,  dans 
leurs  diverses  catégories,  en  nombres  triangulaires,  pcntagonaux,  etc.,  il  ne  l'a  désignée  ni 
sous  le  nom  de  Pythagore,  ni  par  le  mot  abacus. 

On  ne  trouve,  après  Boèce,  qu'un  seul  auteur  ancien,  Bède,  qui  ait  appelé  mensa  pytha- 
gorica  seu  abacus  numerandi,  une  table  de  multiplication,  qui  est  beaucoup  plus  étendue 
que  celle  dont  nous  faisons  usage.  Mais  il  faut  vérifier  si  ce  double  titre  est  bien  dans  les 
manuscrits  de  Bède,  surtout  dans  les  plus  anciens. 

3^  Le  mot  abacus  est  employé  dans  la  lettre  et  dans  le  Traité  De  numerorum  divisùme, 
attribués  à  Gerbert,  et  là  évidemment  il  ne  désigne  pas  la  table  de  multiplication,  mais 
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^'^A  le  nouveau  système  de  numération  que  Fauteur  expose.  Or,  comme  nous  Tavons  dit 

^^Q8  une  note  précédente,  ce  système  est  absolument  le  même  que  celui  de  Boècé  ;  nous 

^^ons  donc  en  conclure  que,  dans  Boèce  aussi,  le  mot  abacus  a  une  signification  parti- 

Molière  ,  qui  se  rapporte  à  ce  système. 

IVous  supposerons  que  Boèce  s'est  servi  de  ce  mot  abacus  (sous-entendant  peut-être 

pyi/Mff€mcwi)  pour  désigner  le  tableau  propre  à  faire  les  calculs,  dans  le  nouveau  système 

de  nunaération  ;  et  qu'un  écrivain  postérieur,  tel  que  Gerbert,  a  donné  ce  nom  au  système 

lui-mânie. 

Cdc«  conjecture  semble  confirmée  par  Fopinion  que  Wallis  a  fondée  sur  de  nombreux 
docuixicnts  historiques,  savoir  :  que  le  mot  abacusy  dans  le  Moyen  âge  et  à  la  Renaissance, 
a  été  employé  comme  synonyme  de  algorismus  {De  Algebrâ  tractatus,  pag.  Î6);  que  l'un 
et  Pciucre  ont  toujours  désigné  la  pratique  des  nombres  par  les  ckiiTres  arabes,  c'est-à-dire 
notre  système  de  numération  *  (i6td.,  pag.  1 9)  ;  et  que,  dans  quelque  auteur  où  l'on  trouvera 
le  moc  algorismus,  on  pourra  conclure,  avec  certitude,  que  ces  chifi'res  étaient  connus  au 
temps   de  cet  écrivain  *. 

L«e  fmssage  de  la  Géométrie  de  Boèce,  et  le  Traité  de  numerorum  divisione,  attribué  à 
Gerbert,  sont  jusqu'ici  les  seuls  monuments  anciens  de  notre  système  de  numération,  qui 
nous  soient  connus.  Nous  en  avons  trouvé  un  troisième,  à  la  suite  de  la  Géométrie  de 
Boéce,  dans  le  manuscrit  du  XI"  siècle  dont  nous  avons  parlé.  Nous  ferons  connaître  cette 
pièce  dans  un  autre  écrit.  Elle  confirmera,  je  crois,  le  sens  que  nous  avons  donné  au  pas- 
sage de  Boèce.  Les  neuf  chiffres  y  ont  les  noms  igin^  andras,  etc.;  et  leurs  valeurs,  c'est- 
à-dire  les  nombres  qu'ils  expriment,  sont  indiqués  par  neuf  vers  que  voici  : 

Ordine  primigeno  '  noroen  possidet  Igin, 

Andrcu  ecce  locuin  prcvindicat  ipse  secundum. 
OrmU  post  numerus  non  compositus  sibi  primus. 

»ii8  voyons  qu'en  effet,  au  commencement  du  Xni«  siècle,  Fibonacci  appelle  son  Traité  d'Arithmétique 
'•^^^    €4bbaci. 
j^^  siècle  après,  on  autre  auteur  italien,  Paolo  di  Dagomari,  qui  eut  de  la  célébrité  comme  géomètre,  astro- 
et  littérateur,  était  surnommé  Paolo  deW  abbaco,  c'est-à-dire  Paul  de  l'Arithmétique,  à  cause  de  sa 
e  habileté  dans  la  science  des  calculs. 
^  fin  du  XV*  siècle,  Lucas  Paccioli  dit  que  notre  système  d* Arithmétique  a  été  appelé  abacus,  pour  dire,  à 
"^^^Hière  des  Arabes,  muocto  arabico;  mais  que  suivant  d*autres,  ce  mot  dérive  d'un  mot  grec.  (Summa  de 
^^99ietica.  Disiinctio  2^  ;  de  numeratione.) 
^  oivrage  du  même  temps,  de  Fr.  Pellos,  a  pour  titre  :  Sen  segue  de  la  art  de  arithmeticha ,  e  semblantment 

-,j^***«w/ria  dich  ho  nonimat  compendion  de  lo  abaco complida  es  la  opéra  per  Fr.  Pellos Impresso  in 

^?f  ^»^*iio,  io  prêtent  compendion  de  Abaco  per 1492. 

^^«^QnCliclhovéc,  au  commencement  duXVI  siècle,  appelle  son  Traité  d'AritbméUque,fVaa?f>  numerandi  quem 
^J^^m  dieunl,  et  y  joint  un  Traité  semblable,  d*un  auteur  aiicifu  qui  lui  est  inconnu,  et  qu'il  intitule  :  Opus- 
_   ^**«  de  Praxi  numerorum  quod  algorismum  vocanL  Ce  qui  pi'ouve  bien  qu'au  temps  de  Clicthovée,  abacus 

^^^oriemus  étaient  sjrnonymes  et  s'appliquaient  à  notre  système  de  numération,  comme  l'a  pensé  Wallis. 
^^^^f  ulricunque  inscriptore  aliquo  Algorismi  nomen  reperitur,  certo  concludas  figuras  hasce  ed  œtate  fuisse 

^^^^US  (DB  AL6BB1A  TBACTATUS,  p.  12). 

^d  M  trouve  on  blanc  dans  le  manuscrit.  Le  mot  sibi  conviendrait. 

60 
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Denique  bis  binos  succedens  indicat  Arbat. 

Significat  quinos  ficto  de  nomÎDe  Quitnas. 

Sexta  tenct  Calcis  perfccto  munere  gaudens. 

Zenis  enîin  digne  scpteno  fulget  honore. 

Octo  beatificos  Temenitis  exprimit  unus. 

Hinc  scquitur  Sipos  est  qui  rota  namque  vocatur'. 

Nous  ne  nous  sommes  occupé, dans  cette  Note,  que  de  rechercher  la  vraie  signification 
du  passage  de  Boècc,  et  de  fixer  notre  opinion  sur  la  question  de  savoir  s*ii  se  rapportait 
à  notre  système  de  numération.  Mais  ce  passage  a  donné  lieu  à  une  autre  question ,  qui 
est  même  celle  qui  a  été  le  plus  souvent  discutée  :  c*est  de  savoir  si,  comme  le  dit  Boèce, 
ce  système  a  été  connu  des  pythagoriciens.  Plusieurs  écrivains  Tout  pensé  ^;  mais  le  plus 
grand  nombre  n*ont  pu  admettre  que  les  Grecs  aient  possédé  un  système  de  numération 
supérieur  au  leur,  et  dont  ils  auraient  méconnu  rexcellence  au  point  de  le  laisser  se 
perdre  dans  Toubli.  Cette  objection  est  grave;  et  Montucla,  pour  y  répondre,  suppose 
qu'il  s'agit  des  Grecs  d'un  temps  rapproché,  où  le  savoir  et  lamour  des  sciences  étaient 
déjà  sur  leur  déclin.  Cette  supposition  est  plausible  ;  mais  est-il  bien  nécessaire  d*y  avoir 
recours?  Nous  pensons  que  Montucla  ne  Ta  faite  que  parce  que  ion  s'exagère,  en  général, 
la  difffTcnce  qu'il  y  a  entre  le  système  de  numération  des  Grecs  et  celui  des  Indiens» 
et  la  difficulté  prétendue  d'opérer  dans  le  premier.  Il  nous  semble  qu'au  contraire  les 
deux  systèmes  diffèrent  très-peu  l'un  de  l'autre.  Tous  deux  ont  pour  base  la  progression 
décuple,  et  expriment  un  nombre  quelconque  de  la  même  manière,  par  unités,  dizaines, 
centaines,  mille,  etc.,  au  moyen  des  neuf  nombres  radicaux  et  générateurs  :  un,  deux, 

trois, y  neuf,  qui  forment  l'ordre  des  unités,  et  servent  à  former  l'ordre  des  dizaines, 

des  centaines,  des  mille,  etc.  En  un  mot  les  deux  systèmes  de  numération  reposent,  Tun 
et  l'autre,  sur  la  même  formule  suivante,  qui  exprime  la  composition  d'un  nombre  quel- 
conque : 

N=:A.iO''-*-B.iO'-*-*-C.10''-*-^  .-.  -^E.iO*. -f-F, 

où  chacun  des  nombres  générateurs:  A,  B,  C ,  E,  F,  est  l'un  quelconque  des  neaf  pre- 
miers :  w»,  deux,  trois,  .... ,  new/1 

'  Ce  dernier  vers  s'applique  ici  au  chiffre  9.  Néanmoins,  dans  la  suite  de  l'écrit,  le  9  est  appelé  celentit.  Quelle 
est  la  raison  de  ce  double  nom,  sipos  et  celentis,  qui  se  trouve  aussi,  comme  nous  Pavons  vu  ci-dessus,  dans  le 
manuscrit  de  Boèce? 

Dans  ce  nouvel  écrit  on  remarque,  à  la  suite  des  neuf  chiffres,  comme  aussi  dans  celui  de  Boéce,  un  rond,  qui 
représente  sans  doute  le  zéro.  Le  mot  sipos,  dans  le  principe,  n'aurail-il  pas  été  desu'né  à  ceUe  dixiéoie  figme, 
à  latiuclle  il  convient  bien?  Alors  il  manquerait  ici  un  vers  pour  le  cbiO're  9,  celtntis. 

Nous  soumettons  ces  questions  aux  lecteurs  à  qui  la  connaissance  de  Thébreu  pourra  en  faciliter  la  solotfoo. 

3  Conrad  Dasypodius,  Isaac  Vossius,  lluet,  Dom  Calmet,  Edouard  Bernard,  Weidler,  Jean  Ward,  Bayer, 
Villoispn,  Montucla. 

Il  a  paru  en  Italie,  au  commencement  de  ce  siècle,  une  nouvelle  dissertation  sur  la  question  qui  nous  oocape; 
elle  a  pour  titre  :  Memorie  suUe  cifre  arabiche.  Milan,  1813,  grand  in-4o.  Nous  ne  nous  sommes  pas 
procuré  cet  écrit. 
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Quelle  est  donc  la  différence  réelle  entre  les  deux  systèmes  de  numération?  GVst 
9u*après  avoir  représenté,  dans  l'un  et  Tauire,  les  neuf  nombres  de  Tordre  des  unités  par 
-  Oeuf  caractères  particuliers,  les  Grecs  représentent  les  neuf  nombres  de  chacun  des  ordres 
suivants  par  d'autres  caractères  différents,  tandis  que  les  Indiens  les  représentent  par  les 
oeuf  premiers  caractères  eux-mêmes,  dont  les  valeurs  diverses  sont  différentiées  et  indi- 
quées  par  les  places  qu'ils  occupent  :  et  comme  ces  places  sont  les  mêmes  dans  les  deux 
systèmes 9  on  voit  que  les  calculs  ne  doivent  point  être  plus  difficiles  dans  l'un  que  dans 
TauCre,  et  qu'ainsi  il  n'y  avait  pas  de  raison  bien  majeure  pour  substituer  le  système 
indien,  quoique  plus  savant  et  plus  complet,  au  système  grec;  substitution  qui  aurait  pu 
se  faire  entre  les  mathématiciens,  mais  qu'il  n'aurait  pas  été  facile  d'imposer  à  tout  un 
peuple.  On  en  trouve  la  preuve  chez  les  Romains,  dont  le  système  de  numération  rendait 
les  c^alculs  extrêmement  pénibles,  et  qui  néanmoins  l'ont  conservé,  quoiqu'ils  connussent 
celui  des  Grecs, qui  lui  était  infiniment  supérieur. 

Une  objection  qui,  au  premier  abord,  paraît  très-forte  contre  l'opinion  de  ceux  qui  pen- 
sent que  les  Grecs  ont  connu  le  système  indien,  c'est  que  dans  le  leur  ils  n'avaient  pas  de 
rooyen  pour  exprimer  de  très-grands  nombres  (ils  s'arrêtaient  à  quatre-vingt-dix-neuf 
millions),  et  qu'Archimède  a  écrit  un  livre  des  Principes,  pour  remédier  à  ce  défaut,  et 
«est  servi, dans  son  Arénaire,  du  moyen  qu'il  avait  imaginé.  Si  dans  l'école  de  Pythagore, 
dit-on,  on  avait  possédé  le  système  indien,  Archimède  l'eût  connu,  et  n'aurait  pas  eu 
l^esoin  de  chercher  les  moyens  d'exprimer  de  grands  nombres,  puisqu'il  lui  aurait  suffi 
de  proposer  ce  système.  Sans  doute,  si  Archimède  avait  voulu  créer  un  nouveau  système 
^  numération,  on  en  conclurait  qu'il  ne  connaissait  pas  celui  des  Indiens;  mais  tel  n'a 
P^î«ïl  été  son  but  :  il  n'a  voulu  que  trouver  le  moyen  d'exprimer  de  grands  nombres,  dans 
le  système  même  des  Grecs.  Qu'a-t-il  fait  pour  cela?  Il  a  appliqué  à  ce  système,  à  partir 
"®  la  limite  où  il  cessait  de  satisfaire  aux  besoins  du  calcul,  le  système  indien,  c'est-à-dire 
y  t?aleiir  déposition  des  chiffres.  Est-ce  là  une  preuve  qu'Archimède  ignorait  ce  système 
indien?  Peut-on  dire  même  qu'il  n'en  avait  pas  parlé  dans  son  livre  des  Principes,  qui 
"^  nous  est  pas  parvenu,  et  qui  roulait  sur  la  numération,  et  appliquait  au  système  des 
^■'ees  le  principe  des  valeurs  de  position  des  chiffres?  Dans  son  Arénaire,  il  n'a  point  eu  à 
entrer  dans  les  détails  qui  se  seront  trouvés  dtins  les  Principes ,  parce  que  cet  ouvrage 
"  ^Vait  pas  pour  objet  d'exprimer  de  grands  nombres ,  comme  on  parait  le  croire  quelque- 
K>is  •  ji  nyjijj  pQup  q[jjçj  uniquement  de  calculer  le  nombre  des  grains  de  sable  qui  se  trou- 
^^raîent  dans  la  sphère  décrite  du  Soleil  comme  centre  et  embrassant  les  é(oiles  fixes.  Et, 
^^  Nombre  calculé,  il  voulait  l'exprimer  dans  le  système  de  numérafion  des  Grecs.  C'es( 
I^Ut*  cela  qu'il  propose  de  donner,  aux  chiffres  placés  au  delà  de  la  huitième  colonne,  des 
^le^ir  de  position  qui  étaient  les  mêmes  que  dans  le  système  indien. 

X^^  peu  de  documents  qui  nous  restent,  ne  nous  disent  pas  comment  se  faisait  la  fixation 
^^  Ce  point  à  partir  duquel  les  chiffres  avaient  une  valeur  de  position.  Élait-ce  par  un  signe 
'^^•^tîculier? ou  bien  fallait-il  que  les  huit  premières  colonnes  fussent  en  nombre  complet? 
^^  qtii  aurait  introduit,  dans  le  système  grec,  la  considération  du  zéro,  sous  une  forme  qucl- 
'^^que,  telle  qu'un  point,  un  vide  ou  une  colonne.  On  sait,  du  reste,  que  le  zéro  était 
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connu  des  Grecs,  et  qu'il  leur  servait  à  marquer  Tabsence  de  degrés  ou  de  minutes,  etc., 
dans  leurs  calculs  des  fractions  sexagésimales  '. 

Toutes  ces  considérations  n'étaient  pas  au-dessus  du  génie  d'Archiméde;  mais  rien,  ce. 
me  semble,  ne  doit  nous  autoriser  à  dire  qu'il  n'a  pas  pu  en  puiser  le  principe  dans  la 
connaissance  du  système  indien;  ou  bien  que,  s'il  avait  connu  ce  système,  il  eût  fait  autre- 
ment dans  son  Arénaire. 

Mais  Apollonius,  dira-t-on,  s'est  occupé  aussi,  après  Archimède,  de  perfectionner  le 
système  de  numération  des  Grecs  :  il  a  réduit  à  quatre  colonnes  les  octades  ou  tranches  de 
huit  colonnes  d'Archimède;  s'il  eût  connu  le  système  indien,  il  aurait  appliqué,  à  partir  de 
la  deuxième  colonne,  le  principe  de  valeur  de  position  qu'il  appliquait  à  la  cinquième. 

Mais,  pour  juger  le  travail  d'Apollonius,  qui  ne  nous  est  point  parvenu,  et  dont  le 
résultat  seul  nous  est  connu  par  des  fragments  de  Pappus,  il  faut  rechercher  pourquoi  il 
s'est  fixé  à  quatre  colonnes,  plutôt  qu'à  trois  ou  à  cinq.  La  raison  nous  parait  être  celle-ci  : 
c'est  que  les  Grecs  avaient  trente-six  chiffres  pour  exprimer  tous  les  nombres  composés  de 
quatre  colonnes,  tels  que  2354.  Les  vingt-sept  premiers  chiffres  étaient  des  lettres  diffé- 
rentes de  leur  alphabet;  et  les  neuf  suivantes,  qui  exprimaient  les  mille,  étaient  les  neuf 
chiffres  des  unités,  marqués  d'un  iota,  ou  d'un  accent.  C'étaient  ces  trente-six  mêmes 
chiffres  qui  leur  servaient  à  exprimer  les  nombres  au  delà  des  simples  mille,  jusqu'à  la 
huitième  colonne  exclusivement;  et,  à  partir  de  la  cinquième  colonne,  ces  chiffres  représen- 
taient des  myriades,  et  on  plaçait  au-dessus  d'eux  la  lettre  m,  ou  bien  après  eux,  et  avant 
la  quatrième  colonne,  les  lettres  su;  pour  désigner  ces  myriades.  Ces  signes  étaient  embar- 
rassants, compliquaient  les  calculs,  et  pouvaient  faire  naître  des  erreurs;  et  Apollonius  a 
voulu  les  supprimer.  C'est  ce  qu'il  a  fait  en  imaginant  les  tranches  de  quatre  colonnes ,  et 
en  leur  donnant  des  valeurs  de  position. 

Nous  voyons  dans  cette  idée  d'Apollonius,  de  même  que  dans  celle  d'Archimède,  Tin- 
tention  de  conserver  religieusement  les  caractères  employés  par  les  Grecs,  avec  leur  signi- 
fication, et  de  les  approprier  à  l'expression  de  tous  les  nombres  possibles.  Et  nous  voyons 
que  ces  deux  grands  géomètres  sont  parvenus  à  leur  but  de  la  manière  la  plus  heureuse, 
en  attribuant  à  ces  caractères  des  valeurs  de  position,  suivant  le  principe  même  de  la 
numération  indienne. 

Cela  prouve-t-il  qu'ils  aient  ignoré  absolument  ce  système  indien? 

SUR  UN  PASSAGE  DE  LA  GÉOMÉTRIE  DE  BOÉCE,  RELATIF  AU  PENTAGONE  DE  SECONDE  ESPÈCB. 

—  ORIGINE  ET  DÉVELOPPEMENT  DES  POLYGONES  ÉTOILES. 

Boèce,  dans  le  premier  livre  de  sa  Géométrie,  qui  est  une  traduction  de  propositions 
prises  des  quatre  premiers  livres  d'Euclide,  ne  donne,  pour  chaque  théorème  ou  pro- 
blème, que  son  énoncé  et  la  figure  qui  s'y  rapporte. 

Sa  dernière  proposition  prise  d'Euclide  est  le  problème  d'inscrire,  à  un  cercle,  un  pen- 

*  Voir  le  Mémoire  de  M.  Delambre ,  sur  rArithmétiqne  des  Grecs. 
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Du  reste,  on  ne  doit  peut-être  pas  sëtonner  de  trouver  dans  Boëee  cette  figure;  car  U 
parait,  comme  nous  allons  le  montrer  ci-dessous,  qu'elle  a  été  connue  dans  FAntiquité, 
particulièrement  de  Pythagore;  de  plus,  on  la  retrouve,  au  XIIP  siècle,  dans  le  coai- 
mentairc  de  Campanus  sur  Euclidc;  et  pendant  trois  ou  quatre  cents  ans,  la  théorie  des 
polygones  étoiles,  qu'on  appelait  alors  polygones  égrédiensy  a  été  cultivée  et  avait  même 
pris  de  Texiension.  Mais  ceUe  théorie,  depuis,  s'est  perdue  et  est  restée  ignorée,  parce  que, 
sans  le  concours  de  l'Analyse  algébrique,  elle  n'offrait  qu'un  intérêt  de  curiosité  et  n'appor- 
tait aucune  utilité  réelle  en  Géométrie.  Mais  l'illustre  géomètre  qui  l'a  créée  de  nouveau, 
nu  commencement  de  ce  siècle,  et  dont  elle  porte  le  nom,  lui  a  donné  une  importance 
qu'elle  ne  peut  plus  perdre,  en  montrant  son  véritable  caractère  scientifique,  et  le  lien  ana- 
lytique qui  l'unit  nécessairement,  et  d'une  manière  indissoluble,  aux  polygones  anciens  *. 
Néanmoins  celte  théorie  peut  faire  honneur  au  Moyen  âge,  où  l'on  a  si  rarement  l'occa- 
sion de  signaler  quelques  traces  de  génie,  et  quelques  germes  d'innovations  fécondes. 
C'est  pourquoi  nous  allons  rapporter  ce  que  nous  avons  trouvé,  à  ce  sujet,  dans  l'histoire 
d'une  époque  dont  il  nous  reste  de  trop  rares  documents. 

Mais  disons  d'abord  sur  quelle  autorité  nous  avons  avancé  que  le  pentagone  étoile  avait 
été  considéré  dans  l'Antiquité,  particulièrement  par  Pythagore. 

Nous  trouvons,  dans  V Encyclopédie  d'Àlstedius  *,  au  15"  livre,  qui  traite  de  la  Géo- 
métrie,  immédiatement  après  la  construction  du  pentagone  régulier  ordinaire,  le  passage 
suivant  : 

«  Pentagonum  etiam  ita  scribitur^  et  à  superstitiosis  nolatur  hocnomine  iesus.  » 
(Ici  se  trouve  figuré  le  pentagone  étoile,  avec  les  lettres  i,  e,  s,  w,  «,  placées  à  ses  cinq 
sommets.) 

«  5î  pentagono  ita  consiructo  addas  lineam  ex  svperiori  angulo  in  oppositum  ang^i-^ 
»  lum  ductam,  fiel  illa  figura,  quam  vacant  sanitatem  Pythagorae;  quia  Pythagorasy 
»  hac  figura  delectatus,  adscribebat  singulis  prominentibus  angulis  has  quinqtie  litteras 
»  ^i  7>  '>  6,  a.  Germani  vocant  ein  Trudenfus  :  quia  sacerdotes  veteres  Germanorum  ei 
»  Gallonim  vocabantur  Druidœ  :  qui  dicuntur  calacos  (peut-être  calceos)  hujus  figurœ 
»    gestasse,   » 

Kircher,  dans  son  Arilhmologia  ^  (pars  V,  De  Magicis  amuletis),  parle,  dans  le  même 
sens ,  du  pentagone  étoile,  qu'il  appelle  penthalpha,  parce  que  deux  côtés  contigus  forment» 
avec  un  autre  côté  qui  les  coupe, la  lettre  A.  Il  désigne  ses  sommets  par  les  lettres^,  y,£,9,  a. 
Voici  le  passage  de  cet  auteur  :  «  In  quibus  (sigillis  magicis)  nil  frequenlius  occurrii, 
»  quàm  pentalpha  et  hexulpha;  est  autem  pmtalpha  nil  aliud,  quàm  linearis  figura  in 
»    quinque  A  diductum,  quibus  Grœci  uyiOa^  id  est  salutem  et  sanitatem  exprimebant;  quo 

»  Voir  article  1 5  du  Mémoire  sur  les  polygones  et  les  polyèdres  ;  par  M.  Poinsol.  (Journal  de  t École  poty/ech- 
nique  ;  X*  CMer,  i   IV.) 

*  Encyclopœdia  universa.  Herhons,  1620,  in-4«.  —  hem  secunda  aucta,  ibid.,  1630,  iii-fol.,  2  vol.  —  Item 
LuKduni,  1649,in-fol.,  2  vol. 

3  Arithmologiat  sive  de  abditis  numerorum  mysteriis,  quâ  origo,  antiquitas ,  el  fabrica  numerorum  expo^ 
nitur,  elc.  Romse,  1665,  in-4». 
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wardin,  qui,  le  premier,  a  étendu  la  théorie  du  pentagone  étoile  aux  polygones  d'un  plus 
grand  nombre  de  côtés,  et  qui  a  fondé  la  véritable  doctrine  des  polygones  étoiles. 

L'ouvrage  dans  lequel  nous  la  trouvons,  a  pour  titre  :  Geometria  spectêlativa  Thome 
Bravardini,  recoligcns  omnes  conclusiones  geometricas  studentibus  artiunij  et  philosophiœ 
AristoteliSy  valde  necessarias^  siinul  cum  quodam  tractatu  de  quadrature  circuit;  noviter 
editio. Parisiis, apud  Reginaldum  Chauldiere,  in-fol.,  vingt  feuilles,  sans  date.  La  première 
édition  de  cette  Géométrie  était  de  1496  '  ;  plusieurs  autres  ont  paru  en  1505, 1508,  etc.  ^. 
Nous  ne  connaissons  que  celle  que  nous  venons  de  citer. 

Après  avoir  traité  des  polygones  réguliers  ordinaires,  qu'il  appelle  figures  simples, 
Bradwardin  consacre  un  chapitre  aux  polygones  étoilésy  qu'il  nomme  figures  à  angles  égré- 
dients.  Il  dit  que  ces  polf/gones  sont  formés  par  le  prolongement  des  cotés  d'un  polygone 
simple^  jusqu'à  leur  rencontre  deux  à  deux;  et  il  ajoute  qu'il  n'a  pas  vu  qu'il  ait  été  parlé 
de  ces  nouvelles  figures  par  d'autres  géomètres  que  par  Campanus ,  qui  en  a  traité  en  peu 
de  mots  et  accidentellement. 

Voici  l'analyse  de  cette  partie  de  l'ouvrage  de  Bradwardin. 

Le  pentagone  est  la  première  figure  à  angles  égrédients.  La  somme  de  ses  angles  est 
égale  à  deux  droits.  La  somme  des  angles  des  autres  polygones  à  angles  égrédients  va  en 
augmentant  de  deux  droits,  comme  dans  l'ordre  des  figures  simples. 

Cela  s'accorde  avec  la  formule  S  =  2  (m  —  4) ,  qui  donne  la  somme  des  angles  du  poly- 
gone égrédient,  de  m  côtés. 

Les  polygones  égrédients  du  premier  ordre  donnent  lieu ,  par  le  prolongement  de  leurs 
côtés  jusqu'à  leur  rencontre  deux  à  deux,  aux  polygones  égrédients  du  second  ordre; 
comme  les  polygones  simples  ont  formé  les  polygones  égrédients  du  premier  ordre. 

L'heptagone  est  la  première  figure  h  angles  égrédients,  du  second  ordre;  il  provient  de 
l'heptagone  à  angles  égrédients  du  premier  ordre;  celui-ci  est  la  troisième  figure  du  pre- 
mier ordre. 

Pareillement  le  pentagone  égrédient,  première  figure  du  premier  ordre ,  avait  été  formé 
du  pentagone  simple,  troisième  figure  de  l'ordre  des  polygones  simples.  Cette  analogie 
conduit  Bradwardin  à  énoncer  ce  principe  général  :  la  première  figure  d'un  ordre  est 
formée  par  le  prolongement  des  cotés  de  la  troisième  figure  de  l'ordre  précédent. 

Enfin  l'auteur  termine  en  disant  qu'il  serait  trop  long  de  parler  des  angles  de  ces  figures; 
mais  qu'il  croit,  sans  pouvoir  l'assurer,  que  la  première  figure  de  chaque  ordre  a  la  somme 
de  ses  angles  égale  à  deux  droits,  et  que ,  dans  les  autres  figures ,  cette  somme  va  en  aug- 
mentant toujours  de  deux  droits,  en  passant  d'une  figure  à  la  figure  suivante. 

Les  figures,  représentées  en  marge  de  l'ouvrage,  sont  le  pentagone,  l'hexagone,  l'hepta- 
gone et  l'octogone  du  premier  ordre;  l'heptagone,  l'octogone  et  le  nonagone  du  second 
ordre,  et  enfin  le  nonagone,  le  décagone  et  le  dodécagone  du  troisième  ordre. 

Ueux  siècles  après  Bradwardin,  Charles  de  Bouvelles,  dont  on  ne  cite  ordinairement 
(|u'une  prétendue  solution  de  la  quadrature  du  cercle,  a  reproduit,  dans  diverses  éditions 

*  Hollbrunner»  Hisloria  Matheseos^  p,  5^. 

*  Moutuda ,  Histoire  dê$  Mathématiques,  1. 1*',  p.  573. 
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d^uri  Traité  de  Géométrie  S  la  théorie  des  polygones  égrédienîs;  mais  moins  complètement 
que  n*avait  fait  Bradwardin.  On  trouve,  dans  son  ouvrage  :  le  pentagone  égrédient,  quil  a 
appelé  aussi  saillant,  et  dont  il  prouve  que  la  somme  des  cinq  angles  est  égale  à  deux 
droits  ;  rhexagone  égrédient,  composé  de  deux  triangles;  l'heptagone  égrédient,  provenant 
du  prolongement  des  côtés  de  Theplagone  ordinaire;  Theptagone  plus  égrédient,  formé 
parle  prolongement  des  côtés  de  Theptagone  égrédient,  et  dans  lequel  lauteur  prouve 
que  la  somme  des  angles  est  égale  à  deux  droits. 

On  a  fait  mention  de  cette  théorie  dans  l'extrait  de  la  Géométrie  de  Bouvelles,  inséré 
dans  les  Appendices  de  la  Margarita  philosophica  ^. 

Ces  premières  notions  sur  la  théorie  des  polygones  étoiles  ont  passé  inaperçues  dans 
les  nombreuses  éditions  de  cet  ouvrage,  comme  dans  celles  de  la  Géométrie  de  Bouvelles, 
dont  on  n*a  parlé  qu*au  sujet  et  sous  Tinspiration  d*une  fausse  solution  de  l'inscription  de 
Fheptagone  régulier  au  cercle,  et  d'une  prétendue  quadrature  du  cercle,  empruntée  du 
cardinal  Nicolas  De  Cusa. 

On  trouve,  dans  les  figures  de  la  Perspective  de  Daniel  Barbaro',  le  pentagone,  Thexa- 
^ne  et  les  deux  heptagones  étoiles.  Mais  il  ne  parait  pas  que  Tauleur  ait  eu  Fintention  de 
produire  ces  nouveaux  polygones;  il  a  voulu  seulement  montrer  que  les  polygones  réguliers 
ordinaires  donnent  lieu,  de  deux  manières,  à  d'autres  polygones  qui  leur  sont  semblables. 
MoB  première  est  de  prolonger  leurs  côtés  jusqu'à  leur  rencontre  deux  à  deux  (comme  pour 
former  le  polygone  de  seconde  espèce)  :  les  points  de  rencontre  sont  les  sommets  d'un 
second  polygone ,  semblable  au  proposé.  La  seconde  manière  est  de  tirer  toutes  les  diago- 
nales allant  de  chaque  sommet  au  deuxième  ou  au  troisième  sommet  après  lui;  elles  for- 
ment)  par  leurs  intersections,  un  autre  polygone,  semblable  aussi  au  proposé.  Mais,  dans 
oes  deux  modes  de  construction,  on  forme  aussi  un  polygone  étoile,  qui  se  trouve  être  la 
partie  la  plus  remarquable  de  la  figure. 

Kircher,  que  nous  avons  cilé  déjà  ci-dessus  au  sujet  du  pentalpha  et  de  Vhexalpha,  a 
f4Bit  usage,  dans  un  autre  ouvrage^,  de  l'heptagone  du  second  ordre  (ou  troisième  espèce) 
|:x>ur  rendre  sensible  l'explication  comprise  dans  un  passage  remarquable  de  Dion  Cassius, 
^ti  sujet  des  sept  jours  de  la  semaine,  que  les  Egyptiens  ont  consacrés  aux  dieux  dont  les 
3«pt  planètes  portaient  le  nom.  Ces  planètes  étai(*nt,  dans  l'ordre  de  leurs  distances  à  la 
erre  :  Saturne,  Jupiter,  Mars,  le  Soleil,  Vénus,  Mercure  et  la  Lune.  Kircher  les  suppose 

*  GeomUria  introdttctionis  libri  sex,  brevisculis  annolationibus  exptanati  ^  quitus  anneclunlur  HheUidê 
9xuli  quadrature,  et  de  cubicalione  spherm,  et  introduclio  in  perspectivam  Caroli  Boviiti.  Paris,  1503,  io-fol. 

Cet  ouvrage,  moins  Vintroduclio  in  perspectivam ,  a  été  reproduil  en  français,  sous  le  titre  :  Livre  singulier 
utile ,  touchant  l'art  et  pratique  de  Géométrie,  composé  nouveliemenl  en  français,  par  maître  Charles  d$ 
'^^uvelles,  chanoine  de  Noyon,  Paris,  1542,  in-4o.  D^autres  éditions  ont  paru  en  1547,  1551,  1557  et  1608. 
BooTelles  a  composé  beaucoup  d'autres  ouvrages,  où  il  s'esl  montré  philosophe,  théologien,  historien ,  orateur, 
et  canoniste. 

*  Pages  1!231, 1233  et  1235  de  Pédiliou  de  1535.  «  Pentagonus  uniformis  dicitur,  cujus  latera  non  se  mutuo 
^ércidunt.  Egrediens  verô,  cùm  ejus  latera  se  invicem  sécant.  Hexagonus...,  » 

-^  La  pratica  delta  perspettiva  di  monsignor  Daniel  Barbaro,  Venise,  1569,  in-fol. 

*  Ars  magna  luds  et  umbrœ  in  decem  libros  digesta.  Romae,  1646,  in-fol., pages 217  et 537. 
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rangées  dans  cet  ordre  sur  une  circonférence  de  cercle;  el,  en  passant  successivement  de 
la  première  à  la  quatrième ,  de  la  quatrième  à  la  septième,  de  celle-ci  à  la  troisième,  etc., 
il  trace  une  Ggure  quil  appelle  heptagone  (c*est  Theptagone  de  troisième  espèce),  dont  les 
sommets  consécutifs  désignent  les  sept  jours  de  la  semaine,  dans  leur  ordre  naturel.  Ainsi 
Saturne  répond  au  samedi,  le  Soleil  au  dimanche,  la  Lune  à  lundi.  Mars  à  mardi.  Mercure 
à  mercredi,  Jupiter  à  jeudi  et  Vénus  a  vendredi.  La  formation  de  cet  heptagone,  dit  Kir- 
cher,  est  une  belle  propriété  du  nombre  sept. 

Les  ouvrages  dont  nous  avons  parlé  jusqu'ici,  bien  que  leurs  auteurs  aient  joui  d'une 
certaine  célébrité,  ne  sont  plus  guère  connus  depin's  longtemps;  parce  qu*en  effet  ik 
ne  se  recommandaient  point  par  ces  productions  du  génie  qui  immortalisent  les  œuvres 
et  leurs  auteurs,  où  Ion  aime  à  rechercher  encore,  après  des  siècles,  les  pensées  des 
inventeurs  et  les  traces  de  leurs  efforts.  Il  n'y  a  donc  rien  d'étonnant  que  le  polygone  de 
Boèee,  celui  de  Campanus,  et  la  théorie  de  Bradwardin,  soient  inconnus  aujourd'hui. 
Mais  nous  avons  à  citer  maintenant,  dans  l'histoire  de  cette  théorie,  un  nom  célèbre,  un 
ouvrage  mémorable ,  une  de  ces  découvertes  rares  qui  font  la  gloire  des  temps  modernes, 
enfin  des  considérations  analytiques  qui,  il  y  a  deux  siècles,  auraient  du  faire  une  impres- 
sion profonde  sur  l'esprit  des  géomètres.  Mais  Kepler  a  devancé  son  siècle;  car  c'est  de 
lui  qu'il  s'agit,  et  de  l'ouvrage  de  V Harmonique  du  monde  S  et  de  la  belle  proposition  sur 
le  rapport  des  carrés  des  temps  des  révolutions  aux  cubes  des  distances  au  Soleil,  et  de 
cette  autre,  d'un  genre  tout  différent,  qu'une  même  équation  détermine  les  diverses  espèces 
de  polygones  d'un  même  nombre  de  côtés.  On  observera  sans  doute,  aujourd'hui,  qu'aucune 
conception  nouvelle  ne  s'était  jamais  présentée  dans  des  circonstances  en  apparence  plus 
favorables  pour  assurer  rapidement  à  l'auteur  une  gloire  durable.  Cependant  la  savante 
théorie  de  Kepler  est  tombée  dans  l'oubli;  et,  de  son  livre  immortel,  il  n'est  resté  que 
l'énoncé  de  sa  grande  loi  des  mouvements  des  corps  célestes  ;  encore  a-t-elle  été  mécon- 
nue, et  peut-être  dédaignée,  par  ses  contemporains,  parmi  lesquels  on  nomme  à  regret 
et  Descartes  et  Galilée;  encore  a-t-il  fallu  que,  près  de  quatre-vingts  ans  plus  tard«  Newton 
l'expliquât,  la  fit  comprendre  et  lui  donnât  la  vie  ^i  La  théorie  des  polygones,  qui  a  guidé 
Kepler  dans  ses  longues  et  pénibles  spéculations,  a  été  encore  moins  favorisée;  la  simple 
curiosité  ne  s  en  est  pas  mêlée;  rien  n'a  pu  la  sauver  d'un  oubli  complet  :  oubli  qui  nous 
rappelle  cette  triste  réflexion  que  fait  Bailly,  précisément  au  sujet  des  lois  de  Kepler  : 
«  C'est  donc  en  vain  qu'on  découvre  des  vérités  ;  on  parle  à  ses  contemporains ,  ils  n'écou- 
tent pas!  »  Non,  ce  n'est  pas  en  vain  :  mais  trop  souvent  les  vérités  nouvelles  ne  sont  que 
pour  l'avenir. 


1 


Harmonicea  Mundi  libri  V.  Lincii  AuBtriae;  16J9,  in-fol. 

Kepler  a  prévu,  eu  quelque  sorte,  que  les  découveries  qui  lui  avaient  coulé  dix-sept  ans  de  travail,  et  de 
travail  coniinu,  ne  seraient  comprises  qu'après  un  long  intervalle  de  temps  : 

*  Le  sort  en  est  jeié,  dit  ce  grand  homme,  avec  Taccent  de  Penthousiasme,  j'écris  un  livre  qui  sera  lu  ptr 
"  <*^>iix  de  l'âge  présent  ou  par  la  postérité,  il  n'importe  :  qu'il  attende  son  lecteur  pendant  cent  ans;  Diea 
•  n*a-t-il  pas  attendu  six  mille  ans  le  contemplateur  de  ses  œuvres?  >  (Jacio  in  aleam ^  Ubrumque  scribo,  seu 
[n'ofêenlibuê,  $eu  posteris  iegendum;  nihil  interest  :  expeetat  ilie  suum  (ectorem  per  annos  centum;  si  Dtus 
ip9ë  jter  annorum  $exa  millia  conUmplatorem  prœalolatus  e$l!  Habmoniocs  Mcnoi,  liber  V;  p.  179.) 
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L*ouvrage  de  Kepler  est  en  cinq  livres.  Le  premier,  qui  a  pour  titre  :  De  figurarum 
regulariuntj  quœ  proporiiones  harmonicas  pariunl,  or  tu,  classibus,  ordine  et  di/ferefUtis, 
causé,  scienliœ  et  demonstrationis y  est  consacré  à  la  théorie  générale  des  figures  régulières, 
et  comprend  en  particulier  celle  des  polygones  étoiles. 

Dans  le  préambule,  Kepler  reproche  à  Ramus  d  avoir  critiqué  le  10^  livre  d'Euch'de, 
et  d*avoîr  voulu  le  rejeter  de  la  Géométrie.  Il  se  propose  de  le  compléter,  en  traitant  des 
polygones  réguliers  qui  ne  sont  pas  géométriquement  inscriptibles  au  cercle,  et  en  mon- 
trant ce  qui  les  distingue  de  ceux  qu  on  sait  inscrire.  Il  promet  d'écrire  sur  cette  partie 
de  la  Géométrie  en  philosophe,  et  d'une  manière  plus  claire,  plus  aisée  et  plus  populaire 
qu'on  ne  Ta  fait  jusqu'alors. 

Ce  livre  commence  par  de  nombreuses  définitions ,  indispensables  pour  comprendre 
louvrage,  mais  dont  nous  ne  rapporterons  ici  que  les  deux  ou  trois  suivantes. 

Les  figures  régulières  sont  celles  qui  ont  leurs  côtés  égaux  et  leurs  angles  égaux. 

On  les  distingue  en  deux  classes.  Les  unes  sont  primaires  et  radicales  :  ce  sont  les 
polygones  réguliers  ordinaires;  et  les  autres  sont  étoilées;  celles-ci  sont  formées  par  les 
prolongements  des  côtés  d'une  figure  radicale. 

Inscrire  une  figure  dans  le  cercle,  c'est  déterminer,  par  une  construction  géométrique 
(c'est-à-dire  au  moyen  de  la  ligne  droite  et  de  la  circonférence),  le  rapport  de  son  côté  au 
diamètre  du  cercle. 

Ensuite  Kepler  rappelle  plusieurs  propositions  du  10"  livre  d'Euclide,  dont  il  se  servira. 
£t  il  commence,  à  la  Proposition  35,  à  traiter  des  différents  polygones  réguliers.  Il  con- 
sidère d'abord  ceux  qui  sont  géométriquement  inscriptibles  au  cercle. 

On  remarque,  quant  aux  polygones  étoiles,  le  pentagone  de  seconde  espèce,  l'octogone 
et  le  décagone  de  troisième  espèce,  le  dodécagone  de  troisième  et  de  cinquième  espèce, 
les  peniédécagones  de  deuxième,  quatrième  et  septième  espèce,  et  l'étoile  de  vingt-quatre 
^ïôtés,  de  cinquième,  septième  et  onzième  espèce. 

Passant  aux  polygones  qui  ne  peuvent  pas  être  construits  géométriquement,  il  démontre 
^ue  l'heptagone  ordinaire  et  ses  deux  étoiles  sont  de  ce  nombre.  Alors  il  a  recours  àl'Ana- 
Byse,  pour  lui  reprocher  bientôt  de  n'être  pas  plus  habile,  et  de  ne  rien  lui  apprendre.  Ce  pas- 
contient  plusieurs  aperçus  analytiques  qui  auraient  du  préserver  l'ouvrage  de  l'oubli. 

«  On  m'objectera,  dit-il  (pag.  34),  l'art  analytique,  appelé  Algèbre  par  l'Arabe  Geber, 

et  cossa  par  les  Italiens  :  car  les  côtés  des  polygones  de  toute  espèce  paraissent  pouvoir 

être  déterminés  par  cette  méthode. 

»  Par  exemple,  pour  l'heptagone,  Juste  Byrge,  qui  dans  ce  genre  a  imaginé  des  choses 

très-ingénieuses  et  même  incroyables,  procède  ainsi....  etc.  » 

Kepler  cherche,  par  des  considérations  géométriques,  l'expression  du  côté  de  l'hepta- 
one  régulier  inscrit  au  cercle,  en  fonction  du  rayon  ;  et  il  parvient  à  cette  équation  : 

7  —  14y  -♦-  7iïy  —  i  vj     œquè  valent  figuras  nihili  ; 
*  Kepler  ne  dit  pas  si  cette  idée  de  polygones  éloilés  est  de  lui,  ou  s*il  Ta  emprantée  de  quelque  ouvrage  anlé- 
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ou,  suivant  nos  symboles  actuels, 

où  X  est  le  rapport  du  côté  de  riieplagone  au  rayon  du  cercle. 

«  La  valeur  de  la  racine  d*une  telle  équation,  dit-il,  est  unique  ;  car  il  y  en  a  deux  pour 
»   le  pentagone,  trois  pour  Theptagone,  quatre  pour  le  nonagone,  et  ainsi  de  suite.  » 

II  ajoute  que  (pour  riieplagone)  les  trois  racines  sont  les  côtés  de  trois  heptagones  diffé- 
rents, qu'on  peut  concevoir  inscrits  au  même  cercle. 

Voilà  rinterprélation  bien  nette  des  trois  racines  de  Téquation  qui  donne  le  côté  de 
rheptagone  régulier  inscrit  au  cercle.  Voilà  la  notion  analytique  qui  unit  nécessairement  la 
théorie  des  polygones  étoiles  à  celle  des  polygones  des  Anciens. 

Kepler  exprime  encore,  plus  loin,  ce  même  principe  en  des  termes  remarquables;  car, 
en  avouant  les  difficultés  que  fait  naître  la  fécondité  même  de  l'Analyse,  il  reconnaît  tout 
ce  que  cette  méthode  a  de  beau. 

«  Jusqu'ici,  dit-il,  le  côté  d'un  polygone,  et  celui  d'une  étoile  du  même  nom,  avaient 
»  eu  chacun  une  description  propre  et  sure.  Dans  l'Analyse  algébrique,  ce  qu'il  y  a  surtout 
»  d'admirable  (quoique  ce  soit  là  précisément  ce  qui  embarrasse  le  géomètre),  c'est  que 
»  la  chose  demandée  ne  peut  pas  être  donnée  d'une  seule  manière.  Mais,  encore  bien 
»  que  ce  ne  soit  pas  démontré  généralement,  poursuivons  ce  que  nous  avons  commencé 
»  plus  haut,  qu'il  y  a  autant  de  nombres  qui  satisfont  à  l'équation,  qu'il  se  trouve,  dans 
»  la  figure,  des  cordes  ou  des  diagonales  de  longueurs  dilTérentes  ;  comme,  dans  le  pen- 
»  tagone,  deux  ;  dans  l'heptagone,  trois  ;  dont  un  pour  le  côté,  et  les  autres  pour  les  dia- 
»  gonales.  C'est  pourquoi,  enfin,  tout  ce  qui  est  énoncé  du  rapport  du  côté  de  la  figure 
»   au  diamètre,  est  commun  aux  rapports  de  toutes  ses  autres  lignes  au  même  diamètre.  » 

Kepler  reproduit  ces  mêmes  considérations  dans  la  proposition  suivante,  où  il  démontre 
(|ue  la  division  d'un  arc  en  trois,  cinq,  sept,  etc.  parties,  n'est  pas  possible  géométri- 
quement. «  Plusieurs  lignes,  dit-il,  répondent  à  la  question,  et  d'une  propriété  com- 
»  mune  à  plusieurs  choses  on  ne  peut  rien  conclure  de  spécial  et  de  particulier  à  l'une 
»  d'elles.  *  » 

Le  second  livre,  intitulé  :  />(»  figurarum  regtdarium  cofigruentid,  traite  encore  des  po- 
lygones réguliers,  puis  des  polyèdres.  Kepler  passe  en  revue  les  différentes  manières 
d'assembler  dos  polygones,  soit  de  même  espèce,  soit  d'espèces  différentes,  pour  remplir 
exactement  une  surface  plane ,  et  pour  former  des  polyèdres  réguliers. 

I  Au  milieu  do  a'9  cousiiloralions  maihômaUques .  si  justes  et  si  profondes,  ou  trouve  quelques  réflexions  qui 
aunonceni  rusago  hixarro  «M  cliiuK^riquo  que  voul  faire,  de  ses  savantes  spéculations  sur  les  polygones,  le  génie 
de  Kepler,  domini^  par  l«*s  idiH's  pythagoriciennes  et  platoniciennes  sur  les  propriétés  cosmographiques  des 
nombres  :  tel  est  ce  i^iitsage  qui  termine  la  Pro|H>sition  45'  :  «  Il  est  donc  prouvé  que  les  côtés  de  ces 
••  ligures  doivent  rester  inconnus .  et  sont  de  leur  nature  introuvables.  Et  il  n'y  a  rien  d'étonnant  en  ceci,  çtie 
»  Cf*  qui  ne  peut  se  rennmtiyr  tians  r.Aixhéiype  du  monde^  ne  puisse  être  exprimé  dans  la  conformation 
»  de  ses  parties.  « 

r.e  dont  de  pareilles  idées  qui  ont  conduit  Kepler  à  Tune  des  plus  grandes  découvertes  que  Ton  ait  jamais  faites! 
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le  côté  du  pentagone  régulier  inscrit  au  cercle,  en  donnait  la  diagonale  *;  mais  ôeUe 
Interprétation  géométrique  de  la  racine  étrangère  ne  suffisait  pas;  il  fallait  la  rapprocher 
de  renoncé  même  de  la  question,  pour  y  voir  non  pas  seulement  une  diagonale ,  mais  le 
côté  d'un  second  pentagone.  Celle  idée,  qui  nous  parait  si  simple  aujourdliui,  et  qui 
complète  la  solution  analytique  de  la  question,  a  échappé  à  Bernoulli,  à  Euler,  à  Lagrange, 
et  n'est  venue  que  de  nos  jours  à  Pesprit  d'un  géomètre. 

La  doctrine  des  polygones  égrédients,  de  Bradwardin,  a  été  vivement  combattue  par  un 
auteur  du  XVII''  siècle,  Jean  Broscius,  dans  un  ouvrage  iniitulé  :  Apologia  pro  Aristoiele 
et  Euclide  contra  P.  Rammn  et  alios.  Dantisei,  1652,  in-4®.  Elle  n'avait  rien  à  redouter 
d'aucune  attaque,  qui  n'anrail  du  servir  même  qu'à  la  propager,  et  à  en  répandre  la  con- 
naissance. Cependant,  par  un  hasard  singulier,  cet  ouvrage  de  Broscius  est  peut-être  le 
dernier  qui  ait  traité  de  ces  polygones,  qui  depuis  sont  tombés  entièrement  dans  l'oubli, 
et  qui  n'ont  même  réveillé  aucun  souvenir,  au  commencement  de  ce  siècle,  quand 
M.  Poinsot  les  a  créés  et  remis  sur  la  scène. 

Voici  ce  que  contient  louvrage  de  Broscius  sur  ces  polygones. 

D'abord  il  reprend  fortement  Ramus  pour  s'être  servi  du  pentagone  étoile,  comme 
exemple  d'une  figure,  autre  que  le  triangle,  où  la  somme  des  angles  était  égale  h  deux 
droits.  «  Ce  qui  prouve,  dit-il,  l'ignorance  de  Ramus  en  Géométrie.  Car  cette  figure  est 
»  un  décagone  qui  a  cinq  angles  rentrants  et  cinq  angles  saillants,  et  la  somme  de  ces 
»   angles  est  égale  à  seize  droits.  » 

Broscius  cite  l'ouvrage  de  Bradwardin,  et  prouve  qu'on  peut  former  une  infinité  de 
figures  dites  à  angles  égrédients^  de  sept,  neuf,  onze,  etc.,  côtés,  dans  lesquelles,  comme 
dans  celle  de  Ramus,  la  somme  des  angles  soit  égale  à  deux  droits.  Bradwardin  n'avait  fait 
que  soupçonner  cette  belle  proposition,  sans  la  démontrer;  et  Charles  de  Bouvelles  ne 
l'avait  appliquée  qu'à  riicptagone  égrédient  de  troisième  espèce.  Broscius  va  plus  loin;  il 
considère  les  figures  de  différentes  espèces  pour  un  même  nombre  de  côtés,  et  donne  la 
somme  de  leurs  angles. 

Il  trouve  qu'il  y  a  trois  espèces  d'heptagones,  y  compris  l'heptagone  ordinaire,  dans  les- 
quels la  somme  des  angles  est  10,  6  et  2  droits; 

Trois  espèces  d'octogones,  dans  lesquels  la  somme  des  angles  est  12,  8,  4  droits; 

Six  espèces  de  figures  à  quatorze  angles  égrédients  (y  compris  le  polygone  ordinaire 
de  quatorze  côtés),  dans  lesquelles  la  somme  des  angles  est  égale  à  24,  20,  16,  13,  8  et 

4  droits; 

Sept  espèces  de  figures  à  quinze  angles  égrédients,  dans  lesquelles  la  somme  des  angles 
est  égale  à  26,  22, 18,  14, 10,  6  et  2  droits. 

Ces  résultats  s'accordent  avec  la  loi  trouvée  par  M.  Poinsot,  d'après  laquelle  la  somme 

'  CeUe  remarque  avait  déjà  été  faite  probablement,  un  siècle  et  demi  auparavant,  par  Stifel;  car  on  trouve, 
dans  son  Algèbre,  les  expressions  du  côté  et  de  la  diagonale  du  pentagone  régulier,  en  fonction  du  rayon  du  cercle 
circonscrit  (voir  sou  Arilhmetica  intégra,  fol.  178  v»).  En  supposant  qu'il  n'ait  point  obtenu  ces  expressions 
par  la  résolution  de  Téqualion  du  secoud  degré,  leur  forme  a  dû  lui  montrer  que  les  carrés  faits  sur  ces  lignes 
sont  les  racines  d'une  semblable  équation;  car  ce  géomètre,  très-habile  algébrisie  pour  son  temps,  était  Tort 
exercé  dans  la  résolution  des  équations  du  second  degré. 
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chez  un  seul  peuple,  les  Arabes  de  Bagdad  et  de  Cordoue.  Cesi  à  eux  que  nous  aTons 
dû  la  connaissance  d(*s  ouvrages  grecs  qu1ls  avaient  traduits  pour  leur  usage,  et  qu*ils 
nous  ont  transmis,  longtemps  avant  qu*ils  nous  parvinssent  dans  leur  langue  originale. 
Jusqu'à  ces  derniers  temps,  on  a  pensé  que  celait  là  la  seule  obligation  que  nous  eus- 
sions aux  Arabes;  et  Ion  a  négligé  de  rechercher  et  d étudier  leurs  propres  ouvrages, 
pensant  que  Ion  n'y  devait  trouver  rien  d  original,  ni  d'étranger  aux  doctrines  et  à  Féru- 
dition  grecques.  C'est  une  erreur  sur  laquelle  on  revient  aujourd'hui,  surtout  depuis 
que  l'on  connaît  les  ouvrages  hindous,  et  qu'on  sait  que  les  Arabes  y  ont  puisé  les 
principes  du  calcul  algébrique,  qui  les  distingue  essentiellement  des  ouvrages  grecs. 
Mais  il  y  a  trop  peu  de  temps  que  celte  erreur  est  détruite,  et  les  ouvrages  arabes  nous 
sont  encore  inconnus.  Un  assez  grand  nombre  existent  depuis  plusieurs  siècles  en 
Europe,  la  plupart  dans  leur  tangue  originale  et  quelques-uns  en  latin,  ayant  été  traduits 
dans  le  XII**  et  le  XIII*  siècle.  Faisons  des  vœux  pour  que  leur  importance  soit  appréciée 
et  pour  qu'ils  ne  tardent  pas  à  sortir  des  bibliothèques  où  ils  sont  restés  enfouis  :  alors 
seulement  on  pourra  songer  à  une  véritable  histoire  scientiGque  des  Arabes.  Pour  le 
moment,  il  n'est  possible  de  réunir  que  quelques  faits  principaux  et  quelques  données 
éparses,  qui  ne  permettraient  pas  déjuger,  avec  confiance,  de  la  part  que  cette  grande  et 
illustre  nation  a  prise  dans  l'œuvre  de  la  propagation  et  du  perfectionnement  des  sciences 
mathématiques,  et  où  n'apparaiirait  pas  dans  un  jour  suffisant  le  caractère  que  ces  sciences 
ont  reçu  du  mélange  des  éléments  grecs  et  hindous  qui  les  ont  constituées.  Mais  ce  carac- 
tère se  montre  dans  les  ouvrages  des  Européens  au  XV'  siècle,  ouvrages  imités  de  ceux 
des  Arabes;  et  c'est  là  pour  le  moment  que  nous  pourrons  l'étudier  et  le  reconnaître  avec 
évidence. 

Le  goût  et  l'ardeur  des  Arabes  pour  les  sciences  se  développèrent  rapidement  au 
VIII*  siècle,  où  commença  le  règne  des  Abbassides.  Ces  princes,  nobles  imitateurs  des 
Ptolémées  d'Egypte,  firent  de  Bagdad  le  centre  de  tous  les  talents  du  monde  ^  Ils  recueil- 
lirent avec  activité  toutes  les  lumières  qu'ils  purent  trouver  chez  les  nations  que  les  suc- 
cesseurs du  Prophète  et  les  Ommiades  avaient  subjuguées.  Les  Arabes  s'approprièrent 
ainsi  des  sciences  toutes  faites  ^,  dont  ils  devinrent  les  seuls  dépositaires,  quand,  par  suite 
d'une  fatalité  attachée  à  l'espèce  humaine,  elles  déclinaient  et  se  perdaient  chez  les  peu- 
ples qui  les  avaient  créées  et  perfectionnées  pendant  des  siècles.  Les  Grecs  surtout,  et  les 
Hindous  ^  furent  tributaires  dans  ce  contingent  scientifique.  Telle  est  l'origine  des  sciences, 
de  la  Géométrie  particulièrement,  chez  les  Arabes. 

Les  Eléments  d'Euclide  paraissent  être  le  premier  ouvrage  qu'ils  traduisirent,  sous  le 

'  Libri,  Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie,  tom.  I«%  pag.  1 17. 

*  «  On  ne  peut  point  douter  que  les  Aiiibes  n'aient  eu  depuis  la  foudation  du  Khalifat  et  rétablissement  de  lear 
empire ,  une  grande  estime  pour  les  arts  et  pour  les  sciences,  puisqu'ils  ont  traduit  eu  leur  langue  tous  les  meil- 
leurs  livres  grecs,  hébreux,  chaldéens  et  indiens.  »  (D'Herbelol,  Bibl.  orientale^  au  mot  Elm  [science']). 

^  On  lil ,  dans  la  Bibl.  orientale  de  D'Herbelot.zu  mut  ketab  (qui  signifie  Traité)^  les  titres  d'un  grand  nombre 
d*ouvrageft  que  les  Arabes  avaient  traduits  ou  imités  des  ouvrages  indiens,  sur  toutes  les  parties  des  sciences 
miibématlquet  et  philosophiques. 
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i^igne  d^Almansor,  dans  le  VIII"  siècle.  Bientôt  après  on  dut,  aux  encouragements  éclairés 
du  calife  Al  Mamoun  (qui  commença  à  régner  à  Bagdad,  en  Fan  814),  la  connaissance  des 
ouvrages  d*Archimède,  d'Apollonius ,  d'IIypsicle,de  Ménclaûs,  de  Théodose,  et  de  TAlma- 
Seste  de  Ptolémée. 

Dés  lors  les  progrès  des  Arabes  dans  les  sciences  furent  rapides,  et  le  IX""  siècle  compta 

des  Géomètres  habiles  et  d'un  savoir  très-étendu. 

Trois  frères,  Mohammed,  Ilamet  et  Ilasen,  fils  de  Musa  ben  Schaker,  furent  célèbres, 

piar  les  traductions  qu'ils  donnèrent  de  divers  ouvrages  grecs  et  hindous,  et  par  leurs 

propres  écrits  sur  toutes  les  parties  des  sciences  mathématiques,  dont  plusieurs  nous 

sont  fiarvenus.  Des  Tables  astronomiques,  que  Mohammed  ben  Musa  avait  dressées  dans 

te    Mystème  indien^  furent  longtemps  célèbres  dans  TOrient.  Mais  un  ouvrage  beaucoup 

plus  précieux  et  plus  important  à  nos  yeux,  est  son  Traité  d'Algèbre,  le  plus  ancien  qui 

fùc    oonnu  jusqu'à  ces  derniers  temps,  où  ceux  des  Hindous  nous  sont  parvenus.  C'est 

dans   cet  ouvrage  que  nous  avons  puisé  nos  premières  connaissances  algébriques ,  d'abord 

par     l''entremise  de  Léonard  de  Pise,  qui  avait  été  s'instruire  en  Arabie,  ensuite  en 

rayant  nous-mêmes  à  notre  disposition,  et  en  le  traduisant  au  XIII"  siècle.  De  là,  on  a 

rdé  Mohammed  ben  Musa  comme  l'inventeur  de  l'Algèbre  ^  et  son  nom  est  resté,  à 

titre,  en  grande  réputation  chez  les  Géomètres  européens.  Cependant  son  ouvrage. 


*  Cardan  dit,  au  commencement  de  son  Ars  magna  :  Hœc  ars  olim  à  Mahomete,  Mosis  Arabia/iliOf  inilium 
siswnjf^^t,  EUnHm  hujus  rei  locuples  teslis  Leonardus  Pisanus. 

11  v^pëte  la  même  chose  dans  son  Traité  De  sublUilate  (liv.  16  ),  où  il  place  Mohammed  ben  Musa  après 
Arclijrias,  et  le  neuvième  parmi  les  douze  plus  grands  génies  de  la  Terre.  Huic  Mahomelus  Moisis  fiUus  Arabs, 
^•Q^i>raiicœ  ut  ita  dicam  artis  invenlor,  succedit.  Ob  id  inventum  ab  artis  nomine  cognomen  adeptus  est. 

^drtatea  attribue  aussi,  à  Mohammed  ben  Musa,  Tinvention  de  PAigèbre,  qu'il  appelle,  dans  le  tilre  delà 
■>»»•«-  jIq  jYaité  général  des  nombres  et  des  mesures  :  Anlica  pratica  speculaliva  del  arte  magna,  detta  in 


^^  Algebra  et  Almucabala,  over  regola  délia  casa ,  trovala  da  Maumelh^  figlio  de  Moise  arabo,  la  quale  se 
P«*o  cf tre  la  perfetta  arte  del  calculare,  etc. 

On   avait  attribué  d*abord  Tinvention  de  TAIgèbre  à  Geber,  autre  Géomètre  arabe.  Ainsi ,  Stifel,  célèbre  algé- 

^^*^  ^lemand ,  contemporain  de  Cardan,  écrit  au  proresseur  Milichius  :  Tuo  quoque  consilio  usas ,  Algebram 

'****•  J^rsuoêisti  bonis  rationibus  à  Gebro  astronome,  aulore  ejusy  ila  esse  nuncupatam)  multis  exemplis 

.    ^^^^<ttam  scripsi  (Arithmelica  intégra,  pag.  2i6  \o);  et  appelle  souvent  PAIgèbrc,  Régula  Gebri.  Celte  opiuion 

.    **^    «ocore  partagée  au  XVI !•   siècle  (voir  Kepler,  Harmonices  JUundi ,  lib.  I,  prop.  45)-,  mais  comme 

^*^vait  pas  d*autre  fondement  que  la  ressemblance  des  mois ,  elle  n'a  pu  se  soutenir,  surtout  quand  ou  a 

"Hi  1^  Yfjig  étymologie  du  mot  Algèbre,  qui  provient  de  la  double  dénomination  Algebr  v  Almocabelah, 

^  »e  servent  toujours  les  Arabes,  et  qui  siguilie  opposition  et  comparaison.  Celle  dénomination,  que  nous 

j^*'^  remplacée  par  le  seul  mot  Algèbre,  se  rapporte  assez  bien  aux  équations ,  dont  le  mécanisme  est  le  fonde- 

J**  <i«  toute  la  science. 
1        autres  écrivains,  à  la  tète  desquels  ou  trouve  Regiomonlanus  et  Scheubel ,  avaient  regardé  Diophante  comme 
PreiK^l^r  inventeur  de  TAlgèbre,  et  celte  opinion  a  prévalu  généralement;  parce  qu'en  effet,  Diophaui 


Diophante  avait 


^^  ^"^nde  antériorité  sur  les  Arabes.  Mais  aujourd'hui  la  question  de  priorité  est  entre  les  Grecs  et  les  Hindous. 

^^ikl^gupla  est  postérieur  de  deux  siècles  à  Diophante,  mais  la  perfecliou  de  son  ouvrage  annonce  certaine- 

^  ^ue  l'Algèbre  avait  déjà  une  existence  très-ancienne  dans  l'Inde. 

'^>  ainsi  que  le  dit  Peleiier  dans  son  Algèbre ,  c'est  là  une  de  ces  choses  qui,  loin  de  devoir  leur  invention  à 

^^^^m  auteur,  n'ont  pris  règle,  forme  et  ordre  qu'après  un  long  temps  de  circulions,  d^inter  missions  et  de 

^^Uetlês  exercitations  desprit. 
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auquel,  ne  fût-ce  que  par  reconnaissance ,  étaient  si  légitimement  dus  les  honneurs  de 
Timpression,  est  resté  manuscrit,  et  depuis  trois  siècles  dans  Toubli,  quand  pour  la 
première  fois,  en  1831,  M.  Rosen  Ta  publié  en  arabe  et  en  anglais.  M.  Libri  vient  aussi 
de  reproduire,  dans  le  premier  volume  de  son  Histoire  des  sciences  en  Italie,  Tune  des 
traductions  latines  que  Ion  conservait  à  la  Bibliothèque  royale.  Celle-ci  n*est  pas  aussi 
complète  que  le  manuscrit  dont  s'est  servi  M.  Rosen.  La  partie  géométrique,  entre  autres, 
ne  s'y  trouve  pas. 

On  sait  que  Mohammed  ben  Musa  avait  tiré  des  Indiens  une  partie  de  ses  connais- 
sances mathématiques  ^  Nous  devons  penser  que  c'est  d'eux  qu'il  reçut  T Algèbre.  Son 
ouvrage  présente  des  points  de  ressemblance  certains  avec  les  leurs,  et  nullement  avec 
celui  de  Diophantc.  Mohammed  y  fait  usage,  comme  les  Indiens,  de  considérations 
géométriques,  pour  mettre  dans  tout  son  jour  la  certitude  des  opérations  de  l'Algèbre;  on 
distingue  surtout  la  manière  dont  il  démontre,  par  cette  méthode,  les  règles  pour  la 
résolution  de  l'équation  du  second  degré,  dont  il  considère  trois  cas  ^.  L'ouvrage  contient 

'  Casiri,  Bibliotheca  Arabico-Bispana,  pag.  427-428.  —  Colbbrooke,  Brahmegupta  and  Btuucara  Algebra  ; 

Dissertation,  pag.  lxxii.  —  F.  Rosek,  Algebra  of  Mohammed  ben  Musa.  Préface,  pag.  vtii. 

'  Ces  trois  cas ,  dont  Pauieur  ne  donne  que  des  exemples  numériques ,  soûl  exprimés  par  les  trois  équations 

littérales  : 

ax*  -♦-  6a:  —  c  =  0, 

ax*  —  bx  —  c  =  0, 

ax*  —  6a:  -♦-  c  =  0 . 

Le  quatrième  cas  que  peut  présenter  Téquation  générale  du  second  degré  est 

flur*  -4-  6a:-t-cc=0, 

oii  tous  les  termes  sont  positifs.  Mohammed  n'en  parle  pas,  parce  que  les  racines,  dans  ce  cas,  sont  toiycark 
négatives. 

Dans  les  autres  équations  il  ne  prend  que  les  racines  positives^  et  laisse  de  côté,  comme  insignifiantes,  les 
racines  négatives. 

Dans  la  troisième,  ax^  —  60;  +  c  =  0,  oti  les  deux  racines 


1 


a:  =  — =fc--»^6«-4ao 
2a       2a 

sont  positives  (supposé  qu'elles  soient  réelles),  Mohammed  dit  qu'on  les  calcule  Tune  et  Taulre,  mais  qae,  dans 
chaque  cas,  il  faut  s'assurer  qu'elles  répondent  à  la  question.  On  essaie  d'abord  la  première,  qui  provient  da  signe 
plus;  et  si  elle  ne  convient  pas,  la  seconde,  qui  provient  du  signe  moins,  conviendra  certainement.  {When  you 
meel  toiih  an  instance  which  refers  you  to  this  case,  try  its  solution  by  addition,  and  if  thaï  do  notserve^  then 
stibtraction  certainly  witl,  page  11.) 

Les  Indiens  admettaient  aussi  les  deux  racines ,  dans  les  cas  oh  elles  convenaient  toutes  deux  {BiJa'-GanitQ^ 
§§  130,  139),  et  en  rejetaient  une,  comme  absurde,  dans  d'autres  cas  {ibid,,  §§  140,  141).  Par  exemple 
dans  cette  question  :  L ombre  d'un  gnomon  qui  a  ii  doigts  de  hauteur,  étant  diminuée  du  tiers  de  VhypO' 
ténuse,  devient  14  doigts  :  quelle  est  Nombre?  On  est  conduit,  pour  déterminer  Tombre,  à  une  équation  da 
second  degré ,  dont  les  deux  racines  sont  positives  et  égales  à  j  et  à  9.  La  première  convient  parce  qu^étant  plus 
grande  que  14,  elle  peut,  étant  diminuée  du  tiers  de  Thypoténuse,  devenir  égale  à  14;  mais  la  seconde,  étant 
plus  petite  que  14,  doit  êU'e  rejetée,  dit  Bhascara,  à  cause  de  son  absurdité  {by  reason  ofits  incongruity). 

Lucas  di  Borgo  suit  en  tout  point  Mohammed  ben  Musa;  il  considère  trois  cas  aussi;  il  donne  U  soin- 


NOTES.  491 

aussi,  comme  ceux  des  Indiens,  une  partie  géométrique  sur  la  mesure  des  surfaces. 

On  y  remarque  les  trois  expressions  y  >  I/IO  et  Ijqôô  ^"  rapport  approché  de  la  cir- 

cooférence  au  diamètre,  qui,  comme  nous  lavons  dit,  ont  été  connues  des  Indiens  ';  et 

les  trois  nombres  13,  H  et  15  pris  pour  les  côtés  d'un  triangle,  que  nous  avons  trouvés 

aussi  dans  les  ouvrages  de  Brahmegupta  et  de  Bhascara. 

L*ouvrage  de  Mohammed  est  beaucoup  moins  étendu  que  ceux-ci;  il  ne  traite  pas 
comme  eux  des  équations  indéterminées  du  second  ni  du  premier  degré.  Nous  en  trou- 
vons la  raison  dans  la  préface  de  Tauteur,  qui  nous  apprend  qu'il  a  composé  ce  Traité  suc- 
cinct,  à  la  demande  du  calife  Al  Mamoun,  pour  faciliter  une  foule  d'opérations  qui  se 
présentent  dans  le  commerce  des  hommes  et  dans  les  besoins  de  la  vie. 

Ce  passage  suffirait  pour  nous  prouver  que  les  Arabes  possédaient  alors  des  ouvrages 
plus  étendus  et  d'un  ordre  plus  élevé,  si  nous  ne  savions  pas  qu'en  effet  ils  connaissaient 
les  savants  ouvrages  des  Indiens,  et  qu'eux-mêmes  ont  écrit  sur  la  résolution  des  équations 
du  troisième  degré,  comme  nous  le  dirons  plus  loin. 

Quoi  qu'il  en  soit,  c'est  un  fait  bien  remarquable  et  digne  de  la  méditation  des  savants 
de  ■"Europe,  qu'un  traité  d'Algèbre,  regardé  comme  élémentaire  au  IX'  siècle  chez  les 
Arabes,  et  en  quelque  sorte  comme  manuel  pratique  à  l'usage  du  peuple,  a  été,  sept  cents 
ans  après,  VArs  magna  des  Européens,  et  la  base  et  l'origine  de  leurs  grandes  décou- 
vertes dans  les  sciences  ^. 

^^     de  chacun  dans  une  strophe  de  qualre  vers  latins;  puis  il  la  juslilie  par  des  considérations  géouié- 

*^^«s.  Quant  au  cas  où  les  deux  racines  sont  positives,  il  reconnaît  qu'elles  peuvent  convenir  Tune  et 

^^^e  dans  certaines  questions,  mais  que  dans  d'autres  Tune  seulement  salisfail.  {Siche  luno  e  lallro  modo 

**^fkê  tri  Ihema.  Ma  a  le  volte  se  hane  la  verita  a  luno  modo.  A  le  volte  a  lallro,  El  perche  se  cavando  la  radiée 

^*tia  rémanente  de  la  mila  de  le  rose  non  salisfacesse  al  Ihema.  E  lu  la  dilla  H  (radice)  agiongi  a  la  mita 

^    '^   C€>se,  e  haverai  el  quesito  :  et  mai  fallara  che  a  uno  de  li  doi  modi  non  sia  salisfallo  et  quesilo,  cioe 

*^&n^ndola,  overo  cavandola  del  dimeccamento  de  le  cose,  elc.  (Summa  de  Arilhmeticay  etc.  Dislinclio  8, 

■^^•^tus5,art.  iî.) 

^*^^  rapports  manifestes,  qui  ont  lieu  entre  l'ouvrage  de  Mohammed  ben  Musa  et  ceux  des  Indiens,  d'une  pari , 

^^^•ui  de  Lucas  di  Borgo.de  l'autre,  montrent  bien  l'origine  de  l'Algèbre  des  Kuropéens,  el  l'influence  directe 

.     ,  ^^  ouvrages  arabes  ont  eue  sur  les  progrès  et  le  caractère  des  sciences  mathématiques  à  la  Renaissance.  Tel 

^  '^objet  de  cette  Note. 

*     .  "  fwrall  que  le  rapport  ^ôImô^tS^^»*'**^^  *^s^  **^  ^^^  Indiens,  et  qu'ils  l'avaient  trouvé  en  calculant  le 

-^  ^  ^U  polygone  régulier  de  768  côtés.  Gl*  Indiani,  corne  apparisce  da  un  libro  dei  Bramini,  inlitolato  Ajin- 

^  .   .5*  "^  ,  avean  trovato  con  ingegnosissimo  metodo  Geomelrico,  mediante  Cinscrizione  di  un  poliyono  regolare 

j^    *  y^  iatif  che  la  circonferenza  del  circolo  sta  al  diamelro  corne  59i7  a  12^.  {Saggio  sulln  storia  délie  mole- 

^       ''^î^c»,  opéra  del  sig.  P.  Franchimi;  Lucca,  1821  ;  in-8».)  Th.  Simpson  est  parvenu  de  lui-même  au  rapport 

J-      ^^»  par  rinscription  du  polygone  de  768  côtés;  il  a  obtenu  même  le  rapport  plus  approché  =:rz;r.'  Voy.  ses 


^  "-  cte  Géom.)  Sa  méthode  est  très-simple;  je  ne  sais  pour(|uoi  l'on  n'en 
"J  Usqu'ici  nous  n'avions  connu ,  des  Arabes ,  que  le  Traité  d'Algèbre  de 


parle  jamais. 

-^  — , ^  ..  -..w«*,x^«..«,  ,.v..  <i.(..^.^.  M"»  i^  -.«.»!.  V.  c^.n^w...  v.^  Mohammed  ben  Musa.  (Vest  le  seul  du 

1^  ^  ■■^  dont  les  Géomètres  du  XVI*  siècle,  Lucas  di  Uorgo,  Cardan,  Pelelier,  Tartalea,  Sievin,  etc.,  aient  parlé. 
Mt  *  ^^«lucoup  d'autres  auteurs  arabes  ont  écrit  sur  l'Algèbre;  on  trouve  les  noms  de  plusieurs  d'entre  eux ,  et  les 
^  <ie  leurs  ouvrages,  dans  la  Bibliothèque  orientale  de  D'Herbelot,  au  mol  Gebr;  et  au  mot  Ketab  (pag.  966, 
^^îolonoe;  967,  !'•  col.;  édit.  in-fol.  de  1697). 

•^'^Jsleun  ouvrage,  traduit  de  l'arabe  en  anglais,  à  Calcutta,  en  1812,  qui  traite  de  l'Arilhmélique,  de  la 
Mrieet  de  rAlgèbre,et  dont  je  m'étonne  que  l'on  ne  parle  pas.  depuis  quelques  années  qu'on  s'occu|ie 
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Mohammed  avait  écrit,  sur  ics  triangles  plans  ou  sphériques,  un  Traité  qu'on  dit  exister 
encore  sous  le  titre  :  De  figuris  plants  et  sphœricis. 

On  possède  aussi  un  ouvrage  de  Géométrie  qu'il  a  composé,  probablement  en  commun 
avec  ses  deux  frères,  Hamet  et  Hasen,  car  il  a  pour  litre  :  Verba  filiorum  Moysi,  filii 
Schaket^,  Mahumett,  Hameti,  Hasen.  Dans  cet  ouvrage  se  trouve  démontrée  la  formule  de 
Taire  du  triangle,  en  fonction  des  trois  côtés;  et  l'application  en  est  faite  au  triangle  qui  a 
pour  ses  côtés  les  trois  nombres  13,  14  et  lo,  comme  chez  les  Indiens.  La  démonstration 
est  celle  que  Fibonacci  et  Jordan  Nemorarius  ont  donnée  au  XIII"  siècle,  et  que  Lucas  di 
Borgo  et  Tartalea  nous  on  fait  connaître.  Elle  parait  appartenir  aux  Arabes,  car  elle  est 
différente  de  celle  de  Héron  d'Alexandrie. 

Les  trois  fils  de  Musa  ben  Schaker  ont  écrit  beaucoup  d'autres  ouvrages,  dont  on  trouve 
l'indication  dans  la  Bibliofheca  Arabico-Hispana  de  Casiri  (tom.  1"%  pag.  418). 

Alkindus,  l'un  de  leurs  plus  célèbres  contemporains,  que  Cardan  met,  comme  Mo- 
hammed ben  Musa,  au  nombre  des  douze  plus  puissants  génies  du  monde  ',  a  aussi  écrit 
sur  toutes  les  parties  des  Mathématiques.  Cardan  cite  avec  éloge  son  traité  De  régula  sex 
quantitatum  ^.  Nous  avons  dit,  dans  la  Note  VI,  quel  était  l'objet  de  cette  règle  des  six 
quantités,  qui  s'eflectuait  par  le  calcul  ou  par  une  construction  géométrique  déduite  du 
théorème  de  Ptolémée. 

Alkindus  avait  écrit  sur  l'Arithmétique  des  Indiens  {De  Arithmeticà  indicày,  et  sur 
l'Algèbre  (De  quantitate  relativà,  seu  Algebra),  Nous  ne  citerons  pas  ses  autres  ouvrages, 
qui  sont  extrêmement  nombreux.  Une  partie  doit  se  trouver  encore  dans  les  bibliothèques 
d'Espagne.  Plusieurs,  sans  doute,  ofTriraient  de  l'intérêt 3. 

(l'étudier  rbisloire  des  sciences  chez  les  Indiens  et  les  Arabes.  Nous  trouvons  le  titre  suivant  de  cet  ouvrage, que 
nous  ne  connaissons  pas  encore,  dans  le  catalogue  de  la  Bibliothèque  de  Itf.  Langlès,  art.  552,  The  khoolasut-ool- 
hisab,  a  compendium  of  arilhmelic  and  geometry;  in  the  arable  language,  by  Buhae-oodd-deen ,  of  Amool  in 
Syria,  wilh  a  translation  info  persian  and  commenlary,  by  the  laie  Muoluioee  Huoshun  Ulee  of  Juonpoôr  :  ta 
tvhich  is  added  a  Ireatise  on  algebra  by  Nu jm-ood-den  Ulee  khan,  head  Quazee^  to  the  Sudr  Deewanee  and 
Nizamut  Udalul.  Revised  and  edited  by  Tarinee  Churun  Mitr,  Muoluwee  Jan  Ulee  atid  Ghoolam  Ukbur. 
Calcutta,  Pereira,  1812,  gi'and  in-S». 

M.  Libri  vient  de  mellre  au  jour  un  ouvrage  d'Algèbre ,  traduit  de  l'original  arabe  en  latin,  et  resté  manuscrit  à 
la  Bibliothèque  royale,  sous  le  titre  :  Liber  augmenti  et  diminutionis  t^ocatus  numeratio  divinationis,  ex  eo 
quod  sapientes  Indi  posucnint,  quem  Abraham  compilavit ,  et  secundum  librum  qui  Indorum  dictas  est, 
composuit. 

Cet  ouvrage  est  précieux  sous  plusieurs  rapports.  D'abord,  il  est  essentiellement  différent  de  celui  de  Moham- 
med ben  Musa;  car  il  roule  uniquement  sur  les  règles  de  fausse  position ,  simple  et  double.  Et,  ensuite,  il  nous 
apprend  que  ces  règles  viennent  des  Indiens.  On  les  avait  attribuées  jusqu'ici  aux  Arabes,  sur  Tautorité  de  Lucas 
di  Borgo,  qui  les  a  appelées  règles  (ïHelcataym  «  e  vocabulo  Arabo.  •>  (Summa  d^  Arith.,  etc.,  Distinctio  septima  , 
tractâtus  primus.) 

Mais,  dans  d'autres  ouvrages  du  même  temps, on  les  appelle  Régula  falsi,  seu  augmenti  et  decrementi ,  comme 
le  compilateur  Abraham  (voir  Algorilhmus  de  integris,  minutiis  vulgaribus,  ac  proportionibus ,  cum  annexis 
de  tri,  falsi,  aliisque  regulis.  Liptxck,  1507,  in-i».) 

»  De  subtilitate  libri  XXI,  lib.  XVI. 

«  Ibid.,  lib.  XVI.  —  Practica  arithmetice,  cap.  XLVI.  —  Opus  novum  de  proportionibus  numerorum^eic. 
Propositio  quinta. 

3  Tel  serait  son  Traité  d'Arithmétique  indienne.  Car  il  est  assez  singulier  que ,  depuis  si  longtemps  qu'on 
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Thébît  ben  Corah,  disciple  de  Mohammet  ben  Musa,  fut  aussi  un  Géomètre  célèbre, 

qui  embrassa  les  Mathématiques  dans  toute  leur  étendue.  Parmi  les  nombreux  ouvrages 

qu'il  a  laissés,  et  dont  on  trouve  le  catalogue  dans  Casiri,  il  en  est  un  dont  le  titre  :  De 

probtefnntibus  algebricis  geometricâ  ratione  comprobandis  ^  aurait  dû  piquer  vivement 

la  curiosité  des  Géomètres;  car  il  annonce  que  Thébit  avait  appliqué  TAIgèbre  à  la  Géo- 

mécrie.  G  est  sans  doute  le  titre  de  cet  ouvrage  qui  a  fait  dire  à  Montucla  que  :  «  Thébit 

•  a  écrit  sur  la  certitude  des  démonstrations  du  calcul  algébrique,  ce  qui  pourrait  donner 

•  lieu  de  penser  que  les  Arabes  eurent  aussi  Tidce  heureuse  d'appliquer  TAIgèbre  à  la 
»     Géométrie.  »  Cette  conjecture  est  devenue  pour  nous  un  fait  certain,  constaté  déjà  par 
VA  Igèbre  de  Mohammed  ben  Musa,  et  dont  on  trouve  une  preuve  plus  convaincante  encore 
daïïiÊS  un  autre  ouvrage  dont  on  doit  la  connaissance  récente  à  M.  L.-Am.  Sédillot. 

dct  ouvrage  est  un  fragment  d'Algèbre  (trouvé  dans  le  manuscrit  arabe  n®  1104  de  la 
Bibliothèque  royale),  où  les  équations  du  troisième  degré  sont  résolues  géométrique- 

RV.  Sédillot  nous  apprend  qu  avant  de  passer  h  la  solution  de  ces  équations,  Tauteur 
dovi  ne  celle  du  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles,  qu'il  résout  par  deux  para- 
boles, et  dont  il  se  sert  pour  la  solution  de  certaines  équations.  Le  géomètre  arabe  se 
il-il  aperçu  que  toutes  les  équations  du  troisième  degré  peuvent  se  résoudre  par  les 
moyennes  proportionnelles,  et  la  trisection  de  l'angle;  ce  qui  est,  comme  on  sait, 
unc5  des  découvertes  qui  ont  fait  honneur  à  Viète?  Il  construit  les  racines  des  équations  de 
la  forme  7? — ax — 6  =  0,  par  un  cercle  et  une  parabole.  Mais  nous  pensons  qu'il  ne  s'agit 
que  d*équations  numériques,  les  seules  qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  arabes  et 
les  Modernes  jusqu'à  Viète,  à  qui  est  dû  le  pas  immense  qu'il  fallait  franchir  pour 
^'er  à  ridée  et  à  la  considération  d'équations  littérales. 

otjtefois,  malgré  cette  restriction  dans  les  spéculations  algébriques  des  Arabes,  nous 
P^Mvons  dire  que  non-seulement  ils  ont  possédé  l'Algèbre,  mais  qu'ils  ont  connu  aussi 
*•*•!   d'exprimer  graphiquement  les  formules,  et  d'en  présenter  aux  yeux  la  signification; 
^'"^    si    beau  et  si  précieux,  que  Kepler  regrettait  de  ne  pas  savoir  *,  et  qui  a  été  l'une  des 
■^cles  conceptions  de  Viète. 

■^1  avait  toujours  pensé  que  les  Arabes  n'avaient  pas  été  au  delà  des  équations  du 
>^d  degré.  On  fondait  celte  opinion  sur  ce  que  Pibonaeei  et  Lucas  di  Borgo  s'étaient 


^^^  Iq  question  do  rorigiue  dtMiotre  système  de  luiinéralion,  et  qu'on  ne  {>eul  s'accorder  sur  la  signitication  du 
^^^^*<e  de  Boèce  et  de  la  lettre  de  Gerherl  qui  s'y  rapportent ,  on  n'ait  pas,  au  lieu  de  raisonner  sur  la  forme  des 
^^■*«^s,  qui  nécessairement  a  dû  varier,  comparé  ces  deux  pièces  avec  les  Traités  d'Arithmétique  (jue  les  Aral>es 
^^    <:»nl  laissés,  et  dont  aucun,  je  crois,  n'a  été  ni  traduit ,  ni  publié  dans  le  lexle  original. 

Kepler,  ne  pouvant  traduire  graphiquement  la  propriété  que  représente  ré<|uation  du  second  degré  qui 

le  rapport  du  côté  du  pentagone  régulier  au  rayon  du  cercle  circonscrit,  s'exprime  ainsi  :  Quomodo  affec- 

reprœsenlabo?  quo  actu  geometnco?  NuUo  alio  id  doceoik  faccre ,  quàm  u^surpando  proportionem  ^ 

quœro  :  principium  petilur.  Miser  calculator,  deslitutus  omnibus  y eometriœ  prœsidiis,  hmrens  inter 

a  numerorum,  frustra  cossam  suam  respectât.  Hoc  unum  est  discrimen  inter  cossicas  et  inier  geome- 


#r- 


•c. 


determinationes.  (Uarmonices  nun di  ,  liber  1  ;  pag.  37.) 
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arrêtés  à  ce  point  de  la  science  K  Monlucla,  le  premier,  la  mise  en  doute,  et  a  pensé  que 
les  Arabes  pouvaient  bien  avoir  traité  des  équations  du  troisième  degré;  il  se  fondait  sur 
le  titre  Algebra  cubicn,  seu  de  problematum  solidorum  resolutione,  d'un  manuscrit  apporté 
de  rOrient  par  le  célèbre  Golius,  et  qui  se  trouve  dons  la  Bibliothèque  de  Leyde  \  Le 
fragment  d'Algèbre  trouvé  par  M.  Sédillot  confirme  la  conjecture  de  Montucla,  et  en  fait 
Tun  des  points  les  plus  importants  de  Thistoire  scientifique  des  Arabes. 

Mais  nous  devons  dire  que  rien  ne  nous  autorise  encore  h  penser  qu'ils  aient  connu  la 
résolution  algébrique  des  équations  du  troisième  degré,  c'est-à-dire  l'expression  des  racines 
de  ces  équations.  Le  titre  du  manuscrit  de  la  Bibliothèque  de  Leyde  semble,  au  contraire, 
indiquer  qu'il  y  est  question  de  leur  construction  géométrique  par  les  lieux  solides  (les 
sections  coniques),  comme  dans  celui  de  la  Bibliothèque  royale  de  Paris. 

La  Trigonométrie  est  l'une  des  parties  des  Mathématiques  que  les  Arabes  cultivèrent 
avec  le  plus  de  soin,  à  cause  de  ses  applications  à  l'Astronomie.  Aussi  leur  dut-elle  de  nom- 
breux perfectionnements,  qui  lui  donnèrent  une  forme  nouvelle,  et  la  rendirent  propre  à 
des  applications  que  les  Grecs  n'auraient  pu  faire  que  très-péniblement. 

Les  premiers  progrès  de  la  Trigonométrie  datent  d'Albategnius,  prince  de  Syrie  \  qui 
florissait  vers  l'an  880  et  qui  mourut  en  928.  C'est  ce  grand  Astronome,  surnommé  le  Pto- 
lémée  des  Arabes,  qui  eut  rheureuse  et  féconde  idée  de  substituer  aux  cordes  des  arcs, 
dont  les  Grecs  se  servaient  dans  leurs  calculs  trigonométriques,  les  demi-cordes  des  arcs 
doubles,  c'est-à-dire  les  sinus  des  arcs  proposés,  c  Ptoléméc,  dit-il ,  ne  se  servait  des  cordes 
entières  que  pour  la  facilité  des  démonstrations;  mais  nous,  nous  avons  pris  les  moitiés 
des  arcs  doubles  ^.  » 

Albategnius  est  parvenu  à  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie  spliériquc  : 
eos.  fl  =  cos.  b  COS.  c  -h  sin.  b  sin.  c  cos.  A,  dont  il  a  fait  diverses  applications  ^. 

On  trouve  dans  ses  ouvrages  la  première  idée  des  tangentes  des  arcs,  et  l'expression 
>  dont  les  Grecs  ne  se  sont  pas  servis.  Albategnius  la  fait  entrer  dans  les  calculs 


sinus 


cosinus 


de  Gnomonique  et  l'appelle  ombre  étendue.  C'est  la  tangente  trigonométrique  des  Modernes. 
On  voit  qu'Albategnius  avait  des  Tables  doubles,  qui  donnaient  les  ombres  corres|>on- 
dant  aux  hauteurs  du  Soleil,  et  les  hauteurs  correspondant  à  des  ombres  ;  c'est-à-dire 
les  tangentes  des  arcs,  et  les  ares  correspondant  à  des  tangentes.  Mais  ses  Tables  étaient 
calculées  pour  le  rayon  12,  tandis  que  celles  des  sinus  l'étaient  pour  le  rayon  60;  ec  qui 
prouve  qu'il  n'a  pas  eu  la  pensée  d'introduire  ces  tangentes  dans  les  calculs  trigonomé- 
triques ®. 

I  Fil>onacci  résout  bien  quelques  équations  d'un  degré  supérieur,  mais  qui  se  réduisent  au  second. 

*  Histoire  des  Mathématiques,  tom.  I**",  pag.  383. 

^  Le  nom  propre  de  ce  géomèlre  est  Mohammed  hen  Geber;  il  fut  surnommé  al  Balani,  parce  qu*il  étail  né  à 
Balan,  ville  de  la  Méso{>otamie,  et  de  ce  nom  les  Modernes  ont  fait  celui  de  Albategnius. 

*  Delambre,  Histoire  de  l^ Astronomie  dii*Moyen  âge,  pag  12. 

•'  /6id,  pag.  21,  164.  Ou  sait  que  la  formule  correspondante,  cos.  A  =  sin.  Usin.  C  cos.  a  —  cos.  B  cos  r,  <>st 
due  à  Vièle,  qui  Ta  doiméeen  1593,  dans  son  Variorum  de  rébus  malhcmalicis  responsorum .  liber  octavus. 
c  Delambre,  Histoire  de  t* Astronomie  du  Moyen  âge,  |>ag.  17. 
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célèbres  s'en  oceupoient.  C'est  à  cet  art  que  se  rapportaient  sans  doute  deux  ouvrages 
d'AIkinduSy  intitulés  :  De  horologium  sdathericorum  descriptione ;  et  De  horolog.  hori- 
$ontali  prcBitantiore,  et  les  deux  suivants,  de  Thébit  ben  Corah  :  De  horametrià  seuhoris 
diurnis  ac  nacturnis;  et  De  figura  linearum  quas  gnomometrum  (styli  apici»  umbra)  per- 
curriL  Ce  dernier  titre  semble  annoncer  que  Thébit  se  senait  de  la  considération  des  sec- 
tions coniques  dans  la  construction  des  cadrans.  >ous  allons  voir  cette  méthode  pratiquée 
savamment  par  un  autre  géomètre  arabe  du  XIII**  siècle.  Maurolycus  en  a  eu  la  première 
idée  chez  les  Modernes,  et  elle  a  donné  ù  son  ouvrage  un  Ciiractère  d'originalité  qui  lui  a 
fait  honneur. 

L'écrivain  arabe  auquel  la  Gnomonique  parait  le  plus  redevable,  est  Aboul  Hbassan  Ali, 
de  Maroc,  qui  vivait  au  commencement  du  XIII''  siècle;  son  ouvrage  avait  pour  titre: 
Livre  qui  réunit  les  commencements  et  les  finsy  parce  qu'il  se  compose  de  deux  parties  dis- 
tinctes, dont  la  première  traite  des  calculs  et  la  seconde  des  instruments  et  de  leur  usage. 
M.  Sédillot,  dont  les  sciences  mathématiques  et  les  langues  orientales  déplorent  la  perte 
récente  (en  1832),  a  fait  une  traduction  de  cet  ouvrage,  qui  a  été  mise  au  jour  par  les  soins 
de  M.  L.  Am.  jSédillot,  son  fils,  sous  le  titre  :  Traité  des  instruments  astronomiques  des 
Arabes  (2  vol.  in-4%  Paris,  1834). 

Cet  ouvrage  est  un  Traité  complet  et  très-détaillé  de  la  Gnomonique  des  Arabes.  Il  con- 
tient plusieurs  choses  nouvelles,  qui  sont  de  l'invention  d'Aboul  Hbassan. 

On  y  trouve,  pour  la  première  fois,  des  heures  égales,  dont  les  Grecs  n'avaient  point  fait 
usage.  Il  parait  que  cette  innovation,  qui  a  été  conservée  chez  les  Modernes,  est  due  à 
l'auteur  lui-même,  car  il  dit:  «  Ceci  fait  partie  des  choses  inusitées  que  nous  donnons 
dans  cet  ouvrage,  comme  le  résultat  de  nos  méditations  et  de  nos  réflexions.  »  (Liv.  3, 
chap.  XIV).  Il  expose,  dans  le  plus  grand  détail ,  la  construction  des  lignes  d'heures  tem- 
poraires (appelées  aussi  heures  antiques,  inégales^ ,  judaïques). 

Dans  les  chapitres  XXVI  et  suivants,  intitulés:  Détermination  du  paramètre  et  de  Vare 
principal  des  parallèles,  en  quelque  lieu  que  ce  soit,  Aboul  Hbassan  se  sert  des  propriétés 
des  sections  coniques  pour  décrire  les  arcs  des  signes.  Il  calcule  les  paramètres  et  les  axes 
de  ces  courbes,  en  fonction  de  la  latitude  du  lieu,  de  la  déclinaison  du  Soleil  et  de  la  lieu- 
tcur  du  gnomon. 

Cette  partie  de  l'ouvrage  prouve  que  le  géomètre  astronome  Aboul  Hhassan,  était  un 
homme  de  mérite.  Il  ne  donne  pas  la  démonstration  de  ses  règles,  mais  elle  devait  se 

*  Ces  heures  étaient  égales  entre  elles  pendant  un  même  jour,  mais  leur  durée  changeait  d'un  jour  à  Faatre, 
parce  qu'elle  était  toujours  la  douzième  partie  du  temps  compris  entre  le  lever  et  le  coucher  du  Soleil.  Les  lignes 
qui  marquaient  ces  heures  étaient  des  courbes  très-peu  différentes  de  la  ligne  droite,  ainsi  que  Ta  reconna 
M.  Delambre,  par  le  calcul.  (Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  t.  Il ,  pag.  481.)  Mais  hi  nature  de  ces  lignes  n*est 
pas  encore  connue  ;  elle  peut  faire  le  sujet  d'une  belle  question  d'Analyse,  qui  se  réduit  à  ceci  : 

Que  sur  une  demi-sphère  on  suppose  tracés  des  arcs  de  cercle  dans  des  plans  parallèles  entre  eux,  et  inclinée 
sur  le  plan  du  grand  cercle  qui  sert  de  base  à  la  demi-sphère;  que  ces  arcs  parallèles  soient  divisés  dans  un 
rapport  donné  ;  les  points  de  dicision  formeront  une  courbe  à  double  courbure,  située  sur  la  demi-sphère  ;  que 
par  cette  courbe  on  fasse  passer  un  cône  ayant  son  sommet  au  centre  de  la  demi-sphère  :  la  section  de  ce  cône 
par  un  plan  sera  la  ligne  dune  des  heures  égales. 
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Télat  de  généralité  et  d'abstraction  que  présentent  celles  du  Traité  en  question.  Ajoutons 
que  les  Grecs  avaient  écrit  sur  la  Géodésie  dès  les  premiers  temps  de  Técole  d'Alexandrie, 
comme  nous  le  voyons  par  un  ouvrage  de  Héron  Tancien,  mis  au  jour  par  M.  VenUiri;  et 
que,  s'ils  n'avaient  pas  eu  leur  Traité  De  divisionibus  super ficierum ,  ceùt  été  une  lacune 
que  ne  peut  faire  supposer  la  perfection  qu'ils  donnaient  à  leurs  ouvrages. 

L'Optique  a  été  traitée  chez  les  Arabes  par  un  grand  nombre  d'auteurs ,  dont  le  plus 
célèbre  est  Alhasen.  Son  ouvrage,  qui  nous  est  parvenu  S  se  recommande  par  des  consi- 
dérations de  Géométrie ,  savantes  et  étendues.  On  y  remarque  surtout  la  solution  d*un 
problème  qui  dépendrait,  en  Analyse,  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Il  s'agit  de 
trouver  le  point  de  réflexion  sur  un  miroir  sphérique,  le  lieu  de  l'œil  et  celui  de  Fobjet 
étant  donnes.  Ce  problème  a  occupé  de  célèbres  Géomètres  modernes,  tels  que  Sluze, 
Huygens,  Barrow,  le  marquis  de  Lhospital,  R.  Simson.  Ce  dernier  l'a  résolu  très-simple- 
ment, par  de  pures  considérations  de  Géométrie.  {Sectionum  conicarum  libri  F.  Appendix, 
pag.  223.) 

On  a  pensé  que  l'ouvrage  d'Alhascn  était  imité  du  Traité  d'Optique  de  Ptolémée.  C'a  été 
l'opinion  de  Montucla.  Mais  Delambrc,  quoiqu'il  fut  généralement  porté  en  faveur  des 
Grecs,  ne  l'a  pas  partagée.  Il  a  même  pensé  qu'il  se  pouvait  qu'Alhasen  n'eût  pas  eu  con- 
naissance de  l'ouvrage  de  Ptolémée,  parce  que  le  sien  lui  est  très-supérieur*.  Quoi  qu'il 
en  soit,  l'ouvrage  d'Alhascn  fait  honneur  aux  Arabes,  et  nous  devons  le  regarder  comme 
ayant  été  l'origine  de  nos  connaissances  en  Optique.  Vitellion,  géomètre  polonais,  Tun  des 
plus  savants  du  Xllh  siècle,  y  a  puisé  utilement  pour  la  composition  de  son  Traité  d'Op- 
tique, le  premier  qu'ait  fait  paraître  un  géomètre  européen. 

On  doit  à  M.  L.  Am.  Sédillot  la  connaissance  récente  d'un  ouvrage  original  des  Arabes, 
intitulé  Traité  des  connues  géométriques,  par  Hassan  ben  Haithem  \ 

Ce  géomètre  florissait  vers  l'an  1009,  et  mourut  au  Caire,  en  1038.  Il  a  composé  un 
commentaire  de  l'Almageste,  et  un  autre  sur  les  définitions  qui  sont  en  tête  des  Eléments 
d'Euclidc. 

Son  Traité  des  connues  est  divisé  en  deux  livres  :  «  Le  premier,  dit-il,  comprend  des 
»  choses  tout  à  fait  neuves  et  dont  le  genre  même  n'a  pas  été  connu  des  anciens  Géomè- 
»  très,  et  le  second  contient  une  suite  de  propositions  analogues  à  celles  qui  ont  été  Crai- 
»  tées  dans  le  livre  des  Data,  mais  qui  ne.se  trouvent  pas  dans  cet  ouvrage  d'Euclide.  » 

Sous  le  titre  de  Prolégomènes,  l'auteur  se  livre  à  une  discussion  métaphysique  sur  ia 

*  Imprimé  à  B&le  en  1572,  avec  la  troisième  édilion  de  TOptique  de  Vilellion,  sous  le  titre  :  Opticœ  thésaurus, 
Alhazeni  Arabis  libri  septem,  nuncprimum  editi,  Ejusdem  liber  de  crepttsculis  el  nubium  ascensionibusJtem 
Vitellionis  Thuringo-Poloni  libri  decem^  à  Fr.  Risnero,  in-fol. 

•  Histoire  de  C Astronomie  ancienne,  p.  412  du  tome  II. 
?  Nouveau  journal  asiatique,  mai  1834. 

La  copie  sur  laquelle  M.  Sédillol  a  fait  celte  traduction  est  du  3  juin  1144;  elle  se  trouve,  avec  six  autres 
opuscules  sur  les  Mathématiques ,  dans  le  manuscrit  arabe,  n**  1104  de  la  Bibliothèque  royale.  M.  Sédillot  promet 
de  faire  connaître  ces  pièces ,  dont  une,  qui  est  le  fragment  d'Algèbre  sur  la  résolution  des  équations  du  troisième 
degréy  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  sera  Fun  des  monuments  les  plus  précieux  de  Thistoire  des  sdenoes 
chez  les  Arabes. 
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définition  des  connues,  leurs  divisions  et  subdivisions,  et  la  nature  des  quantités  aux- 
quelles elles  se  rapportent. 

Ces  préliminaires,  dit  M.  Sédillot,  qui  caractérisent  Tesprit  des  érudits  du  temps  de 
Hassan  ben  Haithem,  permettent  d'apprécier  assez  exactement  la  philosophie  mathéma- 
tique des  Arabes. 

Mais  le  savant  traducteur  ne  nous  fait  connaître  que  le  commencement  de  ces  prolégo- 
mènes, et  nous  ne  voyons  pas  bien  quelle  peut  être  l'application  de  ces  distinctions  subtiles 
4IUX  propositions  de  Géométrie  qui  forment  le  corps  de  Touvrage;  sans  doute  elles  por- 
taient sur  la  forme  même  que  Fauteur  a  donnée  aux  énoncés  de  ces  propositions  ;  mais 
snontraient-elles  l'utilité  de  cette  forme  inusitée,  et  le  caractère  scientifique  ainsi  que  la 
'^raie  destination  de  ces  propositions?  C'est  là  ce  qu'il  nous  importerait  de  savoir. 

Cette  forme  est  la  même  que  celle  des  Données  d'EucIide ,  de  sorte  que  ce  Traité  est 
«jne  imitation  et  une  continuation  du  livre  des  données  du  géomètre  grec;  mais  avec 
c^ette  différence  que  les  propositions  du  premier  livre  «  choses  tout  à  fait  neuves,  et 
cdont  le  genre  même  n'a  pas  été  connu  des  Anciens,  »  roulent  sur  des  propositions  lo- 
^[zaies,  tandis  que  toutes  celles  d'EucIide  étaient  des  théorèmes  ordinaires,  où  tout  est  dé- 
terminé. 

Ainsi,  dans  les  Données  d'EucIide,  Tobjet  d'une  proposition  était  de  démontrer  que 
Celle  chose  (point,  droite,  ou  quantité),  devant  résulter  de  telle  construction  ou  de  telles 
onditions,  était  parfaitement  connue;  et  de  déterminer  la  valeur  et  la  position  de  cette 
hose. 

C'est  là  aussi  l'objet  des  propositions  du  premier  livre  des  connues  de  Hassan  ben  Hai- 
diem;  mais  il  y  a  dans  chaque  question  une  indétermination  de  condition,  résultant  de 
I9  considération  d'un  lieu  géométrique. 
Ces  propositions  sont  de  deux  espèces. 

Dans  les  premières,  il  s'agit  de  démontrer  (|ue  tel  lieu,  formé  par  la  succession  de  points 
éterminés  par  telles  conditions,  est  parfaitement  connu,  ei  de  donner  la  construction 
irecte  et  immédiate  de  ce  lieu. 
Voici  l'énoncé  d'une  proposition  de  cette  espèce  : 

«  Lorsque,  de  deux  points  connus  de  position,  on  mène  deux  lignes  droites  qui  se  coupent 
i  un  point,  oit  elles  forment  un  angle  connu  y  et  qu  ensuite  on  jyrolonge  directement  une 
s  deux  lignes,  si  le  rapport  de  celte  ligne  à  son  prolongement  est  connu,  son  extrémité 
ra  sur  une  circonférence  de  cercle  connue  déposition.  »  (Proposition  7  du  !•'  livre.) 
Dans  toutes  ces  propositions,  le  lieu  géométrique  est  la  ligne  droite  ou  circulaire.  Elles 
raissent  prises,  en  général,  des  Lieux  plans  d'Apollonius. 
Dans  les  propositions  de  la  seconde  espèce,  ce  n'est  pas  le  lieu  géométrique  qu'il  s'agit 
d^  déterminer,  mais  quelque  autre  chose  qui  s'y  rapporte,  et  qui  doit  être  commune  à  une 
i Infinité  de  points  ou  de  lignes,  à  cause  d'une  indétermination  dans  les  conditions  de  con- 
struction. Exemple  : 

«  Lorsque  deux  cercles  connus  sont  tangents,  et  que  l'un  est  dafis  l'intérieur  de  l'autre, 
•«   l'on  mène  au  petit  cercle  une  tangente  dont  l'extrémité  (autre  que  le  point  de  tangence) 
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9oit  terminée  à  la  circonférence  du  grand  cercle,  et  qu'on  joigne  par  une  droite  cette  exiré^ 
mité  au  point  de  tangence  des  deux  cercles ,  le  rapport  de  celte  dernière  ligne  à  la  tangente 
est  un  rapport  connu.  »  (Proposition  19.) 

Cette  dernière  proposition  et  celles  de  son  espèce  sont,  comme  on  le  voit,  dans  le  genre 
des  Porismes  d'Euclide,  entendus  suivant  la  doctrine  de  R.  Simson. 

Les  premières,  qui  sont  différentes,  parce  que  la  chose  à  déterminer  est  le  lieu  géomé- 
trique, répondent  à  Tidée  que  nous  nous  étions  faite  sur  la  nature  et  la  vraie  destination 
de  ces  porismes,  avant  de  connaître  cet  opuscule  du  géomètre  arabe.  (Voir  Note  III.) 

Cet  ouvrage  est  le  seul,  jusqu'à  ce  jour,  qui  nous  ait  présenté  de  l'analogie ,  ou  du  moins 
une  apparence  d'analogie,  avec  le  célèbre  Traité  des  Porismes  d'Euclide.  Cette  circonstance 
lui  donne  du  prix  à  nos  yeux;  et  la  découverte  de  cet  opuscule,  qui  vient  confirmer  en 
quelque  sorte  l'opinion  du  savant  géomètre  Castillon,  qui  pensait  qu'au  XIII*  siècle  le 
Traité  d'Euclide  existait  encore  en  Orient,  nous  permet  du  moins  d'espérer  de  trouver 
encore,  parmi  les  nombreux  manuscrits  arabes,  restés  jusqu'ici  inconnus  au  fond  des 
bibliothèques,  quelques  traces  de  cette  doctrine  des  porismes.  Nous  ne  savons  si  c'est  à 
cette  théorie  que  se  rapporte  un  ouvrage  de  Thébit  ben  Corah,  que  nous  trouvons  indiqué, 
sous  le  titre  suivant,  dans  le  catalogue  des  manuscrits  orientaux  de  la  Bibliothèque  de 
Leyde  :  Datorum  sive  determinatorum  liber  continens  problemata  geometrica.  Cet  ouvrage, 
par  son  titre  et  par  le  nom  de  l'auteur,  se  recommande  à  l'attention  des  Géomètres  qui 
possèdent  la  langue  arabe. 

Toutes  les  propositions  du  second  livre  des  connues  sont  dans  le  genre,  mais  différentes 
de  celles  d'Euclide;  elles  appartiennent,  comme  celles-ci,  à  la  Géométrie  élémentaire  (à  la 
ligne  droite  et  au  cercle);  mais  plusieurs  offrent  un  degré  de  plus  de  difficulté.  Elles  sont 
de  celles  qu'on  propose  aujourd'hui,  comme  exercices,  aux  jeunes  étudiants  qui  possèdent 
déjà  les  éléments  de  la  Géométrie.  Nous  citerons  les  suivantes  : 

Lorsqu'on  a  un  triangle  dont  les  côtés  et  les  angles  sont  connus,  et  qu'on  mène  une 
ligne  du  sommet  à  la  base,  si  le  rapport  du  carré  de  la  ligne  au  rectangle  formé  sur  le$ 
deux  segmefits  de  la  base  est  un  rapport  connu,  la  ligne  menée  sera  connue  de  paeitian. 
(Proposition  15.) 

Lorsque,  sur  la  circonférence  d'un  cercle  connu  de  grandeur  et  de  position,  on  prend  deux 
points  par  lesquels  on  mène  deux  droites  qui  se  rencontrent  en  un  autre  point  de  cette  cir^ 
conférence ,  si  le  produit  des  deux  droites  est  connu,  chacune  de  ces  droites  sera  connue  de 
grandeur  et  de  position.  (Proposition  22.) 

Lorsqu'on  a  deux  cercles  connus  de  grandeur  et  de  position,  et  qu'on  mène  une  droite 
tangente  aux  deux  cercles,  cette  droite  est  connue  de  grandeur  et  de  position.  (Proposi- 
tions 24  et  25,  dernières  de  l'ouvrage.) 

«  Toutes  ces  choses,  dit  en  terminant  Hassan  ben  Haithem,  sont  d'une  utilité  majeure 
pour  la  résolution  des  questions  géométriques,  et  n'ont  été  dites  par  aucun  des  anciens 
Géomètres.  » 

Cet  ouvrage  mérite,  par  sa  nature,  d'être  placé  entre  les  Données  el  les  Porismes  d*£u- 
lide,  et  les  Lieux  plans  d'Apollonius,  d'une  part,  et  les  ouvrages  de  R.  Simson  et  de 
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Stewart,  de  Tautre;  il  forme  comme  eux  des  compléments  de  la  Créomélrie  élémentaire, 
destinés  à  faciliter  la  résolution  des  problèmes. 

On  a  cru  trouver,  dans  cet  ouvrage  de  Hassan  ben  Haithem,  de  Tanalogie  avec  la  Géomé- 
trie de  position  «  comme  d'Alembert  et  Garnot  Tout  entendue.  »  Mais  nous  ne  pouvons 
voir  dans  la  pensée  de  d'AIembert,  qui  lui-même  en  reconnaissait  la  réalisation  contraire 
à  la  nature  de  TAIgèbre  S  dans  la  Géométrie  de  position  de  Carnot,  et  dans  Touvrage  du 
géomètre  arabe,  une  telle  analogie.  Carnot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  a  eu  principa- 
lement en  vue  d'établir  la  véritable  théorie  des  quantités  négatives;  et  la  Géométrie  de 
position  ne  fut,  dans  son  esprit,  et  dans  le  fait,  que  la  Géométrie  ordinaire,  dans  laquelle, 
d'après  celte  doctrine  des  quantités  négatives,  une  seule  démonstration,  établie  sur  un 
ôiat suflisamment  général  d'une  figure,  devait  s'appliquer  immédiatement,  et  sans  nou- 
veaux frais,  à  toute  autre  forme  de  la  figure  ^. 

C'est  à  ce  caractère  nouveau  de  généralité,  de  facilité  et  de  brièveté,  et  à  la  nature  des 
ihéones  et  des  nombreuses  propositions  nouvelles  que  contenait  l'ouvrage  de  Carnot,  qui! 
a  dû  son  importance  scientifique  et  l'heureuse  influence  qu'il  a  eue  sur  les  progrès  de  la 
Géométrie  pure. 

Sans  mettre  en  œuvre  l'idée  de  d'Alembert,  le  livre  de  Carnot  n'a  donc  aucune  analogie 
avoc  l'ouvrage  du  géomètre  arabe  sur  les  connues  géométriques. 

Nous  ne  pouvons  terminer  notre  aperçu  des  travaux  des  Arabes,  en  Géométrie,  sans  dire 
uffB     mot  du  célèbre  Astronome  et  Géomètre  persan  Nassir  Eddin  de  Thus  (1201-1274), 
doEil  les  ouvrages,  qui  traitent  de  toutes  les  parties  des  connaissances  humaines,  sont 
écwrits  en  langue  arabe.  On  y  remarque,  outre  ceux  qui  se  rapportent  à  l'Astronomie,  des 
^■■^•^Juctions  de  plusieurs  ouvrages  grecs,  d'Euclide,  d'Arcliimède  et  de  Théodose;  un  traité 
^'-Al|çèbre  et  un  compendium  d'Arithmétique  et  d'Algèbre.  De  tous  ces  ouvrages,  les  élé- 
"^^its  d'Euclide  seuls  ont  été  publiés  dans  la  célèbre  imprimerie  des  Médicis  (Rome, 
1  ÎS94.^  in-fol.),  avec  les  commentaires  de  Nassir  Eddin,  qui  sont  estimés  et  qui,  contenant 
plusieurs  démonstrations  nouvelles  des  propositions  d'Euclide,  ont  servi  à  plusieurs 
^^^^^Jrs  modernes,  dans  le  temps  où  la  connaissance  de  la  langue  arabe  était  plus  répan- 
due   <^u'aujourd'hui.  On  y  distingue  une  démonstration  du  cinquième  postulatum,  qur 
^^^llîs  a  trouvée  ingénieuse,  et  qu'il  a  reproduite  dans  le  tome  II  de  ses  œuvres. 

^11  serait  à  souhaiter  que  ron  trouvât  moyen  de  faire  entrer  la  situation  dans  ie  calcul  des  problèmes;  cela 
_^^  ^^cinplifierail  extrêmement  pour  la  plupart;  mais  Tétatet  la  nature  de  Panaljse  algébrique  ne  paraissent  pas  le 
^Itre.  o  ( Encyc/op^ je,  article  siTDATioif) 

'^it  là  une  véritable  innovation  que  n'avaient  point  osé  se  permettre,  quelques  années  auparavant,  deux 

Mnaticiens  qui  avaient  Tait,  de  la  Géométrie  pure,  Tobjct  spécial  de  leur  travaux,  et  qui  lui  avaient  dû  leur 

ité.  Noos  voulons  parler  de  R.  Simson  et  de  Stcwart  qui  donnaient ,  d'une  proposition ,  autant  de  démonslra- 

■^^  C|aela  figure  à  laquelle  elle  se  rapportait  prenait  de  formes  différentes  par  le  changement  de  position  respec- 

^^  ses  parties.  Carnot,  au  contraire,  après  avoir  démontré  une  proposition  sur  une  figure  considérée  dans  uo 

^  K^oéral  de  construction ,  montrait  ce  que  devenaient  cette  proposition  et  les  formules  qui  Texprimaient,  ou 

^^3  rapportaient,  quand  la  figure  changeait  de  forme  par  le  changement  de  position  de  ses  différentes  parties 


«Nouvelles  formules,  quMl  appelait  corrélatives,  par  rapport  k  la  première,  et  qu'il  déduisait  immédiatement 
^^^le-ci,  sans  démonstration,  auraient  été  démontrées  directement  comme  la  première  elle-même ,  par  Simson 
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De  ce  qui  précède  nous  conclurons,  en  résumé  : 

Que  les  Arabes  ont  montré  une  grande  estime  et  un  goût  prononcé  pour  les  sciences 
mathématiques; 

Qu'ils  ont  eu  une  connaissance  complète  des  ouvrages  et  du  savoir  des  Géomètres 
grecs  ; 

Qu'ils  ont  perfectionné  la  Trigonométrie  d'une  manière  notable,  et  que  cette  partie  de 
la  Géométrie  a  reçu  d  eux  sa  forme  moderne,  indispensable  pour  les  progrés  de  l'Astro- 
nomie ; 

Qu'ils  ne  paraissent  pas  avoir  été  au  delà  des  Grecs  dans  les  autres  parties  de  la  Géo- 
métrie, soit  parce  qu'ils  n  ont  pas  eu  le  génie  inventeur,  soit  parce  que, ayant  acquis  rapi- 
dement de  grandes  connaissances  dans  toutes  les  parties  des  sciences,  ils  ne  se  sont  pas 
donné  la  peine  de  chercher  à  en  reculer  les  limites; 

Mais  qu'ils  ont  eu,  sous  un  autre  rapport,  un  véritable  avantage  sur  les  Grecs; 

Qu'ils  ont  possédé  l'Algèbre  des  Indiens,  et  qu'ils  ont  connu  l'application  de  l'Algèbre 
à  la  Géométrie  ; 

Que  leurs  travaux  en  ce  genre  ont  été  poussés  jusqu'à  la  solution  des  équations  du 
troisième  degré  par  une  construction  géométrique; 

Enfin^  qu'en  traitant  l'une  par  l'autre,  et  par  les  secours  que  ces  deux  parties  se  prê- 
taient mutuellement,  la  Géométrie  des  Grecs  et  l'Algèbre  des  Hindous,  ils  ont  empreint 
leur  science  mathématique  d'un  caractère  propre ,  caractère  original  qu'ils  ont  transmis 
aux  Européens,  et  qu'il  faut  prendre  entre  les  mains  de  ceux-ci  pour  l'origine  et  le  fonde- 
ment de  la  supériorité  rapidement  acquise  au  XVI"  siècle  sur  les  Géomètres  de  TAnti- 
quité. 


GÉOMÉTRIE  CHEZ  LES  OCCIDENTAUX,  AU  MOYEN  AGE. 

Pendant  que  les  Arabes  fournissaient  une  rapide  et  brillante  carrière  dans  les  sciences, 
les  Européens  étaient  plongés  dans  l'ignorance.  Ainsi,  après  Isidore  de  Séville,  qui  est  le 
dernier  que  nous  ayons  nommé  dans  notre  aperçu  sur  les  travaux  des  Latins,  peu  d'écri- 
vains, jusqu'au  XII'  siècle,  nous  ont  laissé  quelques  traces,  non-seulement  de  la  culture, 
mais  de  quelques  connaissances  des  sciences.  Vers  cette  époque,  un  premier  mouvement 
intellectuel  s'opéra  en  Europe,  et  de  nombreux  efforts  furent  faits  pour  y  transporter  les 
sciences  anciennes  de  la  Grèce,  conservées  et  cultivées  par  les  Arabes.  Ce  mouvement  se 
reproduisit  avec  une  nouvelle  énergie  vers  le  milieu  du  XV'^  siècle;  et,  favorisé  alors  par 
la  connaissance  que  l'on  eut  des  manuscrits  grecs,  prépara  les  grandes  découvertes  du 
XVP  siècle,  d'où  date  l'immense  supériorité  des  Modernes  sur  les  Anciens,  dans  les 
sciences  mathématiques. 

Nous  allons  jeter  un  coup  d'oeil  rapide  sur  les  travaux  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie 
pendant  cet  intervalle  de  huit  cents  ans. 
viii«MEu.K.       Au  commencement  du  VHP  siècle,  Bède  eut  une  grande  érudition  pour  son  temps, 
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Cl  écrivit  sur  beaucoup  de  matières  différentes.  Ses  ouvrages  qui  se  rapportent  aux  Mathé- 
matiques sont  :  l""  deux  Traités  sur  la  Musique  tiiéorique  et  pratique;  S""  différentes  pièces 
sur  TAstronomie,  où  Ton  distingue  un  petit  écrit  De  circulis  sphœrœ  et  polOj  un  de  Gnomo- 
nique  y  sous  le  titre  De  mensurâ  horologii,  et  un  De  astrolabio,  où  il  se  sert  de  construc- 
tions graphiques;  S**  et  enfin  quelques  pièces  sur  l'Arithmétique.  L'une  d  elles,  intitulée  De 
arilhmeticîs  numeriSy  est  un  extrait,  extrêmement  succinct,  de  quelques  définitions  prises 
des  Traités  d*Ariihmétique  d'Apulée  et  de  Boèce,  dont  les  noms  sont  cités  par  Bèdc.  Une 
autre,  De  loquelà  pergeslum  digitorutHy  montre  à  compter  par  les  doigts  et  leurs  articula- 
tions. Ce  livre  a  été  emprunté  et  reproduit  par  divers  auteurs. 

Une  troisième,  qui  nous  parait  offrir  aujourd'hui  le  plus  d'intérêt  dans  le  volumineux 
recueil  des  œuvres  de  Bède,  est  le  Traité  De  numerorum  divisioney  auquel  on  a  fait  jus- 
qu'ici si  peu  d'attention,  (|ue  les  écrivains  qui  en  ont  rendu  compte  se  sont  mépris  sur  son 
contenu  ^  Ce  Traité  est  précisément  le  même  que  celui  qui  fait  suite  à  la  F^etire  de  Gerbert 
à  Constantin,  où  généralement  on  a  cru  voir  l'exposition  de  notre  système  de  numération. 
Est-il  de  Bède  ou  de  Gerbert?  Nous  avons  déjà  soulevé  cette  question,  en  parlant  du  pas- 
sage de  la  Géométrie  de  Boèce  relatif  au  même  système  de  numération,  et  dont  ce  Traité 
nous  a  semblé  être  une  imitation  et  un  développement  :  du  moins  l'un  et  l'autre  roulent 
sur  la  même  matière,  et  ont,  à  notre  sens,  la  même  origine  ^.  Du  reste  on  trouve,  dans  les 
manuscrits  anciens  de  Bède,  les  chiffres  arabes  comme  dans  ceux  de  Boèce.  {Wallis,  de 
€Llgebrà  tractatus^  cap.  IV.) 

Enfin,  les  œuvres  de  Bède  contiennent  un  livrjc  De  arilhmeticis  propositionibus,  où  l'on 
trouve  d'abord  différentes  manières  de  deviner  un  nombre  qui  a  été  pensé  ;  et  ensuite  un 
sssez  grand  nombre  de  questions  arithmétiques,  ad  acuendos  juvenes ,  est-il  dit,  et  qui 
prouvent  l'intention  d'entretenir  la  culture  des  Mathématiques.  Mais  on  voit  dans  quel  état 
déplorable  elles  étaient  tombées,  par  les  règles  dont  l'auteur  se  sert  pour  calculer  l'aire 
^u  triangle  et  du  quadrilatère.  Nous  avons  rapporté  ces  règles  en  parlant  des  ouvrages  de 
Srabmegupta. 

*  Montucla,  Histoires  des  Mathématiques,  t.  I,  p.  495  :  a  Bède  fut  auteur  d'un  livre  d'arithmétique  intitulé 
numeris;  et  d'un  aulre,  De  numerorum  divisione,  par  lequel  on  voit  combien  dans  son  temps  cette  opéra- 

jon  était  embarrassée.  •  —  Delambre,  Histoire  de  P  Astronomie  ancienne ,  1. 1,  p.  321  «  Dans  ce  chapitre  {Delà 
ivision  des  nombres),  Bède  enseigne  à  se  servir  des  doigts  et  de  leurs  articulations ,  pour  faciliter  les  divisions 
les  multiplications.  » 

*  Noos  nous  empressons  de  réparer  ici  une  erreur  que  nous  avons  faite, en  disant,  précédemment,  que  l'on 
i^ayait  point  encore  remarqué  que  la  Lettre  de  Gerbert  se  trouvait  dans  les  oeuvres  de  Bède.  Nous  ne  nous  étions 

aperçu  alors  que  la  remarque  eu  avait  été  faite  par  Andrès,  dans  son  ouvrage  DeiC  origine,  de  progressi,  e 

ilo  stato  attuale  dogni  litteratura;  Parme,  7  vol.  in-4«',  1782-1 799 ;oii  il  s'exprime  ainsi  :  Maèda  osservarsi, 

ià  che  non  vedo  riflettulo  ne  da  matematici,  ne  da  crilici^che  taie  letlera  riportata  fra  le  Gerberziane  è  quella 

affatto ,  che  si  ritrova  nelle  opère  di  Beda  al  principio  del  libro  De  numerorum  divisione  ad  constan- 

tum;  ne  io  voglio  décider  e  se  sia  da  riporsi  fra  le  opère  di  Gerberto  owerfra  quelle  di  Beda  (t.  IV,  p.  53). 

Mais  Andrès  ne  parle  que  de  la  Lettre  même,  et  non  du  Traité  qui  lui  fait  suite;  Traité  qu'il  n'a  connu  que 

^ns  les  œuvres  de  Bède,  et  qu'il  n'a  pas  su  être  le  même  que  celui  qu'on  altribue  à  Gerbert. 

Nous  ajouterons  enfin  que  ce  célèbre  historien,  qui  a  commenté  longuement  le  passage  de  Boèce ,  pour  prouver 
ii'il  ne  peut  en  aucune  manière  s'appliquer  k  notre  système  de  numération  (t.  IV,  pp.  41-45),  n*a  pas  remarqué 
analogie  avec  le  Traité  De  numerorum  divisione  en  question. 


«04  NOTES. 

Le  livre  De  arithmeticis  propositionibus  a  élé  revendiqué  pour  Aleuin ,  et  compris  dans 
ses  œuvres.  La  question  de  propriélé  ici  est  sans  intérêt. 

Aleuin,  disciple  de  Bède,  fut,  comme  lui,  un  prodige  d*érudition  dans  son  temps.  Nous 
nous  bornerons  ici  à  dire  qu'il  a  écrit  sur  les  sept  arts  libéraux,  et  en  particulier  sur  TAs- 
tronomie.  11  ne  nous  est  parvenu  de  ces  ouvrages  que  les  parties  qui  traitent  de  la  Gram- 
maire et  de  la  Rhétorique;  on  reconnaît  qu'elles  sont  imitées  des  écrits  de  Cassiodore.  La 
célébrité  qu'Alcuin  a  conservée  provient  surtout  de  la  part  qu'il  a  prise  dans  la  fondation 
des  Universités  de  Paris  et  de  Pavic,  et  dans  les  eiïorts  de  Gharlemagne  pour  résister 
au  torrent  des  ténèbres  qui  se  répandaient  sur  l'Europe,  et  pour  rallumer  le  flambeau 
de  la  science. 

Mais  la  scolaslique  prenait  naissance,  et  l'élément  religieux  qui  lui  servait  de  base  fut 
tout-puissant  et  occupa  exclusivement  les  esprits.  Aussi,  chose  très-remarquable  dans  l'his- 
toire, aux  efforts  mêmes  de  Gharlemagne  succéda  précisément  l'époque  de  la  plus  profonde 
ignorance.  Elle  dura  près  de  deux  siècles. 
X*  SIÈCLE.  Pendant  ce  temps  l'histoire  ne  prononce  guère  que  le  nom  de  Gerbert  (qui  devint  pape 
en  999  et  mourut  en  1005),  et  de  quelques-uns  de  ses  disciples.  Ce  moine,  à  l'exemple 
des  sages  de  la  Grèce  qui  avaient  été  s'instruire  en  Egypte,  alla  aussi  s'instruire  en 
Espagne,  seul  point  de  l'Europe  où  les  sciences,  importées  de  l'Orient,  fussent  cultivées 
par  les  Sarrasins.  De  retour  en  France,  il  répandit  avec  ardeur  ses  connaissances.  Elles 
tenaient  du  prodige  aux  yeux  de  ses  contemporains,  au  point  qu'il  fut  accusé  de  magie. 
Mais  cela  montre  combien  l'ignorance  était  profonde  alors,  car  on  doit  convenir  que 
l'ouvrage  de  Gerbert  sur  la  Géométrie  et  ses  Traités  de  la  Sphère,  de  TAstrolabe  et  des 
Cadrans  solaires,  ne  roulent  que  sur  les  matières  les  plus  élémentaires  de  la  science,  et 
ne  comportent  que  des  connaissances  très-superflcielles.  Le  contraste  que  ces  ouvrages 
présentent  avec  l'état  avancé  des  sciences,  à  cette  époque,  chez  les  Arabes  de  Sévilie  el  de 
Gordoue,  fait  douter  que  ce  fut  d'eux  que  Gerbert  ait  reçu  ses  connaissances,  comme  on 
a  coutume  de  le  répéter  d'après  Guillaume  de  Malmesbury.  On  y  reconnaît  plutôt,  surtout 
dans  sa  Géométrie,  une  imitation  et  un  commentaire  des  ouvrages  de  Boèce,  qu'un  reflet 
du  savoir  et  des  méthodes  arabes  ^  dont  nous  ne  trouverons  les  premiers  germes ,  en 
France,  qu'au  XII"  siècle. 

*  Cette  observation  s*accorde  avec  celle  de  Goujel,  qui  dit  que  le  voyage  de  Gerbert  en  Espagne  est  réel ,  mais 
que  le  motif  qu*on  en  donne  ne  Test  pas  (De  Vélat  des  sciences  en  France  depuis  la  mort  de  Charhmagne 
jusqu'à  celle  du  roi  Robert,  pag.  55). 

Andrès,  au  contraire,  qui  a  attaché  une  grande  importance  historique  aux  connaissances  et  aux  travaux  de 
Gerbeit,  leur  attribue  une  origine  arabe,  en  supposant  toutefois  que  ce  n*étaient  pas  précisément  les  SarrasîDi 
qui  avaient  été  les  maîtres  de  Gerbert,  mais  bien  les  chrétiens  espagnols,  leurs  disciples, qui  ne  pouvaient  ensei- 
gner aussi  que  les  sciences  el  les  méthodes  des  Arabes.  •  Quesie  ragioni  mi  fanno  congetturare  non  «enaa 
qualche  probabilità ,  che  quel  dotio  e  grande uomo  chefu  Gerberto  tutto  egli  sifece  solto  la  disciplina  de'  eriUiani 
spagnuoli,  sensa  avère  avuto  bisogno  di  mewiicare  il  soccorso  dalle  scuole  de^  Saraceni.  Ma  quaniunquê 
spagnuoli  fossero  i  maeslri  di  Gerberto ,  arabica  pur  era  la  dottrina ,  ch'ei  trasse  dalle  Spagne  e  communicà 
aile  Gallie  ed  all'Italia.  La  scienza  favorita  di  lui  era  la  maiematica;  e  la  matematicay  que  ei  $9peva  m 
Ispagna,  tutta  venive  délie  scuole  e  da'  libri  de  Saraceni.  Se  veroè,  che  Gerberto  délia  Spagna  aile  suuoh 
Europee  recasse  Varithmetica  arabica,  colla  quak  focili  divenivano  moite  operazionifehe  nettanUtO  fMfjfJQ 
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A  la  suite  de  la  Géométrie,  est  un  petit  écrit  intitulé  :  Gerbef^ti  epistçla  ad  Àdol- 
boldum  de  causa  dwersitatis  arearum  in  trigono  œquilalero  geometricè  arithmelicève 
expenso.  Gerbcrt  explique  que  la  formule  géométrique,  ^l'^ 3,  de  Taire  du  triangle  équila- 
téral,  est  exacte,  et  que  la  formule  arithmétique,  ^^^^,  ne  Test  pas,  et  qu'elle  n'est  qu'ap- 
proximative. Dans  son  explication  Gcrbert  conmiet  une  erreur,  car  c'est  la  formule 
^-j^-^Y^qui  devait  résulter  de  son  raisonnement;  et  celle-ci  est  véritablement  approxi- 
mative. Car  si  on  la  rend  homogène)  en  y  introduisant  l'unité  de  mesure  linéaire,  que 
nous  appellerons  ô,  elle  devient  "*"^°^'^;  et  celle-ci  approche  d'autant  plus  de  l'expres- 
sion ^1^3,  qui  est  l'aire  exacte  du  triangle,  que  S  est  plus  petit. 

On  voit,  par  cette  analyse  de  la  Géométrie  de  Gerbert,  qu'elle  est  dans  le  genre  des  écrits 
de  Boèce  et  de  Bède;  et  qu'on  n'y  peut  reconnaître  l'origine  arabe  qu'on  a  attribuée  légè- 
rement, et  sans  critique,  aux  connaissances  scientifiques  de  l'auteur. 

H  parait  que  Gerbert  a  beaucoup  écrit  sur  l'Arithmétique,  particulièrement  sur  un  sys- 
tème de  numération,  différent  du  système  latin  alors  en  usage;  et  c'est  pour  cela  principa- 
lement que  son  nom  est  resté  célèbre  dans  Thistoire  des  sciences.  Nous  avons  parlé,  au 
sujet  du  passage  de  la  Géométrie  de  Boèce,  du  Traité  De  nnmerorum  dimsioncy  qu'on  lui 
attribue  ^  ;  et,  en  remarquant  que  cette  pièce  se  trouve  dans  les  deux  éditions  que  l'on  a 
des  œuvres  de  Bède,  nous  avons  eu  la  pensée  qu'elle  pourrait  être  de  ce  dernier.  Mais 
Gerbert  et  ses  disciples  ont  laissé  plusieurs  autres  écrits  sur  le  même  sujet,  qui  prouvent 
qu'ils  avaient  alors  une  grande  connaissance  des  procédés  du  calcul  dans  ce  système  de 
numération,  qu'ils  appelaient  le  système  de  V Abaque.  Les  écrits  de  Gerbert,  qui  la  plu- 
part se  trouvent  dans  la  Bibliothèque  du  Vatican,  sont  intitulés  :  l""  Gerberti scholastici 
Abacus  covipositus;  2»  De  nvmeris;  3°  Regulœ  Abaci;  4"  Fragmentum  Gerberti  regulœ 
de  Abaco;  5°  Gerberti  arithmetica.  Le  premier,  Abacus  composituSy  existe  dans  plusieurs 
autres  bibliothèques.  Pez  ayant  trouvé  ù  sa  suite,  dans  la  Bibliothèque  de  l'Abbaye  de 
S*-Emeran,  à  Ratisbonne,  une  autre  pièce  intitulée  :  G.  Liber  subtilissimtis  de  Arithme- 
tica ^  l'a  attribuée,  à  cause  de  l'initiale  ti,  à  Gerbert.  Dans  ce  manuscrit  de  Ratisbonne,  le 
Traité  de  VAbaais  porte  aussi  le  nom  d'Algorismus;  il  est  adressé  à  lempereur  Otiion  III K 
La  Bibliothèque  de  Leyde  possède  deux  manuscrits  provenant  de  Seahger  et  de  Vossius, 
dont  le  premier  est  intitulé.  :  LibeUus  multiplicatiunum,  in  quo  epistola  Gerberti  ad  Con- 
stautinum  de  doctrinâ  Abaci;  et  le  second  :  Gerberti  de  Divisionibus  cum  notis  ad  illas. 

(GaTALOGUS  BlBLlOTHECiE  UMVERSITATIS  LUGDUNO-BATAViE ,  pag.  341   Ct  390.) 

Quant  au  Traité  De  numei^orum  divisione,  il  est  assez  singulier  qu'il  ne  se  trouve  sous 
ce  litre  dans  aucun  des  grands  dépôts  littéraires;  du  moins  on  ne  le  cite  dans  aucun  cata- 

Gerbcrt  qui  existent  à  la  Bibliothèque  royale  de  Paris  (u»*  7185  et  7577  c),  nous  n'avons  vu  que  les  chimret 
romains,  et  les  signes  par  lesqut  Is  les  Latins  représ«  niaient  les  fractions.  Ces  signes  ont  été  rapportes  lidètement 
par  Pez,  dans  son  édition  de  la  Géométrie  de  Gerl)ert. 

*  Le  premier  éditeur  des  letiies  de  Gerbert  a  rapporté,  à  la  suite  de  la  161  «  et  dernière  lettre,  les  premièret 
lignes  de  ce  Traite.  Le  second  éditeur,  en  conservant  la  It^ttre,  en  a  supprimé  ces  premières  lignes. 

*  Gerberti  Abacus  seu  Algorismus  ad  Ottonem  imp,  (Voir  Thésaurus  anecdotorum  navissimus^  t.  I|  DIsser- 
'  tatioisagogica,  p.  xxxviii.) 
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logue»8ous  ce  titre,  disons-nous.  Cette  circonstance  avait  contribué  à  nous  luire  supposer 

que  ce  Traité  pourrait  être  de  Hède,  tout  en  reconucnissant  que  le  procédé  de  calcul  sur 

lequel  il  roule  éiait  familier  à  Gerbert  ^  Quel  quen  soit  Fauteur,  nous  persistons  à  le 

regarder  comme  imité  du  passage  de  Boèce  sur  le  même  sujet,  et  A  penser  qu'il  roule  sm* 

fin  système  de  numération  qui  ne  diiïère  du  nôtre  qu'en  un  seul  point,  remploi  du  zéro 

nui  y  a  été  introduit  postérieurement,  et  a  permis  alors  de  supprimer  les  colonnes.  Dans 

celle  manière  de  voir,  il  ne  resterait  a  résoudre,  au  sujet  de  cet  Abacxis,  que  la  question  de 

savoir  si  cette  innovation  heureuse,  l'emploi  du  zéro,  a  été  un  perfectionnement  direct  du 

sjrslème  même  de  VAbaquCy  ou  bien  si  les  Européens  Font  prise  dans  TArithmélique  arabe, 

vers  le  XI*  ou  le  XII-  siècle. 

Plusieurs  contemporains  de  Gerbert,  qu'on  regarde  comme  ayant  été  ses  disciples,  ont 

écrit  sur  l'Arithinctique  pratiquée  dans  le  système  de  Y  Abaque,  Tels  sont  Adalbolde, 

«e  d'Utrecht,  Heriger,  abbé  de  Laubes,  et  Bernelin. 

II  reste  du  premier,  dans  la  Bibliothèque  du  Vatican,  un  écrit  intitulé  :  Alboldi  ad  Ger- 

'imâtn  scholasticum  de  Axtronomiày  seu  Abaco  2.  On  trouve,  dans  le  tome  III  dti  The- 

"•^«««rtM  anecdotorum  novissimus  de  Pez  (2**  part.,  p.  86),  un  autre  écrit  d'Adalbolde  inti- 

*■-■  l«    :  Libellus  de  ralione  inveniendi  crassiludinem  »phœrœ,  où  il  donne,  pour  le  volume  de 

'a     sphère,  la  formule  D'  ^j  »  D  étant  le  diamètre,  qui  a  pour  base  le  rapport  d'Archimède. 

*^^r^s  son  calcul  numérique  Adalbolde  se  sert,  comme  Gerbert  dans  sa  Géométrie,  des 

«tères  romains  qui  exprimaient  les  fractions  ^i^'^»  etc. 

ériger  comihenta  VAbacus  de  Gerbert,  dans  un  écrit  qui  se  trouve  dans  la  Bibliothèque 
L^yde,  sous  le  titre  :  Ratio  Abacisvcundiivi  divum  Hcrigerum  ^, 

emelin  avait  écrit  sur  la  Musique,  la  Géoniéti*ie  et  l'Arithmétique,  un  ouvrage  inscrit 

s  la  BibltQthèque  du  Vatican,  sous  le  titre  :  Birnelini  Abaci,  Musica,  Arithmelica  et 

^letria  ♦;  et  un  autre  Traité  en  quatre  livres.  De  Abaco  et  muuei^is,  que  Vignier,  dans 

ibliothèque  historiale,  assure  que  le  célèbi'c  jurisconsulte  Pierre  Pithou  avait  possédé  ^. 


M)eux  exemplaires  de  cet  écrit ,  qui  se  trouvent  à  la  Bibliothèque  royale  de  Paris,  sous  d'autres  titres,  portent 

m  de  Gerbert,  ajouté,  il  est  vrai,  à  une  époque  rapprochée  :  le  premier  est  intitule  Haiionea  numéro- 

Abaci  (manuscrit  n<*  66i0);  ei  le  second,  TracUitus  de  Abaco  (u<*  71h9  A).  Nous  sup|K)sons  qu'une  partie 

vnanuscrits  dont  nous  avons  rapporté  les  titres  ci-dessus,  |>articulièrenieut  ceux  de  la  Bibliothèque  de 

^^e,  ne  sont  aussi  que  ce  même  Traité  De  numerorum  dîvisione. 

Jfontfaucon,  Bibiiotheca  bibliothecarum  manuscriplorum  nova^  t.  I,  p.  87. 
Histoire  littéraire  de  la  France,  t.  Vil,  p.  200. 

Nontfaucon,  ibid.,  t.  1,  p.  24  :  on  voit,  à  la  page  110,  que  la  Bibliothèque  du  Vatican  i>osscde  d'autres  pièces 
^ïnéme  auteur,  sous  le  tHre  :  Dernelinus  junor  de  Abaco  et  alia  plurima. 

Noos  allous  rapporter  ce  passage  de  Vignier,  auquel  il  ne  paiait  pas  qu*on  ait  fait  attention ,  et  qui  cependant 
importance  hi>torique qui  n*est  point  à  dédaigner;  car  il  nous  prouve  (|u'au  XVJ«  siècle  on  regardait  nos 
rps,  et  notre  système  de  numération,  comme  dérivant,  sinon  du  système  même  de  V Abaque,  du  moins  de  la 
origine  que  lui  ;  ce  passage  vient  à  Tappui  de  Pinterprétation  que  nous  avons  donnée  de  VAbacus  de  Boèce  : 
GfTlM'rt,  dit  Vignier,  eut  encore  un  autre  sien  compagnon  ou  disciple  es  sciences  géométri(|ues  et  matlié- 
latiques  nommé  Dernelinus,  qui  comi>osa  quatre  livres  De  Abaco  et  numeris.  Desquels  se  |>eult  apprendre 
^Nrigine  de  <*.hiffrc  dont  nous  usons  aujourd'hui  es  comptes  d'arithmétique.  Les<|uels  livres  M.  Savoye  Pithou 
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On  voit,  dans  le  lonie  Xll  de  V Histoire  littéraire  de  la  France^  écrit  en  1773,  qu  alors  un 
exemplaire  de  cet  ouvrage  se  trouvait  dans  TAbbaye  de  Saint- Victor,  de  Paris.  La  préface 
avait  pour  litre  :  Incipit  prœfalio  libri  Abaci  quem  junior  Bernelinus  edidit  Parisiis  •. 
C'est  peut-être  encore  à  ce  Traité  de  TAbaque  que  se  rapporte  une  autre  pièce  de  Bemelin 
qui  se  trouve  dans  la  Bibliothèque  de  Leyde,  à  la  suite  de  VAbacus  de  Gerbert,  sous 
le  titre  :  Scolica  (Scholia  probablement)  Bernelini  Parisiis  ad  Amelium  suum  édita  de 
minutiis. 

On  cite  encore  un  moine  nommé  Halber  qui,  dans  le  même  temps,  a  aussi  écrit  sur 
VAbacus  de  Gerbert.  (Histoire  littéraire  de  la  France,  t.  VII,  p.  138.) 

Il  serait  bien  utile,  pour  éclaircir  enfin  les  questions  historiques  relatives  à  lorigine  et 
a  l'introduction  en  Europe  de  notre  Arithmétique,  et  particulièrement  à  ce  système  de 
V Abaque,  qui  tient  une  grande  place  dans  Thistoire  littéraire  du  X''  siècle,  et  qui  probable- 
ment n  était  que  renouvelé,  après  plusieurs  siècles  d'oubli,  des  ouvrages  de  Boèce,  et  de 
quelques  auteurs  du  même  temps  ^,  qui  eux-mêmes  le  tenaient  de  Técole  de  Pythagore, 
ainsi  que  le  dit  Boèce  ^,  il  serait  utile,  dis-je,  que  Ion  mit  au  jour  les  différentes  pièces  de 
(ierbert  et  de  ses  disciples,  dont  nous  avons  rapporté  les  titres  ci-dessus,  et  que  Ton  fît 
attention,  dans  les  bibliothèques  de  manuscrits,  aux  pièces  semblables  que  cerlaîneraent 
on  y  devra  découvrir. 
xr  SIÈCLE.  Au  XI"*  siècle,  Hermann  Contractus  se  fit  un  nom  par  différents  écrits  sur  les  Malhé* 
matiques,  dont  un  sur  la  Quadrature  du  cercle,  et  un  sur  l'Astrolabe.  Celui-ci,  en  deux 
livres,  qui  traitent  de  la  construction  et  de  Fusage  de  l'Astrolable,  a  été  imprimé  dans  le 
tome  m  du  Tliesaurus  novissimus  de  Pez.  Wallis  dit,  dans  son  histoire  de  l'Algèbre,  qu'un 
passage  d'un  manuscrit  ancien,  de  la  Bibliothèque  Bodiéienne,  l'autorise  à  penser  que 

'>  m'a  assuré  avoir  eu  sa  bibliothèque,  et  recognoistre  en  iceux  un  sçavoir  et  intelligence  admirable  de  la  science 
^  qu'ils  traitent.  Et  pour  ce  qu'avec  ceux  là  furent  encore  fort  renommés  au  même  temps  en  la  France  plusieurs 
»>  autres  grands  personnages,  in  cause  de  leur  grand  sçavoir  es  mêmes  sciences  philosophiques  et  matbématiqaes , 
-  comme,  etc.  »  (Bibliothèque  hisloriale,  3  vol.  in-fol.;  Paris  1588;  second  vol.  p.  G4i.) 

*  Il  existait,  dans  la  Bibliothèque  de  TAbbaye  de  Saint-Viclor,  un  autre  Traité  de  V Abaque,  que  Montfaucoti 
inscrit  sous  le  tilre  :  Badulphi  Laudunensis  de  Abaco  (Bib.  bib.  t.  II,  p.  1374.) 

*  Par  exemple  nous  sommes  porté  à  croire  que  Victorius,  mathématicien  contemporain  de  Boèce,  avait  aussi 
écrit  sur  ce  système,  ou  du  moins  avait  laissé  des  calculs  qui  s'y  rapportaient;  et  que  c'est  à  ce  sujet  que 
Gerbert  et  ses  disciples  citent  souvent  le  calcul  de  Victorius  et  sa  brièveté,  car  il  ne  paraît  pas  que  cela  doive 
s*entendre  du  nouveau  canon  pascal  que  Victorius  avait  calculé. 

'  Il  n'est  pas  rare  de  trouver,  dans  l'Iiistoire  des  sciences,  des  idées,  des  principes,  des  théories  même,  qui 
ont  paru  et  disparu  ainsi ,  plusieurs  fois  et  à  de  longs  intervalles,  avant  de  trouver  un  sol  préparé  pour  y  jeter  de 
profondes  racines  ei  prendre  une  existence  durable.  Les  polygones  étoiles  nous  offrent  un  exemple  de  pareilles 
intermissions.  Considérée  d'abord  dans  l'École  de  Pythagore,  et  oubliée  pendant  dix  siècles,  r^/ot/cr  pentagonale 
reprend  naissance  dans  la  Géométrie  de  Boèce;  oubliée  encore  pendant  six  siècles,  elle  doit  une  nouveUevieà 
Campanus;  un  siècle  après  elle  produit  la  théorie  des  [K)\ygones  égrédients;  deux  siècles  plus  tard,  le  nom  et  les 
travaux  mémorables  de  Kepler  semblent  devoir  assurer  un  rôle  brillant  et  durable  à  cette  théorie,  qui  pourtant 
i*etombe  dans  un  oubli  complet  pendant  deux  siècles,  pour  reprendre  enfin  Pexistence  impérissable  que  lui  assurent 
les  considérations  analytiques  qui  l'unissent  à  la  théorie  des  polygones  ordinaires. 


NOTES.  809 

Hermann  Contractus  eonnaissail  notre  système  de  numération  ;  et  il  le  met ,  après  Gerbcri, 
en  léte  des  auteurs  qui  ont  écrit  sur  ce  sujet  *. 

Le  XII"  siècle  se  dislingue  par  quelques  efforts  conire  rignorance  générale.  Plusieurs   xn*  siècle. 
Européens,  suivant  Texemple  de  Gerbert,  quittent  leur  pays  pour  aller  s'instruire  au  loin. 
On  distingue  parmi  eux  Adhélard,  ou  Athélard,  et  Gérard  de  Crémone.  Le  premier 

* 

visita  TEspagne»  TEgypte  et  TArabie,  et,  à  son  retour,  traduisit  de  Tarabe  plusieurs 
ouvrages^  au  nombre  desquels  se  trouvent  les  Eléments  d'Euclide.  C'est  la  première 
traduction  que  Ton  ait  eue,  en  Europe,  de  cet  ouvrage,  que  Ion  ne  connaissait  que 
par  l'extrait  très-restreint,  et  qui  se  bornait  à  quelques  énoncés  de  propositions,  que 
Boéee  en  avait  donnés,  dans  le  premier  livre  de  sa  Géométrie.  Adhélard  avait  joint,  à 
sa  traduction,  des  Commentaires  sur  les  propositions  d*Euclide.  Cet  ouvrage  est  resté 
manuscrit  ^ 

M.  Jourdain  attribue  à  Adhélard  un  Traité  de  TAstrolabe  et  une  doctrine  de  VAba(iue  ^. 
{l^echerches  sur  les  traductiom  d'Àristole,  pag.  100.) 

Gérard  de  Crémone  (1114-1187)  alla  résider  pendant  longtemps  à  Tolède,  pour  y 
apprendre  Tarabe  et  y  faire  de  nombreuses  traductions,  qu'il  rapporta  dans  sa  patrie. 
Elles  s'étendaient  sur  toutes  les  parties  des  sciences  qui  florissaient  parmi  les  iMaures 
trEspagne.  On  y  distingue  TAImageste  de  Ptolémée,  le  Traité  des  crépuscules  d'Alliazen 

*  Bujuêce  Hermanni  mentionem  reperio  in  quodam  Bibliothecœ  Bodleianœ  M  S  O,  ubi  dicilur  quod  ab  Her- 
'mawM  etProdocimo  didicerint  Abkcvu  ,  hoc  est  (alio  nomine)  Algorishuh. 

Uermann  Gootraclus  passe,  aux  yeux  de  quelques  tiistoriens ,  de  Brucker  particulièrement,  pour  avoir  cultiv«' 

^les  premiers  la  langue  arabe,  et  Tail  les  premières  traductions  latines  d'Âristote.  Mais  M.  Jourdain, en  remontant 

<àla  source  de  cette  opinion,  croit  qu'elle  est  erronée,  ou  du  moins  quelle  n*est  pas  justiGée;  il  pense  que  It* 

traité  de  TAstrolabe,  d'Hermann,  n*est  pas  une  version  d'un  ouvrage  arabe,  mais  bien  composa  d'après  de> 

itériaox  déjà  publiés.  (Recherches  sur  Vâge  et  Porigme  des  traductions  latines  dAristote,  |).  156) 

Je  rapproche  ce  sentiment  de  M.  Jourdain  du  fait  cité  par  Wallis,  parce  qu*on  en  tire  une  induction  favorable 

Popinion  que  j'ai  déjà  émise  souvent,  à  savoir  que  tous  les  écrits  sur  VJbaquCt  tels  que  ceux  de  Gerbert  et  de 

disciples,  émanent  de  la  même  source  que  celui  de  Boèce,et  ne  proviennent  point  directement  des  ouvrages 

irabes  empruntés  des  Sarrazins  d'Espagne. 

*  n  se  trouYe,  dans  la  bibliothèque  des  Dominicains  de  Saint-Marc,  à  Florence,  sous  le  titre:  EuelidisGeomelria 
Commenlo  Adelardi;  et  dans  la  Bibliothèque  Bodléienue  sous  celui  de:  Euclidis  elementa  cum  schoiiis  et 

^riiagrammatis  latine  reddita  per  Adelardum  Bathoniensem.  La  Bibliothèque  royale  de  Paris  en  jK)ssède  aussi 
^ine  copie  (n^  7213  des  manuscrits  latins).  Une  autre,  qui  a  appartenu  à  Regiomontanus,  se  trouve  dans  la 
ttfldiothéque  de  Nuremberg. 

'  Nous  ne  savons  sur  quelle  autorité  M.  Jourdain  se  Tonde  au  sujet  de  celte  doctrine  de  V Abaque,  ni  si  elle 

^^JKurtait  précisément  sur  le  système  de  VAbacus  de  Boèce  et  de  Gerbert.  Ce  point  historique  est  d'une  grande 

'importance,  parce  que  tous  les  travaux  d'Adhélard  ont  eu  pour  objet  de  faire  connaître  les  ouvrages  philoso- 

^jhiques  et  mathématiques  des  Arabes,  dont  il  reconnaissait  hi  haute  supériorité  sur  les  doctrines  de  la  scolas- 

"^.iqiie  da  temps;  et  nous  serions  porté  à  croire  que,  s'il  a  écrit  sur  T Arithmétique ,  ce  serait  sur  l'Arithmétique 

^Knèroe  des  Arabes,  qui  reposait  bien  sur  le  même  principe  de  la  valeur  de  position  des  chiffres  que  le  système  de 

^ ^Abaque,  mais  qui  en  différait,  suivant  nous,  par  l'u-sage  du  zéro.  Peut-être  Touvrage  d'Adhélard  élablissait-il 

^a  transition  du  système  de  PAbaque  à  celui  des  Arabes ,  et  montrait-il-  l'identité  des  deux  systèmes,  dont  le  second 

^^éanmoins  était  d'une  application  pratique  plus  facile ,  et  a  remplacé  le  premier,  en  prenant  le  nom  ù'Algorismus. 

^i>t  ouvrage  d'Adhélard  |H)urrait  donc  être  très- précieux,  comme  résolvant  peut-être  la  question,  encore  irré- 

^Milue,  de  la  véritable  origine,  parmi  nous,  du  système  de  numération  eu  usage  depuis  cinq  ou  six  siècles. 
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et  le  livre  De  scientihy  d'Alfarabius  ^  M.  Jourdain  pense  que  c'est  aussi  à  Gérard  de  Cré- 
mone que  Ton  doit  le  Traité  de  Perspective  d'Alhazcn.  (Recherches  critiques  sur  les  traduc- 
tions latines  d'Aristote,  pag.  128.)  Un  Traité  d'Ariihinétique,  qui  se  trouve  dans  la  Biblio- 
thèque Bodlêionney  sous  le  titre  Algorismus  magistri  Gerardi  in  infegris  et  minutiis\ 
serait-il  aussi  de  Gérard  de  Grénione,  qui ,  en  ciïet,  en  rapportant  d'Espagne,  une  partie 
des  connaissances  scientifiques  des  Arabes,  n'a  pu  négliger  leur  ingénieux  système  de 
numération,  à  moins  que  déjà  il  ne  fût  bien  connu  des  hommes  qui  se  livraient  à  IVtude 
des  sciences,  ainsi  que  nous  serions  porté  à  le  penser,  en  voyant,  dans  le  siècle  suivant, 
le  grand  nombre  d  auteurs  qui  ont  écrit  sur  ce  système  de  numération ,  ou  qui  s'en  sont 
servis  dans  leurs  ouvrages. 

Trois  autres  hommes,  contemporains  d'Adhélard  et  de  Gérard  de  Crémone,  travaillèrent 
aussi  à  faire  connaître  les  ouvrages  mathématiques  répandus  chez  les  Arabes.  Ce  sont 
Platon  de  Tivoli  (Plato  Tiburtinus),  le  juif  Jean  de  Scville,  connu  sous  le  nom  Johannis 
Hispalensisy  et  Rodolphe  de  Bruges  {Braghensis). 

Le  premier  traduisit,  de  larabe,  les  Sphériques  de  Théodose,  vers  Tan  1120  (imprimé 
en  1518);  de  Thébreu,  un  Traité  de  Géométrie  de  Savosarda  ';  et  divers  autres  ouvrages. 

Jean  llispalensis  traduisit  les  Ëléments  astronomiques  d'Alfraganus  (en  1142,  suivant 
G.  J.  Vossius  et  plusieurs  auteurs),  et  divers  ouvrages  sur  TAstrologie,  au  nombre  des- 
quels est  un  Traité  d'Albumasar,  qui  se  trouve  en  manuscrit  dans  la  Bibliothèque  Maglia" 
becchi  sous  le  litre  :  Liber  introductorii  major is  in  magislen'o  scientiœ  Astrorum,  editione 
Albuniazar  et  inlerpretatione  Joliannia  IJispalvnsis  ex  arabico  in  latinum.  Cette  version 
parait  avoir  été  faite  en  Tan  1 171,  car  elle  se  termine  par  ces  mots,  scriptus  est  liber  iste 
anno  domini nostri  Jesu  ChnsliUH.  Elle  est  précieuse,  en  ce  qu'elle  contient  des  Tables 
astronomiques  en  chiffres  arabes  ^.  Ce  sont  peut-être  les  plus  anciennes  qui  aient  une  date 
certaine.  Jean  llispalensis  a  aussi  laissé  un  Traité  d'Arithmétique  arabe,  sous  le  titre 
A' Algorismus,  Cest,  jusqu'ici,  le  plus  ancien  Traité  d'Arithmétique  qui  porte  ce  nom, 
que  nous  trouverons  dans  tous  les  ouvrages  du  XII'  siècle.  Ce  Traité  conmienee  ainsi  : 
Incipit  protogus  in  libro  Algorismi  de  praclicà  Arilhmeticœ,  qui  editus  est  à  Magistro 
Johanne  Uispalensi.  Il  est  très-complet;  il  comprend  les  sept  opérations  :  addition,  sous- 
traction, dtiplation,  médiation,  multiplication,  division  et  extraction  de  racines,  d*abord 
pour  les  nombres  entiers,  puis  pour  les  fractions.  On  trouve  à  la  suite,  sans  interrup- 
tion, et  de  la  même  écriture,  sous  le  litre  :  Excertionvs  de  libro  qui  dicilur  Gebra  et 

I  Fabricius  a  formé  une  promière  liste  des  traductions  attribuées  à  Gérard  de  Crémone.  (Bib.  med.  et  infimœ 
lai.,  t  III,|).1 15.)  M.  Jourdain  en  a  donne  une  seconde,  presque  double  L'ouvrage  d'Alfarabius  n*y  est  pas  compris. 
Ost  M .  IJbri  qui  l'a  trouvé  dans  un  manuscrit  de  la  tiiblioltièque  royale,  sous  le  tilrn  :  Liber  Atfarabii ,  de 
êcienttis,  translatas  à  magistro  Gherardo  Cremonensi^  tu  Tultdo,  de  arabico  in  latinum.  {Histoire  des  sciences 
mathématiques  en  Italie,  t.  I,  p.  172.) 

•  Heilbronner,  Htst,  Math,,  p.  601. 

5  Liber  Emltadorum  a  Savosarda  judœo  in  hebraïco  compositus^et  a  Platane  Tiburtino  in  Latinum  «t- 
monem  translatus.  (lu  Hibliothecà  S.  Marci  Dominicorum  Florentine.)  M.  Libri  doit  donner,  dans  le  second  Tdanie 
de  son  Histoire  des  sciences  mathématiques,  une  analyse  de  cet  ouvrage  im|)orlant. 

*  Targioni,  Helazioni  di  alcuni  Viaggi,  etc.,  t.  II,  p.  67. 
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Mucabala  *^  un  morceau  d^Algèbre^  qui  parait  en  faire  partie.  C'est  la  résolution  des  équa- 
lions  du  second  degré.  On  y  résout  plusieurs  questions  telles  que  celles-ci  :  Quel  est  le 
nombre  qui,  ajouté  à  10  fois  sa  racine,  donne  39?  Quel  est  le  nombre  qui,  ajouté  à  9, 
égale  6  fois  sa  racine? 

Cet  ouvrage,  qui  parait  être  resté  ignoré  jusqu'ici,  est  précieux  ^,  comme  étant  le 
plus  ancien  Traité  d'Ariihméiique  arabe  et  d'Algèbre  qui  soit  connu.  On  avait  regardé, 
jusqu'ici,  celui  de  Léonard  de  Pise  comme  étant  le  plus  ancien. 

On  doit  à  Rodol^ibe  de  Bruges  la  connaissance  du  Planispbére  de  Ptolémée,  qu'il  tra- 
duisit de  l'arabe,  sur  une  version  commentée  par  un  auteur  nommé  Alolsem.  Le  texte 
grec  ne  nous  est  pas  parvenu.  L'ouvrage  de  Kodolpbe  de  Bruges  a  été  imprimé  pour  la 
première  fois  en  1507,  à  la  suite  de  la  Géographie  de  Ptolémée  (Rome,  in-folio);  puis 
en  i536  \  Commandin  en  a  donné,  en  1558,  une  traduction  plus  correcte,  accompagnée 
d'un  Commentaire  qui  est,  en  grande  partie,  un  Traité  général  de  Perspective;  ouvrage 
écrit  d'un  style  géométrique  assez  facile  qu'on  ne  rencontre  pas,  généralement,  dans  les 
nombreux  Traités  de  Perspective  qui  ont  paru  dans  le  XVP  et  le  XVli"  siècle. 

Le  Xlil"  siècle  marque  une  ère  nouvelle  dans  l'histoire  des  sciences.  Il  prépare  leur  xiii*  siècle. 
rétablissement,  en  répandant  la  connaissance  usuelle  du  système  de  numération  arabe, 
de  l'Algèbre,  et  de  plusieurs  ouvrages  importants  de  l'Ecole  grecque.  Cette  époque  est 
presque  féconde  en  écrivains;  on  y  trouve  Jordan  Memorarius,  Léonard  Fibonacci  de  Pise, 
âaero-Bosco,  Campanus  de  Movarre,  Albert  le  Grand,  Vincent  de  Beauvais,  Roger  Bacon, 
Yitellion,  dont  les  noms  sont  restés  célèbres  et  honorent  le  Moyen  âge. 

Campanus  traduisit,  sur  un  texte  arabe,  et  accompagna  de  Commentaires  les  treize  livres 
•^es  Ëléments  d'Euclide  et  les  deux  qu'on  a  attribués  a  Hypsicle  ^.  C'est  cet  ouvrage  qui  a 
^ervi  a  répandre  en  Europe  la  connaissance  de  la  Géométrie.  H  a  été  imprimé  pour  la 
remière  fois  en  148!2,  et  a  eu  plusieurs  autres  éditions.  Pendant  longtemps  encore,  après 

renaissance  des  sciences,  il  a  joui  d'une  grande  estime,  et  les  Commentaires  de  Cam- 

nus  ont  été  consultés  par  les  géomètres  qui  ont  écrit  sur  les  éléments  de  la  Géométrie, 


*  Le  manuscrit  dit  Exceptiones  de  libro  qui  dicitur  Gleba  et  Mutabilia;  mais  cela  provient  probablement 
du  copiste. 

'  Les  copies  en  doivent  être  très-rares,  car  les  catalogues  de  mauuscrils  n'en  indiquent  aucune. 

^  Avec  le  Planisphère  de  Jordan,  et  difTéreiites  autres  pièces  concernant  l'Astronomie»  sous  le  titre  générai  : 
^phœrmcUque  aslrorum  cœieslium  ratio,  tialura  et  motus;  Valderus,  Basileae,  1536,  in-4o. 

M.  Delambre,  dans  son  Histoire  de  r Astronomie  ancienne  (t.  il ,  p.  456),  a  donné,  à  la  traduction  latine  de 
-^Kodolpbe  de  Bruges,  la  date  de  1544,  au  lieu  de  1144.  Celte  erreur  a  été  cause  que  ce  célèbre  Astronome  s'est 
"^iiStooué  qu'une  iraduciiou  faite  en  1544  se  trouvât  dans  un  ouviage  imprimé  eu  1536 

*  Quelques  bisiorieus  ont  pensé  que  cet  ouviage  de  Campanus  n'était  autre  que  la  traduction  d'Adbélard,  à 
liielle  Cam|>anus  avait  joint  des  Commentaires.  Voici  comment  s'exprime  Audrès  à  ce  sujet  :  Set  {Campano) 
m  ttadusse  corne  si  dice  comunemcnte  ;  certo  iUustro  con  comenti  l'Euclide,  tradotto  primo  daiC  Arabo  in 

Utw  dalV  Ingtfse  Atelardo  Golho.  corne  ha  fatto  pedere  il  Tiraboschi  {DelV  origine,  de  progressif  e  detto 

"^mtaio  attuaU  dogni  Ulteratura.  Parie  1,  cap.  IX).  Le  litre  .sui\ani,  d'un  exemplaire  manuscrit  de  l'Euclide  de 

^dampauus,  qui  se  trouve  à  la  Bibliuihèque  royale  de  Paris,  sous  le  n«  7il3,  vient  contirmer  cette  opinion  : 

-^uclidis  phitosopht  socralici  incipit  liber  Elementorum  artis  geometricœ  translatas  ab  Arabico  in  Latinum 

Adêtardum  Gothum  Bathoniensem ,  sub  commenta  Magistri  Campani  Novarriensis  (MS.  du  XIV*  siècle). 
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(els  que  Zamberti,  Lucas  di  Borgo,  Peictier  du  Mans,  Glavius,  etc.,  et  par  les  Algébristes 
qui  ont  trailé  des  quanlités  incommensurables,  comme  Stifel,  dans  son  Arithmetka 
intégra. 

Nous  avons  dit,  en  parlant  du  passage  de  Boèce  où  nous  avons  cru  apercevoir  le  penta- 
gone étoiléy  que  cette  figure  a  été  considérée  expressément  par  Campanus,  dans  son  Com- 
mentaire sur  la  32"  Proposition  du  l*"'  livre  d'Euclide,  et  que  ccst  là  que  Bradwardin, 
dans  le  siècle  suivant,  a  pris  Tidée  de  ses  polygones  égrédientSy  dont  il  a  donné  une  théorie 
assez  étendue. 

On  trouve,  à  la  fin  du  4"  livre,  deux  propositions  de  Campanus ^  dont  la  première  a 
pour  objet  la  trisection  d'un  angle;  et  la  seconde,  Tinscription,  dans  le  cercle,  du  nonagone 
régulier.  Ce  second  problème  dépend  de  celui  de  la  trisection  de  Tangle;  et  la  solution 
que  Campanus  donne  de  celui-ci  est  remarquable  par  sa  simplicité  :  elle  se  réduit,  en  . 
pratique,  à  la  construction  d'une  conchoïde  de  Nicomède.  En  voici  le  principe  :  Que  du 
sommet  de  Fangle,  comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  on  décrive  une  circonférence 
de  cercle,  qui  rencontrera  les  deux  côtés  de  Tangle  en  deux  points  a,  b;  que  Ion  mène  un 
demi-diamètre  perpendiculaire  au  premier  côté;  que  par  le  point  b  on  mène  une  droite, 
de  manière  que  sa  partie  comprise  entre  ce  demi-diamètre  et  la  circonférence  du  cercle 
'  soit  égale  au  rayon;  et  enfin  que,  par  le  sommet  de  Tangle,  on  tire  une  parallèle  à  cette 
droite  :  cette  parallèle  opérera  la  trisection  de  Fangle. 

Campanus  ne  dit  pas  comment  on  déterminera  la  direction  de  cette  droite  issue  d*un 
point  de  la  circonférence,  et  dont  la  partie,  comprise  entre  le  diamètre  et  Tautre  partie  de 
la  circonférence,  doit  être  égale  au  rayon.  Peut-être  était-ce  là  un  problème  dont  il  avait 
donné  ailleurs  la  solution.  On  voit  qu'elle  peut  s'elTectuer,  comme  nous  l'avons  dit,  par 
une  concboïde  de  INicomèdc.  Ce  problème  a  eu  quelque  célébrité  vers  la  fin  du  XVII"  siècle, 
parce  qu'ayant  été  proposé  publiquement  avec  deux  autres,  dans  le  Jotimal  des  Savam 
(août  1676),  il  a  été  résolu  par  Viviani  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Enodatio  problemaium 
universis  geometris  proposilorum  à  CL  et  R,  D.  Claudio  Comiers ,  canonico  Ehredunensi^ 
collegialis  ecctesiœ  de  Ternant  Prœposito  dignissiwo.  Prœmissis,  hornm  occasioney  tentai 
mentis  variis  ad  solulioncm  illustris  veterum  problemaiis  de  anguli  trisectione  (Florentiae, 
1677,  in-4°).  Viviani  fît  voir,  par  une  démonstration  géométrique  très-simple,  que  les  trois 
points  où  la  conchoïde  rencontre  la  circonférence  du  cercle,  et  qui  répondent  aux  trois 
solutions  du  problème  de  la  trisection  de  l'angle,  sont  sur  une  hyperbole  équilatère. 

On  sait  que  la  section  d'une  droite,  en  moyenne  et  extrême  raison,  joue  un  grand  rôle 
dans  la  théorie  des  quantités  incommensurables  du  10"  livre  d'Euclide,  dans  son  13"  livre, 
et  dans  la  théorie  des  corps  réguliers.  Les  nombreuses  propriétés  de  cette  division 
d'une  droite  n'ont  point  échappé  à  Campanus,  qui  les  a  signalées  comme  étant  admi- 
rables, et  dérivant  de  quelque  principe  digne  de  l'attention  des  philosophes  ^.  C'est  cette 

'  Dans  l'édition  de  1537  (Basic,  in-fol.),  qui  comprend  tous  les  ouvrages  d'Euclide  qui  nous  sont  parfeous, 
ces  deux  proiK)sitions  sont  placées  à  la  lin  du  volume. 

'  MirahUis  Uaque  est  potentia  lineœ  secxmdum  proportionem  habentem  médium  duoque  extrema  divisœ,  Cui 
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ait  mis  ce  dernier  au  nombre  de  ceux  qui  ont  écrit  sur  les  cinq  corps  réguliers.  Les  his- 
toriens des  Mathématiques  ne  parlent  de  lui  qu'au  sujet  de  ses  cinq  livres  d'ÊUmmU 
des  coniques,  et  de  ses  Lieux  géométriques ,  dont  Viviani,  comme  on  sait^  a  donné  une  di- 
vination. 

Du  reste,  il  n'est  pas  étonnant  qu'Aristée  ait  écrit  sur  les  cinq  corps  réguliers  ;  car  cette 
théorie  a  été  fort  cultivée,  et  en  grand  honneur  dès  la  plus  haute  antiquité  des  sciences 
chez  les  Grecs.  Pythagore  en  avait  fait  le  principe  de  sa  Cosmogonie,  dans  laquelle  les 
cinq  corps  réguliers  répondaient  aux  quatre  éléments  et  à  TUnivers  S  C6  qui  a  fait  qu'on 
les  appelait  les  cinq  flgures  mondaines  {figuras  mundanœ  ^).  Platon  adoptait  ces  idées  ^ 
et  avait  aussi  cultivé  cette  théorie  ^,  sur  laquelle  Théatète,run  de  ses  disciples,  passe  pour 
avoir  écrit  le  premier  ^.  Ensuite,  on  trouve  donc  Aristée,  puis  Euclide,  Apollonius  et  Hyp- 
sicle^.  Ce  dernier  cite,  dans  ses  deux  livres,  Isidore  le  Grand,  son  maître,  de  qui  il  avait 
appris  ce  qu'il  savait  sur  cet  objet.  Ces  cinq  corps  réguliers  ont  joué  un  si  grand  rdle 
dans  l'Antiquité,  par  suite  des  idées  pythagoriciennes  et  platoniciennes,  qu'on  les  r^ar- 
dait  comme  étant  le  but  final  auquel  étaient  destinées  et  l'étude  et  la  science  des  Géo- 
mètres ^. 

Pappus  nous  apprend  ^  qu'Archimède  a  cherché  à  étendre  cette  théorie,  et  que,  ne  pou- 
vant former  plus  de  cinq  polyèdres  réguliers,  il  en  avait  imaginé  d'un  nouveau  genre, 
qu'on  a  appelés  semi-réguliers  :  leurs  faces  étaient ,  comme  dans  les  cinq  premiers ,  des 
polygones  réguliers,  mais  non  tous  semblables  entre  eux.  Ces  nouveaux  corps  étaient  au 
nombre  de  treize.  Pappus  en  a  donné  une  description  très-claire,  que  Kepler  a  reproduite, 

'  Le  cube  représentait  la  terre;  le  tétraèdre ,  le  feu;  roctaèdre,  Tair;  ricosaèdre^reau;  et  le  dodécaèdre, 
rtlnivers.  (Plutarque,  Placit.  philos. ^  liv.  11,  cap.  VI.) 

'  Proclus,  Commentarius  in  Euclidem tXib.  11,  cap.  IV.  —  Kepler,  Harmonices  mundi,  liber  secondas,  p.  S8. 

"  Timée,  S' partie.  —  Plutarque,  Platonicœ  questiones. 

^  Pappus  y  Collections  mathématiques,  livre  5,  à  la  suite  de  la  proposition  17.  —  Proclus,  m  Euclidem,  lib.  11, 
cap.  IV.  • 

'^  Theatetuiit  Atheniensis,  Archytœ  sodaliSy  Geometrica  auxit,  primusque  de  quinque  solidis  traciavit  ui 
hurtiun  et  Proelus  produnt,  (Heilbronner,  Historia  matheseos,  p.  U9.) 

*  On  nN*Ht  pas  d'accord  sur  Tépoque  où  a  vécu  Hypsicle,  que  les  uns  placent  dans  le  deuxième  siècle  de  notre  ère, 
v,i  Um  uutrrn  dans  le  deuxième  siècle  avant  J.-C,  un  peu  après  Apollonius.  C'est  cette  seconde  époque  que  nous 
H\itm  adopi(*c*  on  parlant  d'Euclide;  nous  avons  dit  qu'Hypsicle  lui  était  postérieur  de  près  de  cent  cinquante  ans. 

t'A'  fut  ïh  le  sentimcut  de  Bernardin  Baldi,dans  sa  Cronica  de  maiematici,  p.  37,  et  de  Vossius,  qui  pensa 
qu'llypnide  avait  vécu  vers  le  temps  de  Ptolémée  Lathyre;  et  Isidore  le  Grand,  son  maître,  dont  il  parie  dans 
M'ft  d<*ux  lIvroH,  sous  Ptolémée  Physcone.  Cet  Isidore  le  Grand  pourrait  être,  suivant  Vossius,  celai  qae  dte 
Plinf*  dan»  mi  (kîograpbie.  (Vossius,  Descientiis  malhematicis,}^.  328.) 

Li*  nMvuiil  niédrcin  Meiitel,  dans  la  préface  de  sa  traduction  latine  du  petit  ouvrage  astronomique  d'Hypsicle, 
UtiHuW*  AfitiphoricHs  sive  de  Ascensionibus ;  Paris  1657,  in-4o;  et  récemment  M.  Delambre  (Histoire  de  FAstro^ 
nomiâ  andnine^  1. 1''*',  p.  2i6),  et  M.  Francbini  (Saggio  délia  storia  délie  matematiche,  p.  146),  ont  placé  aassi 
UyitnU'Ui  v(*rH  Pan  146  avant  J.-C.  Mais  Fabricius  (Dibliotheca  grœca,  1. 11,  p.  91),  et  d'après  lui,  Weidler, 
MirllbroniMtr,  Moutucla  et  Lalande,  Pont  fait  naître  dans  le  second  siècle  de  notre  ère. 

^  Sihit  in  antique  Geometrià  speciosius  visum  est  quinque  corporibus  ordinatis,  eorumque  gratid  Geome^ 
Irinm,  ut  ea  Proclo,  initio,  dictum  est,  inventa  esse  veteres  illi  crediderunt.  (Ramus,  Scholarum  maihemaii-- 
farum,  lIlNirixi.) 

"  rtitlerMoM  mathématiques,  livre  5,  à  la  suite  de  la  Proposition  17. 
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en  donnant  les  figures  qui  s'y  rapportent,  dans  le  second  livre  de  son  Harmonie  du  Monde. 
Les  historiens  passent  sous  silence  ce  travail  d'Archimède  :  il  est  vrai  qu*il  est,  par  sa 
nature,  bien  inférieur  aux  autres  découvertes  de  ce  grand  homme.  Il  eût  été  plus  digne 
du  génie  d'Archimède,  puisqu'il  voulait  aller  au  delà  d'Euclide  et  des  autres  Géomètres, 
dans  cette  théorie  des  figures  régulières,  de  créer  les  nouveaux  polyèdres  étoiles,  qu'a 
décrits  M.  Poinsot,  et  qui  forment  la  véritable  extension  dont  cette  antique  et  célèbre 
théorie  était  susceptible. 

Revenons  à  Campanus.  Lucas  Gauricus,  Astronome  et  Astrologue  napolitain,  a  mis  au 
jour,  au  commencement  du  seizième  siècle ,  sous  le  nom  de  ce  Géomètre ,  un  Traité  De 
tetragonismo,  seu  Quadratura  circuli  ^  ;  et  depuis,  quelques  auteurs  ont  répété  que  Cam- 
panus a  écrit  sur  la  Quadrature  du  cercle.  Mais  louvrage  dont  il  s'agit  ne  dénote  qu'igno- 
rance dans  son  auteur,  et  est  absolument  indigne  de  porter  le  nom  du  savant  interprète 
d'EucIide.  L'auteur  prend,  pour  base  de  sa  quadrature,  le  rapport -y  de  la  circonférence 
au  diamètre ,  «  secundàm  quod  plerique  mathematici  scripseruni  et  juxta  physicam  veri- 
iatem;  »  et,  en  passant  par  quelques  propositions  intermédiaires,  il  en  conclut  que 
Je  côté  du  carré  qui  est  égal  en  surface  à  un  cercle ,  est  cinq  fois  et  demie  la  septième 
Dartie  du  diamètre  du  cercle.  De  sorte  que  D  étant  le  diamètre,  l'aire  du  cercle  serait 
%(^)',auUeude^.f- 

Sacro  Bosco  a  du  une  longue  célébrité  à  son  Traité  De  sphœrâ  mundi,  qui  est  un  extrait 
^e  TAImageste  de  Ptolémée,  et  qui,  pendant  plus  de  quatre  cents  ans,  a  servi,  dans  les 
écoles,  à  enseigner  l'Astronomie.  Imprimé  pour  la  première  fois  en  1472,  à  Ferrare,  il  a 
^u  depuis  au  moins  cinquante  éditions.  Un  grand  nombre  d'auteurs  des  plus  célèbres, 
C^Is  que  Purbach,  Regiomontanus,  Elie  Vinet,  Clavius,  etc.,  l'ont  éclairci  par  des  notes  ou 
^es  commentaires. 

Mais  il  est  important  de  remarquer  ici,  pour  se  faire  une  idée  vraie  de  l'état  de  la 
^science  alors,  que  cet  ouvrage  ne  contenait  que  les  notions  les  plus  élémentaires  de  Pto- 
C^mée;  il  faisait  connaître  les  cercles  de  la  sphère,  les  phénomènes  du  mouvement  diurne, 
t  disait  quelques  mots  des  éclipses.  Ce  n'est  que  deux  siècles  plus  tard  que  l'on  fit  un  pas 
e  plu^  dans  la  connaissance  de  l'Almageste,  et  que  Purbach  expliqua  la  théorie  des  pla- 
^^tes,  qui  en  est  la  partie  la  plus  impartante  et  la  plus  difficile. 

Sacro  Bosco  a  laissé,  sous  le  titre  :  De  Alyorismo,  un  Traité  d'Arithmétique  écrit  en  vers, 
'est  notre  Arithmétique  actuelle  ^  :  Sacro  Bosco  l'attribue  aux  Indiens.  Il  la  divise  eu 
cuf  parties,  qui  sont  :  Numération,  addition,  soustraction,  médiation  ',  duplation  *,  mul- 


*  Tetragonismus ,  id  est  circuli  quadratura  per  Campanum,  Archimedem  Syracusanum  alque  Bœtium 
^^m^Ukematicœ  perspicacissimos  adinventa.  Venetiis,  1503,  in-'l'>. 

*  On  a,  du  même  temps,  un  autre  Traité  d'Arilbmétique  écrit  aussi  en  vers  latins,  par  Alexandre  de  Villedieu. 
C^osslos,  De  scientiis  mathematicis ,  p.  40.  —  Daunou,  Histoire  littéraire  cte  la  France,  I.  XVI,  p.  M3.) 

'  INvision  par  deux. 

*  Multiplication  par  2.  Celte  opération  et  la  médiation  ont  été  comprises,  dans  les  ouvrages  du  XVI«  siècle, 
^5Mis  le»  régies  générales  de  la  multiplication  et  de  la  division  ;  de  sorte  (lue  les  Traités  d'Arithméti(iue  n*onl  plus 

que  sept  chapitres  au  lieu  de  neuf.  (Voir  la  Summa  de  Arithmctica,  de  Lucas  di  Borgo.) 
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iiplication,  division ^  progression  et  extraction  des  racines  carrées  et  cubiques.  Pendant 
très-longtemps,  les  Traités  d'Arithmétique  se  sont  composés  de  ces  neuf  chapitres  :  on  les 
trouve  encore  dans  des  ouvrages  du  XVI*  siècle. 

On  a,  de  Sacro  Bosco,  quelques  écrits  sur  l'Astronomie,  où  les  calculs  sont  faits  en 
chiffres  arabes.  Ces  pièces,  et  le  Traité  de  TAIgorisme,  sont  restés  manuscrits.  Les  chiffres 
de  Sacro  Bosco  sont  Torigine  des  nôtres  :  on  suit  très-bien ,  dans  les  manuscrits  du  KIY*" 
et  du  XV*'  siècle,  et  même  dans  plusieurs  ouvrages  des  premiers  temps  de  rimprimerîe, 
les  petites  altérations  successives  qui  leur  ont  donné  définitivement  la  forme  actuelle. 

On  doit,  à  Jordan  Némorarius  : 

!<"  Un  ouvrage  d'Arithmétique,  en  dix  livres,  qui  est  un  Traité  sur  les  propriétés  des 
nombres,  imité  de  ceux  de  Nicomaquc  et  de  Boèce.  Cet  ouvrage  a  été  imprimé,  avec  des 
Commentaires  de  Fabre  d'Étaples  (JFaber  Stajmlens%s\  en  1496,  et  a  eu  depuis  plusieurs 
autres  éditions. 

S""  Un  Traité  d'Arithmétique  pratique,  dans  le  système  arabe,  intitulé  Algorismus,  qui 
est  resté  manuscrit. 

S""  Un  Traité  du  Planisphère,  qui  a  été  imprimé  en  1507, 1536  et  1538,  avec  celui  de 
Ptolémée.  C'est  dans  cet  ouvrage  que  se  trouve  démontrée  pour  la  première  fois,  dans  toute 
sa  généralité,  cette  belle  propriété  de  la  projection  stéréographique  qui  est  le  fondement 
de  la  construction  du  Planisphère ,  à  savoir  que  :  totét  cercle  se  projette  suivant  un  cercle. 
Ptolémée  n'avait  démontré  ce  théorème  que  pour  des  positions  particulières  du  cercle  de 
la  sphère  mis  en  perspective ,  parce  que  cherchant  partout  la  clarté  et  la  facilité,  comme 
le  dit  Proclus  au  chapitre  X  de  son  Bypotypose,  il  n'introduisait  dans  ses  ouvrages  et 
n'y  démontrait  que  les  propositions  géométriques  qui  lui  étaient  absolument  indispen- 
sables. 

Ptolémée  faisait  la  projection  sur  le  plan  de  Téquateur,  l'œil  étant  placé  au  pôle;  Jordan 
Ta  faite  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère,  mené  par  le  second  pôle.  Depuis ^  Maurolycus  et 
les  autres  Géomètres  l'ont  imité.  Nous  remarquons  ces  légères  différences  entre  Touvrage 
de  Jordan  et  celui  de  Ptolémée,  parce  qu'elles  sont,  pour  l'époque,  de  véritables  innova- 
tions qui  marquent  les  premiers  pas  de  l'esprit  de  recherche  et  d'invention ,  qui  était  rare 
au  XIIP  siècle,  où  les  intelligences  avaient  assez  à  faire  d'acquérir  les  connaissances  que 
les  Arabes  leur  livraient. 

La  dénomination  de  projection  stéréographique,  que  l'on  a  donnée  à  la  projection 
employée  par  Ptolémée  dans  son  Planisphère,  est  moderne;  elle  est  due  à  Aguilon  qui  Fa 
proposée  et  s'en  est  servi  dans  son  Optique  *. 

La  projection  stéréographique  jouit  d'une  propriété  très-remarquable,  qui  consiste  en 
ce  que  l'angle  de  deux  cercles  tracés  sur  la  sphère,  est  égal  à  l'angle  des  deux  cercles  en  pro- 

*  Aguilonii  Opticorum  Hbrisex.  Paris ,  1615,  iD-fol. 

«(  Quare  tametsi  stereographices  nomine  nusquam  vacatum  hoc  projeclionis  genus  reperimus;  quià  tafnen 
necalio  quidem  ullo  solUum  est  appellari,  placuil  hocnomen  usurpare,  quod  nobis  in  prœsenti  visum  est  ad 
rem  ipsam  quàm  maxime  accomodatum  «  (in  praefalione). 
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Vitellion  a  laissé  un  savant  Traité  d'Optique,  imité  de  celui  deTArabe  Alhasen^et  qui 
est  remarquable,  surtout  pour  Tépoque  où  il  parut,  par  les  principes  de  bonne  Géométrie 
de  TEcole  grecque,  sur  lesquels  il  repose. 

Tout  le  l""^  livre  est  consacré  à  la  Géométrie.  L'auteur  y  a  réuni  les  propositions  dont  il 
aura  à  faire  souvent  usage  dans  la  suite,  et  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  Éléments 
d'Euclide.  Quelques-unes  sont  prises  des  Coniques  d'Apollonius,  que  cite  Vitellion.  D  autres, 
qui  concernent  la  division  harmonique  d'une  ligne  droite ,  sont  dans  le  genre  de  celles 
qu'on  trouve  dans  le  7*'  livre  des  Collections  mathématiques j  de  Pappus.  D'autres  enfin  sont 
dans  le  genre  de  celles  qui  se  trouvent  dans  le  traité  De  inclinationibus,  d'Apollonius.  Mais 
il  n'est  pas  fait  mention  de  cet  ouvrage,  ni  de  celui  de  Pappus. 

»  

Vitellion,  en  citant  les  Eléments  d'Euclide  et  les  Coniques  d'Apollonius,  ouvrages  avec 
lesquels  il  parait  familiarisé,  nous  montre^  d'une  part,  qu'une  traduction  d'Euclide,  autre 
que  celle  de  Campanus,  alors  trop  récente,  était  déjà  en  circulation  en  Europe;  et  ensuite 
que  le  fameux  Traité  des  Coniques  y  était  aussi  déjà  connu.  On  avait  pensé  que  Ton  n*avait 
commencé  à  le  connaître  que  deux  cents  ans  plus  tard,  vers  le  milieu  du  XV**  siècle,  où 
Rcgiomontanus  en  méditait  une  édition  ^ 

Un  autre  écrivain,  contemporain  de  Vitellion,  Peccam,  archevêque  de  Cantorbéry,  a 
aussi  laissé  un  Traité  d'Optique,  mais  qui  est  moins  savant  que  celui  du  géomètre  polonais. 

Vincent  de  Beauvais  n'est  point  un  auteur  original  ;  mais  son  spéculum  mundi,  recueil 
immense,  qui  a  reçu  le  nom  d'Encyclopédie  du  XIIP  siècle,  mérite  d'être  cité  comme  don- 
nant une  idée  de  l'état  où  les  sciences  se  trouvaient  à  cette  époque,  si  l'on  n'y  comprend 
pas,  toutefois,  les  progrès  notables  qu'elles  ont  faits  dans  ce  siècle  même.  On  trouve  dans 
cet  ouvrage  des  extraits  d'Euclide,  d'Aristotc,  de  Vitruve  qui  avait  paru  jusque-là  inconnu 
dans  le  Moyen  âge,  de  Boèce,  de  Gassiodorc,  d'Isidore  de  Séville,  d'AIfarabius,  d'Avicenne 
et  de  divers  auteurs  arabes. 

Vincent  de  Beauvais  dit  qu'Alfarabius  ^  distinguait  huit  sciences  mathématiques,  qui 
sont  l'Arithmétique,  la  Géométrie,  la  Perspective,  l'Astronomie,  la  Musique,  la  Métrique 
ou  la  science  des  poids  et  mesures,  et  la  science  des  esprits  (c'est-à-dire  la  Métaphysique). 
Il  n'y  a  là  que  sept  sciences;  la  huitième  qui  est  omise,  est  l'Algèbre,  qu'Alfarabius  avait 
placée  après  l'Arithmétique.  Vincent  de  Beauvais  n'en  parle  pas  non  plus  dans  la  suite,  ce 
qui  fait  penser  qu'alors  l'Algèbre  avait  à  peine  pénétré  en  France,  ou  du  moins  qu'elle  n'y 
était  connue  que  dans  le  cercle  restreint  d'un  très-petit  nombre  de  mathématiciens. 

Notre  système  de  numération  est  exposé  très-clairement,  avec  le  zéro,  sous  le  litre 
d'Algorismus.  La  Géométrie  se  réduit  aux  définitions  et  à  quelques  notions  élémentaires. 
Ce  qui  nous  prouve  que  les  matières  sur  lesquelles  roulaient  les  savants  ouvrages  de  Sacre 
Bosco,  de  Campanus,  de  Jordan,  de  Vitellion,  étaient  encore  toutes  nouvelles,  et  que  la 
connaissance  n'en  était  point  parvenue  à  Vincent  de  Beauvais. 

»  Moiilucla,  Histoire  des  Mathématiques,  lom.  I ,  pag.  248. 

'  Alfarabius  fut  Tun  des  Arabes  les  plus  célèbres  du  X«  siècle,  surtout  comme  Géomètre  et  Astrooome.  Dans 
le  catalogue  de  ses  nombreux  ouvrages  on  en  remarque  un  dont  le  titre  :  Nitus  felicitatum,  seu  disciplinamm 
mathematicarutn  Thésaurus,  prouve  tout  le  prix  qu'il  attachait  à  la  culture  des  Mathématiques. 
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mcllement  comme  tenant  à  la  nature  même  des  deux  sciences  qui  doivent  se  prêter  de 
mutuels  secours;  car,  dans  sa  préface,  Fibonacci  dit  :  Et  quia  Arithmetica  et  Geometriœ 
scicfitia  sunt  connexœ,  et  suffragatoriœ  sibi  ad  invicemj  non  potest  de  numéro  plena  iradi 
doclrinay  nisi  hiserantur  geotnetrica  quœdam,  vel  ad  Geometriam  spectantta;  et  il  ajoute 
que  souvent,  les  règles  et  les  opérations  de  TAlgèbre  tirent  leur  évidence  et  leurs  démon- 
strations des  figures  et  des  considérations  géométriques.  Ensuite  Tauteur  annonce  qu*il 
traitera  avec  plus  d'étendue  de  ce  qui  concerne  la  Géométrie,  dans  un  livre  de  Géométrie 
pratique  qu'il  a  composé. 

Cet  ouvrage,  divisé  en  huit  chapitres^  est  intitulé:  Leonardi  Pisani  de  filiis  Bonacci 
Practica  Geometricœy  composila  anno  MCCXX,  Il  est  resté  manuscrit,  de  même  que  le 
Traité  d'Algèbre.  Bernardin  Baldi  nous  apprend  que  Commandin  avait  préparé  une  édition 
de  ce  Traité  de  Géométrie,  mais  qu'il  est  mort  sans  avoir  pu  réaliser  ce  projet  ^  Edouard 
Bernard,  savant  Géomètre  et  Astronome  anglais,  du  XVIF  siècle,  devait  comprendre  le 
Traité  d'Algèbre  dans  le  septième  volume  de  la  magnifique  collection,  qu!il  avait  préparée, 
des  ouvrages  des  mathématiciens  anciens  ^. 

Fibonacci  avait  laissé  un  Traité  des  nombres  raturés,  qui,  d'après  ce  qu'on  en  peut  juger 
par  des  passages  de  la  Summa  de  Arithmetica,  etc.,  de  Lucas  di  Borgo,  et  de  FArithmé- 
tique  de  Cardan,  qui  le  citent,  roulait  sur  l'Analyse  indéterminée,  du  premier  et  du  second 
degré.  Les  formules  dont  ces  deux  géomètres  font  usage  dilTérent  de  celles  de  Diophante, 
et  sont  les  mêmes  que  celles  que  l'on  trouve  dans  les  ouvrages  indiens,  à  l'exception  tou- 
tefois qu'elles  ne  résolvent  point  des  questions  aussi  diiliciles  et  aussi  générales  que  dans 
ces  ouvrages  indiens.  Nous  devons  regarder  ce  Traité  de  Fibonacci  comme  ime  copie  de 
quelque  ouvrage  arabe,  emprunté  lui-même  de  ceux  des  Hindous. 

Ainsi,  en  somme,  les  écrits  de  Fibonacci,  qui  au  XVI"  siècle  ont  été  le  modèle  et  le  fon- 
dement de  ceux  de  Lucas  di  Borgo,  de  Cardan  et  de  Tartalea ,  avaient  une  origine  pure- 
ment arabe,  et  primitivement  hindoue.  C'est  donc  une  opinion  erronée,  sur  laquelle  il  faut 
revenir,  que  nous  avons  du  notre  savoir  et  nos  progrès  dans  les  sciences,  directement  et 
exclusivement  aux  ouvrages  des  Grecs. 

Les  ouvrages  de  Fibonacci,  dont  on  reconnaît  aujourd'hui  toute  l'importance,  sont 
cependant  encore  inédits;  les  manuscrits  en  sont  très-rares;  et  le  Traité  des  nombres  carrés 
est  déjà  perdu,  depuis  une  soixantaine  d'années.  C'est  le  sort  réservé  aux  Traités  d'Algèbre 

*  Cronica  de  matematici,  p.  89. 

*  Cette  collection  (levait  avoir  quatorze  volumes;  le  détail  des  ouvrages  qui  devaient  y  entrer  se  trouve  dans  b 
Bibliotheca  grœca  de  Fabricius  (lib.  3,  cap.  XXIII). 

On  remarque  daus  le  volume  VI,  destiné  à  TAIgèbi'c,  le  titre  suivant  d'un  ouvrage  de  Thebit  beu  Corah,  qai 
montre  bien  Palliance  intime  que  les  Arabes  avaient  élablie  entre  TAlgébre  et  la  Géométrie ,  qui  forme  le  carac- 
U'»re  [iropre  de  leur  science  mathématique  :  Thabcti  tractatus  de  veritate  propositionum  atgebricarum  démon- 
Htrationibus  Geomelricis  adstruenda,  mm  aliis  tractatibus  egreyiis,  quœ  Gebricam  artem  spectant.  Arabicè 
et  latine. 

Les  immenses  et  précieux  matériaux  préparés  par  Éd.  Bernard  ont  j)assé,  après  sa  mort,  dans  la  Bibliothèque 
Bodiéienne.  Ou  a  lieu  de  s'étonner  qu'une  aussi  belle  et  aussi  utile  entreprise  n'ait  pas  reçu  son  exécutioo,  dan 
un  pays  oli  les  sciences  ont  trouvé  souvent  de  nobles  et  généreux  encouragements. 
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61  de  Géométrie,  si  rimpression  ne  vient  promptement  nous  assurer  la  conservation  de 
ees  Bionuments  si  précieux  de  Thistoire  scientifique  des  Européens  \ 

Le  XIV*  sièele  parait  avec  moins  d^éclat  que  le  XIII%  dans  Thistoire  du  Moyen  âge»  xn«  siècle. 
parce  qu'en  effet  les  productions  neuves  et  importantes  qui  rendent  célèbres  les  noms  de 
Fibonaeci,  de  Sacro  Bosco,  de  Campanus,  de  Jordan,  de  Vitellion, de  Roger  Bacon,  de- 
mandaient à  èlre  méditées  et  étudiées  silencieusement  pour  être  bien  comprises  et  porter 
leur  fruit.  Toutefois  le  XW""  siècle,  trop  peu  connu  encore,  nous  semble  avoir  rempli  sa 
tâche;  les  études  mathématiques  ont  continué  d'être  cultivées,  et  elles  ne  se  sont  point 
réduites  à  la  simple  reproduction  ou  à  Timication  de  quelques  ouvrages  arabes  :  de  pre- 
imiers  efforts  ont  été  faits  pour  appliquer  les  connaissances  acquises,  et  pour  aller  au 
delà  ;  les  esprits  ont  été  préparés  à  la  lecture  des  textes  grecs  et  au  mouvement  rapide  et 
^^uéral  qui  a  produit ,  dans  le  siècle  suivant,  le  renouvellement  des  sciences. 

Le  premier  tiers  du  XIV**  siècle  nous  offre  un  homme  qui  a  eu  une  grande  célébrité 

par  son  savoir  en  Philosophie,  en  Mathématiques,  en  Théologie  et  dans  la  littérature  arabe, 

"Thomas  de  Bradwardin,  archevêque  de  Cantorbérj'.  Nous  avons  fait  connaître  la  savante 

théorie  des  polygones  égrédients  que  ce  Géomètre  imagina ,  sur  la  simple  donnée  du  pen* 

KagoM  étoile  de  Campanus.  Cette  théorie  étail  véritablement  une  conception  nouvelle ,  qui 

^cioit  faire  hooneur  au  Xiy**  siècle.  Elle  se  trouve,  comme  nous  Favons  dit,  dans  un  Traité 

Sntilolé  :  Geametria  speculativa,  qui  a  été  imprimé  en  1496,  et  a  eu  depuis  plusieurs  au* 

ttei  éditions  ^.  Cette  date  de  1496  parait  avoir  induit  en  erreur  les  historiens  des  Mathé- 

■Datkpicfl ,  Bernardin  Baldi ,  Heilbronner  et  Montucla ,  qui  ont  placé  Tauteur  à  la  fin  du 

^V*  siàele;  et  c*esl  peut-être  là  la  cause  pour  laquelle  on  n'a  pas  fait  attention,  jusqu'ici, 

'  •  Les  personnes  qui  ne  sont  pas  spécialement  occupées  de  reciierches  historiques,  ne  sauraient  s^imaginer 

>  combien  de  manuscrits  précieux  ont  été  détruits,  même  dans  ces  derniers  temps Après  de  si  coupables 

>  Diligences,  comment  ose-t-on  parler  encore  de  la  destruction  des  manuscrits  au  Moyen  âge?  Sous  peine  de 
»  passer  pour,  des  barl)ares  aux  yeux  de  la  postérité ,  il  faut  arrêter  une  telle  dévastation.  «  {Histoire  des 
seienees  mathématiques  en  Italie,  1. 1 ,  pag.  ij). 

NoasiKms  faisons  un  devoir  de  répéter  ces  paroles  de  M.  Libri;  nous  voudrions  qu*elles  eussent  souvent  de 
réeho.  Mais  on  sent  que  le  devoir  qu'elles  commandent  n'est  point  celui  de  simples  particuliers  ;  mais  bien 
celni  des  gouvernements  désireux  de  contribuer  aux  progrés  des  sciences  et  du  développement  de  Tintelligence 
bomaine.  L'impression  de  quelques  manuscrits  auxquels  s'attache  un  intérêt  scienliûquc  et  historique,  de  même 
que  la  reproduction,  dans  la  langue  nationale,  de  quelques  ouvrages  étrangers,  serait  de  leur  part  une  digne  et 
■tile  ooopémtion,  peu  coûteuse  du  reste,  aux  travaux  des  hommes  qui  se  vouent  à  Tétude. 

Une  seconde  mesure  à  prendre,  pour  arrêter  la  destruction  des  raretés  littéraires  (telles,  par  exemple,  que  les 
pioductioiis  du  XVII<  siècle,  qui  disparaissent  tous  les  jours),  serait  l'établissement  d'une  Bibliothèque  spéciale 
destinée  aux  sciences;  Bibliothèque  en  quelque  sorte  historique,  oh  se  trouveraient  réunies,  {jar  siècles,  toutes 
les  produclions  du  savoir  et  du  génie,  et  qui  deviendrait  un  centre  oh  chacun  se  ferait  un  devoir  et  un  bonheur 
dspwtar  ses  petites  propriétés  particulières,  qu*on  laisse  perdre  aujourd'hui,  parce  qu'on  ne  sait  réellement  à 
^aoi  les  réunir  pour  les  rendre  utiles  et  leur  assurer  une  conservation  durable. 

*  Dans  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque  royale  (n»  7368,  copie  du  X1V«  siècle)  se  trouve  une  pièce  intitulée, 
dans  le  catalogue,  Fragmentum  elementorum  Geometriœ,  où  nous  avons  reconnu  des  passages  de  la  Géométrie 
de  Brtdwtrdin.  La  théorie  des  polygones  égrédients  y  est;  mais  on  ne  trouve  dans  les  Bgures  que  le  pentagone 
de  seconde  espèce  et  l'heptagone  de  troisième  es|)èce,  qui  y  sont  appelés,  comme  dans  l'ouvrage  imprimé ,  penta- 
fone  da  premier  ordre,  et  heptagone  du  second  ordre.  Les  autres  polygones  égrédienis  n'y  sont  pas  refirésentés. 
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à  son  ouvrage  ;  car  le  rajeunir  ainsi  de  plus  d'un  siècle  et  demi ,  c'était  en  diminuer  le 
mérite.  Pour  Tépoque  où  il  fut  écrit,  il  nous  parait  remarquable,  non-seulement  par  la 
théorie  des  polygones  égrédients,  mais  encore  par  plusieurs  autres,  parmi  lesquelles  on 
dislingue  quelques  propositions  sur  les  figures  isopérimètres. 

Voici  lanalyse  de  cet  ouvrage  : 

Son  second  titre  est  :  Brève  compendium  artis  Geonietriœ  à  Thoma  Bravardiniex  libris 
EudidiSy  Boetti,  et  Campani  peroptimè  compilatum.  L'auteur  aurait  dû  nommer  aussi 
Archimède  et  Théodose,  qu'il  cite  souvent,  et  de  qui  il  a  fait  plusieurs  emprunts ,  pris  du 
livre  De  quadraturà  circuit  du  premier ,  et  des  Sphériques  du  second. 

L'ouvrage  est  en  quatre  parties  : 

La  première  comprend  les  défînitions ,  les  axiomes  et  les  postulata  qui  sont  en  tète  des 
Eléments  d'Euclide;  et  la  théorie  des  polygones  égrédients. 

La  deuxième  partie  traite  des  triangles,  des  quadrilatères,  du  cercle,  et  des  figures  i9ù- 
périmètreSy  dont  Euclide  n'a  pas  parlé  dans  sa  Géométrie,  ainsi  que  le  remarque  Brad- 
wardin.  Mais  on  sait  que,  dans  l'Ecole  même  de  Pythagore,  cette  théorie  a  été  ébauchée; 
et  que  Zénodore,  disciple  de  ce  philosophe,  a  laissé  sur  cette  matière  un  écrit,  destiné 
à  combattre  ce  préjugé  vulgaire  que  les  figures  de  contours  égaux  avaient  des  capacités 
égales.  Cet  ouvrage,  le  plus  ancien  des  écrits  géométriques  des  Grecs,  qui  nous  sont 
parvenus,  a  été  conservé  par  Théon,  dans  son  Commentaire  sur  l'Almageste  ^  Pappus 
a  traité  aussi  cette  matière,  au  commencement  du  cinquième  livre  de  ses  Collections 
mathématiques,  Bradwardin  ne  dit  pas  si  les  propositions  qu'il  démontre  sont  prises  de 
cet  ouvrage,  ou  de  l'Almageste,  ou  bien  s'il  les  a  imaginées  de  lui-même.  En  voici 
les  énoncés  : 

Première  proposition.  De  tous  les  polygones  isopérimètres  y  celui  qui  a  le  plus  grand 
nombre  d'angles  est  le  plus  grand  en  surface. 

Deuxième  proposition.  De  tous  les  polygones  isopérimètres,  d'un  même  nombre  d'angles, 
le  plus  grand  est  celui  qui  a  ses  angles  égaux. 

Troisième  proposition.  De  tous  les  polygones  isopérimètres  qui  ont  le  même  nombre  de 
côtés  et  leurs  angles  égaux,  le  plus  grand  est  celui  qui  a  ses  côtés  égaux. 

Quatrième  proposition.  De  toutes  les  figures  isopérimètres ,  le  cercle  est  la  plus  grande. 
L'auteur  ajoute  que  la  sphère  jouit  de  la  même  propriété  parmi  les  solides. 

La  troisième  partie  de  l'ouvrage  traite  des  proportions  et  de  la  mesure  des  aires  du 
triangle,  du  quadrilatère,  des  polygones  et  du  cercle. 

Bradwardin  dit  que  l'aire  du  cercle  est  égale  à  celle  du  rectangle  construit  sur  la  moitié 
de  la  circonférence  et  de  la  moitié  du  diamètre,  pour  côtés.  Il  conclut  cette  proposition  de 
celle  d'Archimède  qui  est  la  même,  en  d'autres  termes,  et  qu'il  emprunte,  sans  démon- 
stration, du  livre  De  quadraturà  circuli,  où  elle  est  énoncée  ainsi  :  Un  cercle  quelconque 
est  égal  à  un  triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égal  au  rayon  de  ce 
cercle,  et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  est  égal  à  la  circonférence  de  ce  même  cercle. 

*  Clavius  Ta  reproduit  dans  son  commentaire  sar  la  Sphère,  de  Sacro  Bosco. 
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Bradwardin  ajoute  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  cst^  ;  «  hoc  ut  habetur 
»  ab  eodem  Archimenide  *  in  praedicto  libello  (  De  quadraturà  circuit.  )  » 
La  quatrième  partie  traite  des  figures  à  trois  dimensions,  des  plans,  des  angles  solides, 
[  des  cinq  corps  réguliers  et  de  la  sphère. 

Le  chapitre  de  la  sphère  est  une  collection  de  diverses  propositions  sur  les  cercles  tracés 
8ur  cette  surface,  que  Bradwardin  dit  avoir  prises  du  livre  des  Sphériques,  de  Théodose. 
Enfin  on  trouve  un  petit  Traité  particulier  sur  la  quadrature  du  cercle,  qui  est  intitulé  : 
Tmctatus  de  quadraturà  circuli  editus  à  quodum  archiepiscopo  ordinis  fratrum  mi- 
norum.  Ce  Traité  est  précisément  le  même  que  celui  que  Gauricus  a  attribué  à  Campanus. 
D'après  ce  que  nous  en  avons  dit ,  on  pensera  qu'il  ne  doit  pas  plus  porter  le  nom  de 
Bradwardin  que  celui  de  Campanus. 

Une  idée  de  Bradwardin ,  fruit  des  premières  lueurs  de  la  philosophie  platonicienne 
qui  commençait  à  pénétrer  en  Europe,  mérite  d'être  remarquée.  Cest  que  cet  écrivain 
chercha  y  le  premier,  à  appliquer  la  méthode  géométrique  à  la  Théologie,  et  répandit  de 
fa  sorte  les  premiers  germes  de  cet  esprit  d'indépendance  qui  ne  tarda  point  à  se  faire 
sentir  dans  les  cloîtres  et  les  couvents;  et  qui,  cultivé  avec  plus  de  succès  dans  le  siècle 
suivant)  par  un  autre  prince  de  l'Église,  le  cardinal  Nicolas  de  Cusa,  philosophe  plalo- 
ffifCfcn,  secoua  le  joug  de  la  scolastique  du  Moyen  âge,  et  aboutit  à  la  philosophie  mo- 
derne. 

Continuons  l'histoire  du  XIV''  siècle.  Pedisiamus,  au  commencement  de  ce  siècle,  a 
i  sur  la  Géométrie  et  la  Géodésie;  le  moine  Barlaam  a  laissé  un  Traité  d'Arithmétique, 
^n  Traité  d'Algèbre,  en  six  livres,  intitulé  :  Logisticœ  libri  F/,  écrit  en  grec  '*,  quoique 
■  «uteur  fut  Italien;  mais  il  avait  été  résider  en  Orient  pour  apprendre  la  langue  grecque. 
Une  version  latine  du  Traité  d'Algèbre  a  été  imprimée  en  1372  (Strasbourg,  in-8**),  puis 
1606  (Paris,  in-4°),  avec  des  scolics  de  Jean  Chamber.  Le  Traité  original  est  peut- 
le  plus  ancien  ouvrage  d'Algèbre  qui  nous  soit  parvenu,  après  celui  dcFibonacci, 
T^t   lui  est  antérieur  de  plus  d'un  siècle. 

K.illingworth  a  laissé  des  Tables  astronomiques,  et  un  Traité  d'Algorismc. 

Sîrnon  de  Bredon  a  commenté  l'Almageste  de  Piolémée',  et  a  écrit  sur  l'Arithmétique. 

ïsuac  Argyrus,  moine  grec,  a  calculé  des  Tables  astronomiques,  et  a  écrit  sur  l'Astrolabe  ; 

^**    l'Arithmétique,  De  extractione  radicis  quadraticœ  quadratorum  irrationalium ;  sur 

^     Géodésie,  Compendium  geodœsiœ  seu  de  dimensione  locorum  metlhodus  brevis  ac  luta; 

®Vir  dilTérentes  parties  de  la  Géométrie,  De  inventione  quadrangularium  laterum; 

'^^rernata  de  triangulis;  De  dimensione  triangulorum  aliarumque  figurarum;  De  figuris 

wectangulis  ad  rectangulas  reducendis, 

^ndwardin  appelle  Archimède  Archimenides. 

l^lambre,  en  rendant  compte  du  livre  de  cet  ouvrage  (lui  se  rapporte  aux  calculs  astronomiques,  a  placé 

^ur  avant  Bède,  en  disant  toutefois  que  Pon  ignore  Tépoque  précise  où  il  a  vécu.  Cette  inadvertance  est 

liére,  car  Barlaam  est  un  personnage  encore  célèbre  dans  Thistoire  littéraire  et  politique  du  XI V«  siècle. 

^Id.  Bernard  devait  comprendre  cet  ouvrage  dans  le  tome  VUI  de  sa  collection,  dont  nous  avons  parlé  plus 

«  Il  Piotitule  :  Super  demomtrationes  aliquas  Almagesti  :  Opls  pkrdoctum. 


^C 
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Aucun  de  ces  écrits  n'a  été  imprimé;  nous  regrettons  de  ne  pouvoir  dire  quel  en  est 
l'objet,  ni  ce  qu'ils  offraient,  dans  le  temps  où  ils  ont  paru,  de  neuf  et  d'utile.  Edouard 
Bernard  devait  en  comprendre  un,  en  grec  et  en  latin,  sous  le  titre  :  De  figurarum  Irafu- 
mutalione,  dans  sa  collection  des  auteurs  anciens. 

Paolo  di  Digomari ,  connu  sous  le  nom  de  Paolo  dell  Abbaco,  a  écrit  sur  TAlgëbre,  la 
Géométrie  et  l'Astronomie,  et  fut  aussi  un  littérateur  distingué,  qui  a  mérité  d'être  eîté  à 
côté  de  ses  célèbres  contemporains  :  le  Dante  et  Pétrarque. 

Montucla  place  au  XIV*'  siècle  Biagio  di  Parma,  qui  écrivit  sur  l'Arithmétique»  la  Géo- 
métrie, l'Astronomie  et  l'Optique,  et  qui  fut  un  homme  distingué  dans  son  temps.  Lucas 
di  Borgo  le  cite  parmi  quelques  auteurs  modernes  dont  les  ouvrages  lui  ont  été  utiles  f»our 
composer  sa  Summa  de  Arithmetica,  etc.  Mais  il  le  place  immédiatement  après  Léonard 
de  Pise,  et  avant  Sacro  Bosco  et  Prosdocimo  de  Padoue,  ce  qui  nous  porterait  à  croire 
que  ce  Géomètre  l'a  regardé  comme  étant  du  XIIP  siècle,  car  il  a  observé,  du  reste  » 
l'ordre  chronologique  dans  renonciation  des  autres  noms  qu'il  cite.  Ce  sont,  parmi  les 
Anciens,  Euclide  et  Boèce,  et,  parmi  les  Modernes,  Léonard  de  Pise,  Biagio  di  Parma» 
Sacro  Bosco  et  Prosdocimo  de  Padoue. 

€e  dernier  a  vécu  sur  la  fln  du  XIV*'  siècle  et  dans  le  commencement  du  XV**;  il  a 
calculé  des  Tables  astronomiques,  et  écrit  un  livre  De  algorithmo,  où  Montuola  suppose 
qu'il  a  traité  de  l'Algèbre  {Histoire  des  Mathématiques ^  t.  II,  p.  716);  mais  cet  ouvrage 
est  probablement  un  simple  Traité  d'Arithmétique  pratique,  comme  tous  ceux  qui  portent 
le  même  nom  d'Algorisme;  d'autant  plus  que  Bernardin  Baldi  ne  cite  Prosdocimo  que 
comme  ayant  écrit  sur  l'Arithmétique,  et  non  sur  l'Algèbre.  Du  reste,  le  traité  De  algo^ 
rithmo  a  été  imprimé  en  1483.  C'est  peut-être  le  premier  ouvrage  sur  notre  système  de 
numération  que  l'Imprimerie  ait  mis  au  jour.  Le  Compendium  arithmetices  Bœtii,  de 
Fabre  d'Etaples,  a  bien  été  imprimé  en  1480;  mais  cet  ouvrage  ne  roule  que  sur  TAritli- 
métîque  spéculative,  ou  Théorie  des  nombres,  qui  est  indépendante  de  la  manière  de  les 
représenter  en  se  servant  de  quelques-uns  seulement  pour  exprimer  tous  les  autres  '. 

Cossali,  dans  son  Histoire  de  l'Algèbre  ^,  cite  plusieurs  autres  Itaiieus  qui  ont  écrit  sur 
cette  science,  dans  le  XI V**  siècle.  On  y  voit  que  Guillaume  de  Lunis  avait  traduit  FAI- 
gèbre  de  Mohammed  ben  Musa,  sous  le  titre  La  Regola  delV  Algebra.  Nous  avons  4ity  en 
parlant  de  la  Géométrie  chez  les  Arabes,  qu'on  avait  eu,  dans  le  XIIP  et  le  XIV*'  siècle, 
plusieurs  antres  traductions  latines  de  cet  ouvrage,  dont  l'une  a  été  reproduite  par 
M.  Libri,  dans  le  premier  volume  de  son  Histoire  des  sciences  mathématiques. 

L'Astronomie  a  été  la  science  la  plus  cultivée  dans  le  cours  du  XIV**  siècle,  où  Ton 

*  Le  Traité  De  algorithmo,  de  Prosdocimo,  nous  paratt  offrir  de  IMntérét,  parce  qu'il  confirme  ropinion  de 
Wallis  sur  Tidentité  de  la  signification  des  mots  abacus  et  algorismus^  dont  il  pensait  que  le  second  tTalt  rem» 
placé  le  premier,  dans  les  derniers  temps  du  Moyen  âge.  Wallis  ayant  lu,  dans  un  manuscrit  de  la  Bibliotlièqiie 
Bodiéiennc,  que  Hermann  Contractus  et  Prosdocimo  avaient  écrit  sur  Vabacus,  ajoute  que  cela  signifie,  sons  «o 
autre  nom,  algorismus,  ou  système  de  numération  arabe.  Le  titre  de  Pouvrage  de  Prosdedmo,  que  Wallis  oe 
connaissait  pas  Justifie  pleinement  son  opinion. 

•  Sloria  crilica  Mt origine,  trasporto  e  primi progressi  in  Italia  deW  Algebra.  Parme,  1797;  2  vol.  ia-^. 
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trouve  lin  grand  nombre  d'Astronomes;  la  plupart  ont  laisse  des  Traités  de  TAslrolabe. 
Nous  n'avons  point  eu  à  les  nommer ,  parce  qu'il  parait  qu'ils  n'ont  pas  écrit  particulière- 
ment sur  la  Géométrie. 

On  voit  y  par  ce  qui  précède,  que  les  connaissances  mathématiques ,  chez  les  chrétiens 
du  Moyen  âge,  se  sont  formées  lentement  depuis  le  VIII''  siècle  jusqu'à  la  fin  du  XIV% 
d'abord  de  quelques  notions  superficielles,  empruntées  primitivement  des  Grecs  et  trans- 
mises par  Boéce ,  Cassiodore  et  hidore  de  Séville ,  et  ensuite  des  ouvrages  véritablement 
savants,  que  vers  le  Xlh  siècle  on  a  tirés  de  l'Espagne  et  traduits  de  l'arabe  en  latin. 
Ceux-ci  paraissent  aujourd'hui,  d'après  les  citations  que  nous  avons  faites,  avoir  été  en 
très-petit  nombre;  car,  après  avoir  trouvé  des  traductions  d'Ëuclide,  de  Théodose,  de  Pto- 
iémée,  d'Alhazen,  de  Mohammed  ben  Musa,  nous  avons  auguré  seulement,  de  quelques 
passages  de  l'Optique  de  Vitellion,  que  les  Coniques  d'Apollonius  étaient  connues,  mais 
nous  n'avons  eu  à  citer  aucune  traduction  de  cet  ouvrage  important,  ni  de  ceux  d'Archi- 
mède,  de  Héron ,  de  Ménélaûs,  de  Pappus,  de  Serenus,  de  Proclus.  Cependant  nous  ne 
pouvons  croire  que  les  ouvrages  de  ces  Géomètres  grecs,  dont  il  existait  de  nombreuses  tra- 
ductions arabes ,  n'aient  pas  pénétré  chez  les  chrétiens  d'Europe  au  XII'  et  au  XIII'*  siècle, 
en  même  temps  que  les  Éléments  d'Ëuclide.  Et,  en  effet,  il  existe  des  traductions  latines 
de  quelques-uns  ^  Mais  leur  rareté,  et  le  silence  gardé  sur  les  Géomètres  qui  en  ont  été  les 
auteurs,  ou  qui  s'en  sont  servis,  prouvent  que  ces  ouvrages  ont  été  peu  connus,  et  que  les 
sciences  mathématiques,  à  la  fin  du  XIV**  siècle,  étaient  encore  dans  l'enfance,  en  compa- 
raison  de  l'état  florissant  qu'elles  avaient  atteint  dès  les  premiers  temps  de  l'Ecole  d'Alexan- 
drie chez  les  Grecs ,  et  dès  le  IX"*  siècle  chez  les  Arabes  ^. 

Mais,  au  XV*  siècle,  qui  est  l'époque  de  la  renaissance  générale  des  lettres,  des  sciences  xv«  sitcLs. 
et  des  arts,  en  Europe,  les  sciences  mathématiques  reçurent  une  impulsion  nouvelle  et 
féconde,  qui  prépara  rapidement  les  grands  progrès  qu'elles  firent  dans  le  siècle  suivant. 
Cette  impulsion  fut  provoquée  par  la  connaissance  des  ouvrages  grecs ,  que  l'on  étudia  pour 
la  première  fois  dans  leur  langue  originale,  et  dont  on  prépara  aussitôt  des  traductions  qui 
tirent  connaître,  dans  toute  sa  pureté,  la  Géométrie  d'Ëuclide,  d'Archimède,  d'Apollonius, 
et  des  autres  grands  écrivains  de  l'Antiquité. 

Ces  premiers  pas  étaient  déjà  un  progrès  notable  dans  l'étude  des  sciences,  qui  suflSrait 
seul  pour  rendre  célèbre  le  XV'  siècle.  Mais,  en  même  temps,  un  autre  élément  scien- 
tifique» en  quelque  sorte  étranger  aux  connaissances  des  Grecs,  l'Algèbre  indienne,  qui 
languissait  depuis  bientôt  trois  cents  ans  en  Europe, sans  qu'on  parût  y  faire  attention,  fut 
reproduite  de  nouveau;  ses  usages  furent  enseignés,  et  son  importance  mise  dans  tout  son 

'  Particnlièremrat  dans  le  manoscrit  de  la  Bibliothèque  royale  iDtitolé  :  Mathematica  (sopplémeot  laiin, 
BP48,  iiHfol.).  M.  Libri  a  donné,  dans  son  Histoire  de$  sciences  malhématiques  en  Italie ,  1. 1,  pag.  i65,  la  lista 
du  oawngti  qoi  se  trouvent  dans  ce  volume. 

*  l\  feut  contenir,  toutefois,  que  nous  connaissons  très-imparfaitement  Pbistoire  du  Moyen  âge,  que  Pou  a 
oégligée  iusquMci,  tout  occupé  que  Pou  a  été ,  depuis  le  XV<  siècle,  d*étudier  la  littérature  et  les  sciences  grecques, 
•t  de  puiser  aux  sources  incomparablement  plus  précieuses  qu*elles  nous  ont  offertes ,  pour  établir  les  fondements 
de  DM  oDonaissances. 
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jour.  L'alliance  entre  elle  et  la  Géométrie ,  que  Fibonaeci  avait  prescrite ,  ne  fut  plus  une 
idée  stérile  y  mais  un  principe  mis  déjà  en  pratique.  Enfin  quelques  ouvrages  originaux , 
premiers  essais  du  génie,  et  premières  applications  des  connaissances  empruntées  des 
Grecs  et  des  Arabes,  viennent  encore  contribuer  à  Téclat  du  XV®  siècle.  Ajoutons  que  Tin- 
vention  de  Timprimerie,  qui  prit  naissance  au  milieu  de  ce  siècle,  apporta  un  secours 
immense  et  merveilleux  aux  efforts  de  Tesprit  humain,  auparavant  entravé  et  rebuté  par  la 
rareté  et  la  défectuosité  des  manuscrits.  Cette  invention  mémorable  était  le  complément, 
en  quelque  sorte,  d'un  autre  grand  événement  du  XV*'  siècle,  la  prise  de  Gonstantinople , 
qui  livrait  à  l'Europe  les  arts,  la  littérature,  la  philosophie  et  les  sciences  de  la  Grèce 
ancienne  ^ 

Nous  allons  passer  rapidement  en  revue  les  Géomètres  à  qui  sont  dus  les  premiers  tra- 
vaux d  où  datent  nos  progrès  dans  les  sciences. 

A  leur  tète  on  trouve  Purbach,  et  surtout  son  célèbre  disciple  Regiomontanus. 

Le  premier  est  connu  surtout  comme  Astronome,  et  comme  auteur  du  livre  des  Théo- 
riques des  planètes  ^.  Cet  ouvrage  était  une  suite  de  la  Sphère  de  Sacro  Bosco,  destiné  à 
complétera  connaissance  de  TAImageste  de  Ptolémée,  que  Purbach  avait  débarrassé  des 
calculs  et  des  démonstrations  géométriques.  Ensuite  Purbach  entreprit  une  traduction  sur 
le  texte  grec,  récemment  apporté  en  Europe  par  le  cardinal  Bessarion,  de  la  partie  géomé- 
trique de  cet  ouvrage  de  Ptolémée.  Cette  traduction ,  qu'une  mort  prématurée  lempécha 
de  terminer,  fut  continuée  par  Regiomontanus,  et  parut  à  Venise  en  1496,  sous  le  titre  : 
Ptoletnei  Alexandrini  astronomorum  principis  in  magnam  constrtictionem  Georgii  Pur- 
bachii,  ejusque  disdpuli  Johannis  de  Regiomonte  astronomicon  epitoma.  Venetiis,  1496, 
in-folio. 

Les  deux  savants  traducteurs  substituent,  dans  les  calculs  trigonométriques  de  Ptolémée, 
les  sinus  aux  cordes,  ainsi  qu'avait  fait  Albategnius,  et  après  lui  les  autres  écrivains  arabes  ; 
mais  ils  conservent  les  expressions  ^^^^ ,  et  ne  font  pas  usage  des  tangentes,  qulbn- 
Yoùnis  avait  connues  et  qu'Aboul  Wcfa  avait  introduites  dans  la  Trigonométrie,  cinq  cents 
ans  auparavant.  Plus  tard  Regiomontanus  les  imagina,  à  son  tour,  et  en  fit  une  table 
connue  sous  le  titre  de  Table  féconde ,  qu'il  lui  donna. 

Regiomontanus  est  l'un  des  hommes  les  plus  remarquables  que  présente  l'histoire  des 
Mathématiques.  L'universalité  de  ses  connaissances,  la  fécondité  extrême  de  son  esprit 
infatigable,  et  le  nombre  de  ses  productions,  peuvent  le  faire  regarder  comme  le  véri- 
table restaurateur  des  sciences  en  Europe.  Ces  productions  comprennent,  d'une  part»  les 
principaux  ouvrages  des  grands  Géomètres  de  l'école  d'Alexandrie  :  Ëuclide,  Archimède, 
Apollonius,  Ménélaûs,  etc.,  que  Regiomontanus,  le  premier,  lut  dans  leur  langue  ori- 

'  Plusieurs  autres  événements  contemporains,  comme  la  découverte  de  l'Amérique ,  du  Cap  de  Bonne-Espé- 
rance el  des  Indes  Orieniales,  qui  amena  le  perfectionnement  de  TAstronomie,  de  TOptique,  de  la  Géométrie, 
vinrent  contribuer  aussi  à  raclivité  générale  des  esprits,  et  à  l'impulsion  forte  que  reçut  la  culture  des  sciences 
à  cette  époque. 

*  Theoricœ  Planetarum,  imprimé  pour  la  première  fois  à  Venise,  in-4o,  1488,  vingt-huit  ans  après  la  mort  de 
Pauteur,  et  réimprimé  depuis,  un  grand  nombre  de  fois,  le  plus  souvent  avec  des  commentaires. 
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chinas,  qu'il  pense  que  cet  art  lui  est  trés-familier  ^;  et  celui-ci,  en  effet,  s'en  sert  aussi 
dans  ses  réponses  à  Regîomontanus. 

Les  livres  3,  4  et  5  traitent  des  triangles  sphériques. 

Le  livre  3  est  dans  le  genre  des  Sphériqties  de  Ménélaûs.  Le  livre  4  renferme  une  Tri- 
gonométrie complète;  et,  le  livre  5,  divers  problèmes  qui  sont  résolus  pour  la  premidre 
fois.  On  y  remarque  celte  proposition,  qui  correspond  à  ime  propriété  des  triangles  plans» 
connue  des  Grecs  :  L'arc  de  grand  cercle  qui  divise  en  deux  également  l'angle  au  sonunei 
d'un  triangle  aphériquej  fait,  sur  la  base,  deux  segments  dont  les  sinus  sont  entre  eux  comme 
les  sinus  des  cotés  qui  comprennent  l'angle. 

Regiomontanus  a  écrit  un  Traité  d'Arithmétique  pratique,  qu'il  appela  Algorismus  demott- 
stralus.  C'est  l'ouvrage  que  Schoner  a  imprimé  en  1534,  sous  le  titre  Algorithmus  démon* 
stratus;  changeant  ainsi  le  mot  algorimus  en  aJgorithmus,  parce  qu'il  pensait  que  l'ouvrage 
de  Regiomontanus,  dont  il  avait  trouvé  une  copie,  avait  dû  être  intitulé  par  ce  géomètre 
algorithmes  y  ce  mot  provenant,  dit-il,  du  mot  grec  apcGtJu^ç,  altéré  par  les  Sarrasins.  Scho- 
ner ignorait  donc  que  le  mot  algorismus  était  consacré  depuis  plusieurs  siècles,  oomme 
on  le  voit  par  les  ouvrages  de  Sacro  Bosco,  de  Vincent  de  Beauvais,  etc.,  pour  désigner 
notre  système  de  numération  ^;  et  qu'ainsi  c'était  à  dessein  que  Regiomontanus  Pavait 
employé.  Cet  ouvrage,  que  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  citer  plusieurs  fois,  est  très* 
remarquable  sous  un  rapport  dont  nous  n'avons  point  eu  encore  à  parler;  c'est  qu*il  fait 
partout  usage  de  lettres  au  lieu  de  quantités  numériques,  suivant  la  coutume  du  temps;  et 
ces  signes  abstraits,  qui  constituent  la  forme  des  sciences  mathématiques  modernes ,  spot 
employés  même  pour  exposer  le  système  de  numération ,  et  pour  démontrer  les  règles  de 
l'Arithmétique  pratique.  Si  une  mort  prématurée  n'avait  enlevé  Regiomontanus  dans  la 
première  période  d'une  carrière  si  brillante ,  peut-être  lui  aurions-nous  dû  la  grande  con- 
ception de  Viète. 

Dans  le  recueil  de  lettres  que  nous  avons  cité  précédemment,  on  remarque  une  solution 
trigonométriquc  de  la  question  de  construire,  avec  quatre  côtés  donnés,  un  quadrilatère 
qui  soit  inscriptible  au  cercle.  Nous  avons  donné,  en  parlant  de  la  Géométrie  des  Indiens» 
une  notice  historique  sur  ce  problème,  dont  plusieurs  géomètres  se  sont  occupés  dans  le 

XVI-  siècle. 

Nous  ne  parlerons  point  des  autres  ouvrages  de  Regiomontanus,  dont  le  nombre  est 
très-considérable,  mais  dont  la  plupart,  malheureusement,  sont  restés  inédits.  La  liste 
sVn  trouve  dans  plusieurs  ouvrages  dont  nous  citerons,  comme  étant  les  plus  répandus» 
Vllistoria  matheseos  de  Heilbronner,  et  VHistoria  astronomiœ  de  Weidier. 

On  concevra,  à  l'inspection  de  cette  liste,  d'autant  plus  étonnante  que  l'auteur  a  été 


*  Sed  nunc  eam  eligi  quam  vobis  arbitror  familiarissimam ,  per  artem  videlicet  rei  et  censHS  qitod 
batin  abêolvendo^  p.  9-4  du  premier  Tolume  du  recueil  cité. 

*  l.a  plAce  ancienne  mise  au  jour  par  Clichtovée,  sous  le  titre  Opusculum  de  praxi  numerorum,  qvod  ntgth' 
rismum  vacant^  et  quelques  autres,  restées  manuscrites  (dont  deux  existent  à  la  BiMIotbàque  Soint«*-Geo6vièia, 
ifl  une  en  ftançaiSy  à  la  Bibliothèque  de  TArsenal),  disent  que  le  mot  algorismus  proTÎent  dn  nom  d*iui  ^ilo- 
lopba  appelé  Aigus.  Mais  on  ue  trouve  aucune  preuve  de  cette  origine. 
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en  allemand,  et  qui  a  été  reproduit  en  latin  sous  le  titre  suivanl,  qui  fait  connaître  Tobjet 
de  cet  ouvrage  :  Instilulionum  geometricarum  libri  qualuor^  in  quibuê  lineas,  super fideê 
ei  solida  corpora  ita  tractavity  ut  non  matheseos  solum  studiosiê,  sed  et  pictorilmSf  fabrU 
œrariis  ac  lignariiSy  lapicidis,  statuariis,  et  universis  demùm  qui  circino,  gnamone, 
libella  y  aut  alioqui  ce^Hâ  mensurà  opéra  sua  examinant ,  sint  summè  utiles  et  necessarii. 

Dans  le  premier  livre,  Albert  Durer  apprend  à  décrire  différentes  lignes  courbes;  on  y 
trouve  plusieurs  hélices  planes,  cylindriques,  sphériques  et  Coniques;  la  description  de 
lellipse  par  rallongement  des  ordonnées  du  cercle  dans  un  rapport  constant,  ou  bien  en 
la  considérant  comme  la  section  d'un  cône  droit,  que  Tauteur  appelle  pyramide,  il  ap- 
prend à  décrire  aussi  les  deux  autres  sections  coniques  :  Thyperbole  et  la  parabole.  C*esl 
Tun  des  ouvrages  les  plus  anciens,  chez  les  iModernes,  qui  aient  traité  des  sections  coniques. 

On  trouve  aussi,  dans  ce  premier  livre,  la  description,  par  points,  de  répicycloîde 
engendrée  par  un  point  du  plan  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  circonférence  fixe. 

Dans  le  second  livre,  on  trouve  Tinscription  des  polygones  dans  le  cercle,  et  différentes 
autres  figures  régulières  formées  par  des  arcs  de  cercle;  puis  une  quadrature  du  cercle  et 
la  manière  d  assembler  différents  polygones  pour  remplir  exactement  une  surface  plane; 
on  n'y  voit  point  les  polygones  étoiles.  Après  avoir  donné  la  construction  du  pentagone 
inscrit  au  cercle,  qui  se  trouve  dans  le  premier  livre  de  TAlmageste  de  Ptolémée,  Durer 
apprend  à  construire  un  pentagone  régulier  sur  un  côté  donné;  et  sa  construction  a  eela 
de  remarquable  qu  elle  se  fait  avec  une  seule  ouverture  de  compas;  mais  elle  n*est  qu'ap- 
proximative, et  la  figure,  qui  a  conservé  le  nom  de  pentagone  de  Durer,  n'a  pas  tous 
ses  angles  égaux*,  ainsi  que  lont  démontré  J.-B.  de  Benedictis^  etClavius'  dans  le  siècle 
suivant.  Cependant,  à  cause  de  sa  facilité,  la  construction  de  Durer  est  employée  par  la 
plupart  des  architectes. 

Le  livre  3  traite  des  corps  solides,  des  colonnes  et  des  pyramides  de  différentes  formes, 
et  des  lignes  qu'on  trace  sur  leurs  surfaces,  dans  les  arts;  de  la  construction  des  cadrans 
solaires,  et  de  celle  des  lettres  de  l'alphabet. 

Dans  le  cinquième  livre,  l'auteur  donne  la  description  des  cinq  corps  réguliers,  et  de 
plusieurs  autres  corps  formés  par  des  polygones  réguliers,  mais  non  tous  semblables  entre 
eux,  comment  sont  les  treize  corps  semi-réguliers  d'Archimède.  Puis  on  trouve  plusieurs 
solutions  de  la  duplation  du  cube;  et  enfin  un  Traité  de  Perspective,  dans  lequel  Durer 
a  imaginé  le  premier  instrument  connu,  pour  faire  la  perspective  mécaniquement,  sur 
un  verre  ou  une  toile  transparente.  C'est  surtout  pour  cette  partie  que  l'ouvrage  de  Durer 
est  cité  dans  l'Histoire  des  iMathématiques. 

Léonard  de  Vinci,  l'un  des  plus  grands  peintres  de  l'Italie,  fut  un  de  ces  génies  rares 
qui  manient  avec  une  égale  facilité  tous  les  objets  des  connaissances  humaines,  et  dont 
le  nom  se  présente  dans  l'histoire  de  chacune  d'elles.  Il  cultiva  particulièrement  les  Ma- 

I  Chacun  des  angles  (Kun  vrai  pentagone  régulier  est  de  108  degrés.  Dans  le  pentagone  d'Albert  Durer,  deux 
angles  sont  de  107*  3'  ;  deux  autres  de  108»  22',  et  le  cinquième  a  i09«  iâ'. 
*  Diversarum  speculationum  mathematicarum  et  physicarum  Liber  ;  Turin  1585,  in-4». 
»  Geometria  practica,  lib.  VIII,  prop»  29. 
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sur  deux  poinls  fixes.  L'histoire  de  la  science  serait  intéressée  à  connaître  les  considéra- 
tions de  Géométrie  qui  Font  conduit  à  ce  beau  résultat. 

Malgré  tout  Tintérél  que  cette  question,  considérée  comme  moyen  nouveau  et  général 
de  décrire  les  courbes,  devait  oiïrir,  et  dans  les  arts,  et  comme  pure  spéculation  géomé- 
trique, elle  n'a  fait  presque  aucun  progrès  jusqu'à  ce  jour.  Si  nos  recherches  historiques 
à  ce  sujet  ne  nous  induisent  point  en  erreur,  nous  croyons  qu  elle  n  a  fixé  l'attention  que 
d'un  seul  géomètre,  le  célèbre  Clairaull,  qui  Ta  traitée  dans  un  Mémoire  lu,  en  1740,  à 
l'Académie  des  sciences.  Après  avoir  signalé  le  nouveau  mode  de  description  des  courbes, 
dont  le  tour  à  ovale  offrait  le  seul  exemple  connu,  Clairaul  dit  avoir  supposé  d'abord  que 
la  courbe  décrite  sur  ce  tour  devait  être  une  eonchoïde  du  cercle,  mais  qu'il  n'a  pas  tardé 
ù  reconnaître  qu'elle  est  une  vraie  ellipse  d'Apollonius.  Puis  il  fait  deux  applications  de  ce 
nouveau  mode  de  génération  des  courbes.  Il  suppose,  dans  la  première,  qu'un  cercle  roule 
sur  une  droite;  et,  dans  la  seconde,  qu'un  cercle  roule  sur  un  autre  cercle.  Un  stylet  fixe 
imprime  sa  trace  sur  le  plan  du  cercle  mobile,  et  cette  trace  forme  une  courbe  dont  Clai- 
rault cherche  les  équations.  Sa  solution  est  entièrement  analytique,  et  les  équations  aux- 
quelles il  parvient  contiennent  même  des  intégrations  qui  ne  sont  pas  effectuées.  Dans  un 
seul  cas  les  intégrales  disparaissent,  et  Ton  reconnaît  la  spirale  d'Archimède. 

Ainsi,  sous  le  rapport  géométrique,  Clairaull  a  laissé  cette  question  intacte;  cest-à-dire 
que  les  diverses  propriétés  géométriques  de  ce  mode  de  description  des  courbes,  ses  rap- 
ports avec  la  description  ordinaire  par  un  point  mobile,  et  la  manière  de  substituer  un 
mode  de  description  à  l'autre,  pour  produire  la  même  courbe,  sont  encore  des  questions 
neuves. 

Ces  questions  nous  paraissent,  tant  sous  le  rapport  théorique  qu'à  cause  de  leurs  appli- 
cations aux  arts,  mériter  d'entrer  dans  les  spéculations  de  la  science.  Nous  y  reviendrons 
dans  un  autre  écrit.  Pour  le  moment  nous  renvoyons  à  la  Note  XXXIV,  où  se  trouvent 
quelques  développements  sur  cette  théorie,  qui  offre  un  exemple  assez  remarquable  de 
dualilé.  Nous  nous  bornerons  à  ajouter  ici  que  de  cette  théorie  il  résultera,  sans  caleul, 
(|ue  les  courbes  dont  Clairault  a  trouvé  des  expressions  algébriques  fort  compliquées, 
qui  ne  lui  ont  permis  de  reconnaître  la  nature  que  d'une  seule  d'entre  elles,  la  spirale 
d'Archimède,  sont  tout  simplement  des  épicycloïdes.  Les  unes  peuvent  être  engendrées 
par  un  point  mobile,  lié  fixement  à  une  droite  qui  roule  sur  une  circonférence  de  cercle; 
et  les  autres,  par  un  point  du  plan  d'une  circonférence  de  cercle  qui  roule  sur  un  cercle 
fixe. 

J.  Verner  n'a  pas  été  un  écrivain  d'un  esprit  aussi  vaste  et  aussi  fécond  que  Léonard 
de  Vinci  et  Regiomonianus,  les  deux  plus  grands  hommes  du  XV''  siècle  que  nous  ayons 
nommés.  Mais,  considéré  comme  simple  géomètre,  il  nous  parait  devoir  être  placé  immé- 
diatement après  Regiomontanus.  Ses  ouvrages  ne  sont  point  l'imitation  ou  la  reproduction 
des  ouvrages  grecs,  comme  c'était  l'usage  dans  ces  premiers  temps  de  la  culture  des 
sciences;  mais  ils  sont  le  fruit  des  propres  idées  de  l'auteur  et  portent,  avec  le  cachet  de 
l'originalité,  celui  d'une  excellente  et  solide  Géométrie. 

Dans  un  livre  qui  a  été  imprimé  en  1352,  Verner  traite  des  sections  coniques,  de  la 
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La  première  partie  est  un  Traité  complet  de  TArithmétique  spéculative,  qui  considère 
les  propriétés  des] nombres,  et  de  T Arithmétique  pratique. 

L'Arithmétique  spéculative  est  dans  le  genre  des  ouvrages  de  Nicomaque  »  de  ThéoD»  de 
Boècc  et  de  Jordan  Nemorarius.  Mais  elle  est  terminée  par  une  partie  sur  les  nombres 
carrés,  qui  ne  se  trouvait  pas  dans  ces  ouvrages,  et  qui  est  très-remarquable.  C'est  une  suite 
de  questions  qui  appartiennent,  aujourd'hui,  à  l'Analyse  indéterminée  du  second  degré. 
Lucas  di  Borgo  en  donne  seulement  les  solutions  sans  démonstration;  il  les  emprunte, 
dit-il  9  du  Traité  des  membres  de  Léonard  de  Pii^e,  où  elles  étaient  démontrées  jHir  des 
considérations  et  sur  des  figures  géométriques.  Ces  solutions,  particulièrement  celle  qui 
se  rapporte  ù  lequation  x-^  +  t/^=  A,  sont  différentes  de  celles  de  Diophante,  et  sont 
les  mêmes  que  celles  qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  indiens,  et  qui  ont  été  imaginées 
dans  le  siècle  dernier  par  Euler,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  en  parlant  de  la  Géomé- 
trie de  Brahmegupta. 

L'Arithmétique  pratique  commence  par  l'exposition  du  système  de  numération,  «  dont 
les  premiers  inventeurs,  suivant  quelques-uns,  dit  Lucas  di  Borgo,  sont  les  Arabes;  ce 
qui  fait  que  cet  art  a  été  appelé  abaco  pour  dire  el  inuodo  arabica;  mais  d'autres  »  ajoute- 
t-il,  font  dériver  ce  nom  du  mot  grec  ^  »  On  trouve  les  quatre  opérations  fondamentales 
de  l'Arithmétique  ',  la  théorie  des  progressions,  et  l'extraction  des  racines  carrées  et  des 
racines  cubiques  des  nombres,  arilhmétiquement  et  géométriquement;  puis  le  calcul  des 
fractions;  les  règles  de  trois;  celles  de  fausse  position,  que  Tauteur  appelle,  d'après 
Léonard  de  Pise,  règles  iVHelculaym,  el  qu'il  aKribue  aux  Arabes,  mais  qui  leur  venaient 
des  Indiens;  cl  l'Ariilimétique  commerciale,  traitée  avec  une  grande  profusion  de  ques- 
tions et  d'exemples  ;  cette  partie  de  l'ouvrage  a  été  imitée  par  beaucoup  d'auteurs  alle- 
mands, dans  la  première  moitié  du  XVI"  siècle. 

Lucas  di  Borgo,  en  passant  à  l'Algèbre  (Distincti  o  octava)^  la  regarde  conune  la  partie 
de  la  science  du  calcul  la  plus  nécessaire  à  l'Arithmétique  el  à  la  Géométrie.  Il  dit  qu'on 
rappelle  communément  VArte  maggiore,  ou  la  règle  de  la  cosa,  ou  Algebra  e  Àlmuca- 
bain.  Comme  cet  ouvrage  est  le  premier  Traité  d'Algèbre  qui  ail  été  imprimé,  et  qu'on  a 

*  Ce  passage  fait  voir  que,  du  temps  de  Lucas  di  Borgo,  on  n'était  pas  fixé  sur  la  vraie  origine  de  noire  sys- 
tème de  numération.  La  signification  que  nous  avons  donné  au  mot  CLbacus^  employé  par  Boéce,  uous  autorise  à 
adopter  la  seconde  sup|>osition  de  Lucas  di  Borgo,  c'est-à-dire  ù  regarder  le  mot  ab(ico  comme  dérivé  da  grec. 
Quoiqu'il  en  soit,  ce  passage  mérite  d'être  pris  en  considération  dans  les  recherches  sur  l'origine  de  notre 
système  de  numération. 

■  L'auteur  donne  plusieurs  procédés  pour  chaque  opération.  Parmi  ceux  de  la  multiplicalioD  se  trooTe  aoe 
méthode  indienne ,  donnée  par  Ganesa  dans  ses  commentaires  sur  le  Lilavati  de  Bhascara,  qui  consiste  à  écrire 
le  produit  de  chaque  cbifTre  du  multiplicande  par  chaque  chiffre  du  multiplicateur,  en  plaçant  séparément, 
dans  les  deux  cases  triangulaires  d'un  carré,  les  chiffres  des  unités  et  des  dizaines.  Ceue  méthode  ingénieuse, 
sur  laquelle  repose  celle  des  bâtons  de  Neper,  paraît  avoir  été  très-u.«itée  dans  le  Moyen  âge  et  au  XVI«  siècle: 
car  on  la  trouve  dans  plusieurs  manuscrits  {voir  les  n»'  7378.  A  et  7352  des  manuscrits  de  la  Bibliothèque  royale 
de  Paris)  el  dans  plusieurs  ouvrages  imprimés,  dont  nous  citerons  le  Compendion  de  la  abaco  de  Peilos; 
VArithmelica  praclica  d'Oronce  Fi  née  ;  VArithmelica  practica  de  Peverone,  et  Ivs  Schotœ  maihematicœ  de 
Ramus.  M.  Libri  Ta  trouvée  aussi  dans  un  ouvrage  chinois.  {Histoire  des  sciences  mathématiques  en  limik, 
lom.  L  pag.34i.) 
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routunie  de  le  regarder  comme  ayant  initié  les  géomètres  dans  cette  science,  il  est  essen- 
tiel de  remarquer  que  Lucas  di  Borgo  ne  présente  point  TAIgèbre  comme  un  art  nouveau, 
mais  bien  comme  une  chose  connue  depuis  longtemps  du  vulgaire  (del  vulgo).  Cela  s'ac- 
corde avec  la  remarque  que  nous  avons  faite  en  rendant  compte  du  traité  De  triangulis,  de 
Regiomonlanus,  qui  parle  aussi  des  régies  de  1* Algèbre  comme  d'une  méthode  familière 
aux  géomètres.  On  peut  en  conclure  que,  depuis  le  Xllh  siècle,  où  TAIgèbre  a  été  intro- 
duite en  Europe  par  Fibonacci  ^  et  par  les  traductions  qu  on  a  faites  alors  de  Touvrage  de 
Mohammed  ben  Musa ,  cette  science  a  toujours  continué  d'être  cultivée. 

Lucas  di  Borgo  démontre  d'abord  la  règle  des  signes;  il  apprend  à  faire  les  opérations 
arithmétiques  sur  les  quantités  irratioimellcs,  et  démontre  la  plupart  des  propositions  du 
dixième  livre  des  Eléments  d'Euclide,  qui  forme  une  théorie  étendue  de  ces  quantités.  Puis 
il  passe  aux  équations  du  second  degré,  dont  il  considère  trois  cas,  comme  nous  lavons 
dit  en  parlant  de  TAIgèbre  de  Mohammed  ben  Musa.  Il  dit  que  plusieurs  autres  équations 
d'un  degré  supérieur  peuvent  être  ramenées  i\  celles-là.  Jl  considère  les  équations  qui 
contiennent  l'inconnue,  son  carré,  et  sa  quatrième  puissance;  ce  qui  donne  lieu  a  huit 
eas  qui  s'expriment,  par  les  symboles  actuels,  de  cette  manière  : 

X*  =  a ,  X*  -♦-  ax  =  6x*, 

X*  =  ax,  X*  -♦-    a  s=  6x*, 

x*=ox',  x*-4-ax*  =  6, 

X*  -h  ox*  =  bx,  X*  =    a  -¥■  6x*.  ' 

Il  apprend  à  résoudre  les  trois  premières  et  les  trois  dernières;  mais  la  quatrième  et 
la  cinquième,  dit-il,  sont  impossibles.  En  effet,  elles  ne  peuvent  se  réduire  au  second 
degré,  mais  seulement  au  troisième.  Cela  prouve  qu'au  temps  de  Lucas  di  Borgo  la  réso- 
lution des  équalions  du  troisième  degré  était  inconnue. 

Cette  première  partie  de  l'ouvrage  (Arithmétique  et  Algèbre)  est  terminée  par  les  règles 
de  société  et  une  foule  de  questions  relatives  aux  opérations  commerciales,  et  même  à  la 
tenue  des  livres  en  parties  doubles. 

Dans  beaucoup  de  passages,  Lucas  di  Borgo  se  sert  de  considérations  géométriques  pour 
illustrer  ses  règles  de  calcul;  il  démontre  ainsi  les  règles  de  fausse  position;  la  règle  des 

'  Nous  nous  conformerons  à  l^opiiiion  reçue ,  en  répétant  que  Fibonacci ,  a ,  le  premier,  introduit  PAlgèhre  en 
Europe,  au  commencement  du  XIII*  siècle;  mais  nous  pensons  cependant  que,  depuis  un  siècle  au  moins,  on 
iTait  déjà  quelque  connaissance  de  celte  science;  et  nous  fondons  cette  opinion  sur  ce  fait,  rapporté  précédem- 
neot,  que  Jean  Hispaleusis  a  écrit  dans  le  Xll«  siècle,  sous  le  titre  d*Algorismug,  un  Traité  d*Aritbmétique,  à 
h  suite  duquel  se  trouve  la  résolution  des  équalions  du  second  degré,  extraite,  est-il  dit,  du  livre  De  Gebrà 
HMucabaià. 

'  Lucas  di  Borgo  énonce  ses  équations  en  langage  ordinaire;  seulement,  par  abréviation,  il  se  sert  des  lettres 
p  et  m  pour  signifier  p/iM  (più)  et  moins  [mètw)]  il  se  sert  du  mot  égal^  mais  non  du  signe  =.  11  appelle 
riaooQone  eo$a;  son  carré  censo;  sa  quatrième  puissance  censo  de  censo;  et  la  quanUté  connue  il  numéro.  De 
iorte  quMI  énooce  la  dernière  équation ,  par  exemple^  ainsi  :  censo  de  censo  equale  a  numéro  e  censo. 
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signes  en  Algèbre,  et  les  fornuiles  pour  la  résolution  des  équations  du  second  degré.  Nous 
(liions  voir  que,  réciproquement,  dans  la  seconde  partie  de  Touvrage ,  qui  traite  de  la  Géo- 
métrie, Lucas  di  Borgo  fait  un  grand  usage  de  TAIgèbre. 

Ce  Traité  comprend  des  Eléments  de  Géométrie  assez  complets.  Il  repose  en  partie  sur 
les  Eléments  d'Euclide;  cependant,  comme  il  en  diffère  sous  plusieurs  rapports,  nous  allons 
en  donner  l'analyse.  Il  se  divise  en  huit  parties,  en  considération,  dit  Fauteur,  des  huit 
béatitudes  (a  reverentid  de  le  8  beatitudine). 

Dans  la  première ,  qui  traite  des  figures  triangulaires  et  quadrilatérales,  on  trouve  la 
plupart  des  propositions  qui  font lobjet  des  livres  1,  2  et  6  d'Euclide.  L'auteur  démontre, 
a  la  manière  des  Indiens,  que  Faire  du  triangle  est  égale  au  produit  de  la  base  par  la  moitié 
de  la  hauteur;  il  démontre  la  formule  de  Faire  en  fonction  des  trois  côtés,  comme  Fibo- 
nacci  elles  trois  frères  arabes  Mohammed,  Hamet  et  Ilasen,  dans  leur  ouvrage  intitulé  : 
Verba  filiorum  Moisi  filii  Schaker.  Il  apprend  à  calculer  la  perpendiculaire  dans  un 
triangle ,  et  pour  cela  il  se  sert  du  théorème  des  deux  segments  qu'elle  fait  sur  la  base. 
Il  donne  de  ce  théorème  une  démonstration  géométrique  très-remarquable.  Il  s'agit  de 
prouver  que  la  différence  des  carrés  des  deux  côtés  du  triangle  est  égale  à  la  différence 
des  carrés  des  deux  segments  faits  par  la  perpendiculaire  sur  la  base  ;  ou  bien ,  que  le  pro- 
duit de  la  somme  des  deux  côtés,  multipliée  par  leur  différence,  est  égal  au  produit  de  la 
base  multipliée  par  la  différence  des  deux  segments.  Lucas  di  Borgo  construit  une  figure 
dans  laquelle  se  trouvent  les  expressions  géométriques  des  quatre  facteurs  qui  forment 
cette  égalité;  et,  par  la  comparaison  de  deux  triangles  semblables,  il  conclut  que  le 
premier  produit  est  égal  au  second.  Cette  démonstration  est  très -élégante  et  élémen- 
taire, puisqu'elle  ne  fait  pas  usage  de  la  proposition  du  carré  de  Fhypoténuse.  Elle  a 
été  reproduite  par  Tartaica ,  dans  son  General  Traitalo  di  Numeri  e  Misure  (4"  parte, 
folio  8). 

Dans  la  deuxième  partie,  on  résout  de  plusieurs  manières  ce  problème:  Étant  donnés 
les  trois  côtés  d'un  triangle  et  étant  pris  deux  points  sur  deux  d'entre  eux,  trouver  la 
longueur  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

La  troisième  partie  traite  de  Faire  des  quadrilatères  et  des  autres  polygones;  on  y 
résout  plusieurs  problèmes  sur  les  rectangles,  par  la  voie  algébrique  :  Lucas  di  Borgo  se 
sert  des  formules  qu'il  a  enseignées  précédemment  pour  la  résolution  des  équations  du 
second  degré. 

La  quatrième  partie  comprend  les  propositions  qui  sont  l'objet  du  Z''  livre  d'Euclide,et 
la  mesure  du  cercle.  L'auteur  démontre  le  rapport  y,  comme  Archimède,  par  l'inscription 
du  polygone  de  nonante-six  côtés  ;  et  apprend  à  former  la  Table  des  cordes  des  arcs,  donnée 
par  Ptolémée  dans  le  premier  livre  de  FAImageste. 

La  cinquième  partie  traite  de  la  division  des  figures  dans  des  rapports  données;  c'est 
cette  partie  de  la  Géométrie  qui  fait  Fobjet  de  Fouvrage  De  superficierutn  divisionibus,  de 
Mahomet  Bagdadin,  qu'on  regarde  comme  imité  d'un  ouvrage  d'Euclide,  ou  comme  étant 
de  ce  géomètre  lui-même.  Lucas  di  Borgo  complète  cette  matière,  en  traitant  aussi  de  la 
division  du  cercle,  suivant  des  conditions  données. 
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Cette  solution  ressemble»  par  son  élégance  et  sa  simplicité,  i  celles  que  nous  avons 
remarquées  dans  les  ouvrages  indiens. 

Trouver  le  diamètre  du  cercle  inscrit  à  tm  triangle  dont  les  côtés  sont  amnus. 

Dans  un  triangle,  décrire  deux  cercles  égaux,  tatigents  entre  eux,  et  dont  chacun  Kmche 
deux  côtés. 

Étant  donné  un  cercle,  en  décrire  trois,  ou  quatre,  ou  cinq,  ou  six  autres  égaux  enire 
eux,  tangents  au  cercle  proposé,  tels  que  le  premier  touche  le  second,  le  second  UnuAe  le 
troisième,  le  troisième  touche  le  suivant,  etc. 

Trouver  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  dont  les  côtés  sont  donnés. 

Étant  donnée  l'aire  d*un  triangle  dont  on  sait  que  le  second  côté  surpasse  le  premier 
d'une  unité,  et  le  troisième  côté  surpasse  le  second  aussi  d'une  unité,  quels  sont  les  côtés 
du  triangle? 

L'aire  du  triangle  étant  84,  Lucas  di  Borgo  détermine  ses  côtés  par  une  équation  du  qua- 
trième degré ,  résoluble  comme  celles  du  second  ;  il  trouve,  pour  ces  côtés,  les  nombres  1 3, 
14  et  15. 

Par  les  sommets  d'un  triangle,  on  élève  trois  perpendiculaires  sur  son  plan,  et  l'on  de- 
mande de  déterminer  le  point  de  ce  plan  qui  se  trouve  à  égale  distance  des  extrémités  des 
trois  perpendiculaires. 

Étant  donné  un  triangle,  on  demande  le  diamètre  du  cercle  qui,  étant  tangent  à  ses 
deux  côtés,  aura  son  centre  sur  la  base. 

Dans  tous  ces  problèmes  les  données  sont  numériques,  et  leurs  solutions  sont  algébri- 
ques et  dépendent,  la  plupart,  d'équations  du  second  degré. 

Pareillement,  dans  les  premières  parties  de  Touvrage,  qui  forment  des  Éléments  de  Géo- 
métrie, les  figures  sont  toujours  exprimées  par  des  nombres ,  comme  s'il  s^agissait  de  faire 
une  application  particulière  d'un  théorème.  Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  la  formule 
qui  donne  Taire  du  triangle,  en  fonction  des  trois  côtés,  l'auteur  prend  le  uriangle  ABC 
dont  les  côtés  sont  13,  14  et  15,  et  se  sert  toujours,  dans  tout  le  cours  de  son  raisonne- 
ment, de  ces  nombres,  à  la  place  des  côtés,  que  les  Grecs  employaient  d'une  manière 
abstraite  en  les  désignant  ainsi  AB,  BA,  CA.  Cette  métbode  était  empruntée  des  Arabes, 
qui  la  tenaient  des  Indiens  ;  elle  a  été  suivie  exclusivement  par  tous,  les  géomètres  du 
XW  siècle.  Cardan,  Stifel,  Tartalea,  J.-B.  Benedietis,  Memmius,  Commandin,  Clavius, 
Stevin  :  Ad.  Romanus,  Ludolpb  Van  Ceulen,  etc.,  jusqu'à  ce  que  Viète  introduisit  Fusage 
des  leures  dans  l'Algèbre.  Nous  dirons  plus  loin  la  cause  de  cette  manière  de  procéder,  les 
avantages  qu'elle  oifrait  et  les  graves  inconvénients  qui  en  résultaient. 

Lucas  di  Borgo  a  laissé  deux  autres  ouvrages,  qui  méritent  d'être  cités,  mais  qui  n*ont 
pas  l'importance  de  celui  dont  nous  venons  de  présenter  l'analyse.  Le  premier  est  intitulé  : 
Lucœ  Pacioli  divina  proportione,  opéra  à  tutti  glingegni  pcrspicaci  e  curiosi  necesêaria; 
ove  ciacun  studioso  di  philosophia,  prospettiva,  pictura,  sculptura ,  architectura,  musica  e 
altre  matematiche,  soavissima,  sottile  e  admirabile  dottrina  consequira  e  delectarassi  con 
varie  questione  di  secretissima  scientia.  Venetiis,  1509,  in-4''.  L'auteur  appelle  proporiion^ 
divine  la  division  d'une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison ,  dont  il  démontre  de  nom— 
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ment  nombreux;  on  y  remarque  partieulièrement  toutes  ies  propositions  du  13*  livre 
d*Euclide,  qui  s*expédient  faeilement  par  le  ealeul  des  équations  du  second  degré.  Cet 
ouvrage,  il  est  vrai,  est  postérieur  de  près  d'un  demi-siècle  à  celui  de  Lucas  di  Borgo;  et 
Ton  pourrait  croire  que  les  différences  que  nous  venons  de  signaler  sont  le  fruil  de  la 
culture,  pendant  ce  demi-siècle,  des  principes  mêmes  enseignés  par  Lucas  di  Borgo.  Mais 
louvrage  de  Stifel  n'est,  dans  tout  ce  qui  concerne  celte  partie  de  FAIgèbre,  qu'une  imi- 
tation des  ouvrages  de  deux  autres  algébristes  allemands,  Adam  Risen  et  Christophe 
Rudoiff,  qu'il  cite  souvent  avec  de  grands  éloges,  le  second  surtout.  On  avait  déjà  de 
celui-ci  un  traité  d'Algèbre  en  allemand,  imprimé  en  1522  sous  le  titre  Die  Coss,  et  dont 
il  a  été  fait,  dans  le  temps,  en  Italie,  une  traduction  latine  qui  existe  dans  les  manuscrits 
de  la  Bibliothèque  royale  (n""  7565,  in-4%  des  manuscrits  latins),  sous  le  titre  :  Àrithme^ 
tica  Christophori  Rodolphi  ab  Jamer,  è  germanicà  lingm  in  latinam  à  Chrisiopharo 
ÀuverOy  Pétri  Danesii  mandato,  Romœ  anno  Christi  1540  conversa.  Nous  avons  reconnu, 
dans  cet  ouvrage,  les  progrès  notables  de  l'Algèbre  et  ses  applications  à  la  Géométrie ,  que 
nous  venons  de  signaler  dans  celui  de  Stifel.  On  trouve  encore,  dans  quelques  petits  Traités 
d'Arithmétique ,  qui  ont  paru  en  Allemagne  dans  les  premières  années  du  XVi*  siècle, 
•des  exemples  de  l'application  de  règles  du  calcul  aux  questions  de  Géométrie  :  ainsi,  dans 
un  Algorithmtis  de  integris  et  minutiis,  imprimé  à  Leipsick  en  1507,  les  règles  de  fausse 
position  sont  appliquées  à  cette  question  :  Étant  donnés  un  côté  de  l'angle  droit  d'tm 
triangle  rectangle,  et  la  somme  des  deux  autres  cotés,  trouver  ces  cotés.  Nous  rappellerons 
enfin  que,  dès  le  XV''  siècle,  Regiomontanus  et  l'astronome  Blanchinus  étaient  très-versés 
dans  la  pratique  des  règles  de  l'Algèbre,  et  que  le  premier  en  fait  usage  dans  son  Traite 
De  triangulis,  pour  résoudre  les  propositions  de  Géométrie. 

Ainsi,  nous  pensons  pouvoir  dire  avec  certitude  que  l'Algèbre,  dès  les  premiers  temps 
du  renouvellement  des  sciences  en  Europe,  a  été  cultivée,  et  appliquée  particulièrement 
aux  questions  de  Géométrie,  et  que  le  caractère  des  sciences  mathématiques,  au  XVI* 
siècle,  qui  est  résulté  de  cette  union  intime  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie,  s*est  mani- 
festé même  avant  qu'eût  paru  l'ouvrage  de  Lucas  di  Borgo;  mais  que  celui-ci  ayant  été, 
le  premier,  mis  au  jour  par  la  voie  de  l'impression,  est  devenu  le  plus  répandu  et  a  eu  la 
plus  grande  influence  sur  les  progrès  des  sciences  mathématiques  et  la  direction  qu'elles 
ont  prise. 

Les  bornes  de  cet  écrit,  que  nous  avons  déjà  depuis  longtemps  dépassées,  ne  nous  per- 
mettent pas  de  donner  une  analyse  des  ouvrages  de  Cardan,  de  Tartalea,  de  J.  B.  Bene- 
dictis  *  et  de  quelques  autres  Géomètres  du  XVP  siècle,  où  nous  aurions  aimé  à  étudier  la 

'  J.-B.  Benedictis ,  dans  son  ouvrage  intilulé  :  Diversarum  spéculationum  mathemcUicarum  et  phyêécarum 
liber;  Taurini,  1583,  in-fol.,  fait  usage,  continuellement,  déconsidérations  géométriques  pour  démonU^rov 
vérifier  les  règles  d'Arithmétique  et  d* Algèbre.  Voici  un  exemple  curieux  de  cette  méthode.  L*autenr  se  propose 
une  question  à  trois  inconnues,  qui  s'exprime  par  les  équations  a?  +  y  =: a,  y-f-z=:&,  2-4-â:sBc.nU  résout 
algébriquement; et,  pour  vérifier  ies  expressions  qu'il  a  trouvées  pour  les  inconnues,  il  se  sert  de  celte  oottsi- 
dération  géométrique  :  Qu'on  forme  un  triangle  qui  ait  pour  côtés  les  trois  nombres  a,  b,  c,  et  qu'on  iuisnêerive 
un  cercle  tangent  à  ses  trois  côtés  :  les  segments  que  les  points  de  contact  formeront  sur  ces  côtés  serotU  Us 
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marche  de  cette  science,  qui  différait  tant  alors,  par  sa  forme,  de  celle  des  Grecs,  à  en 
suivre  les  pas  et  à  en  constater  les  progrès ,  jusqu'aux  travaux  de  Viète  qui  lui  ont  fait 
subir  une  nouvelle  transformation  éminemment  heureuse,  nécessaire  pour  assurer  à  la 
Géométrie,  dans  toute  retendue  de  ses  besoins,  les  secours  que  la  science  du  calcul 
devait  lui  prêter. 

Mais  il  nous  faut  bien  préciser  cette  nouvelle  forme  qu'a  prise  la  Géométrie ,  qui  fait 
la  différence  immense  entre  les  ouvrages  du  XVI*  siècle  et  ceux  du  XYII",  et  d'où  datent 
véritablement  les  grands  progrès  qu  elle  a  a  faits  depuis. 

La  Géométrie,  dans  tout  le  cours  du  XVP  siècle,  différait  essentiellement  de  celle  des 
Grecs,  sous  un  certain  rapport,  c'est  qu'elle  n'opérait  que  sur  des  données  numériques, 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  h  la  suite  de  notre  analyse  des  ouvrages  de  Lucas  di  Borgo. 
Cela  était  une  conséquence  naturelle  de  l'union  intime  qui  s'était  établie  entre  cette 
science  et  l'Algèbre,  union  qui  n'était  possible  qu'avec  des  données  numériques,  car 
l'Algèbre  alors  n'élait  qu'une  Arithmétique  supérieure,  exclusivement  numérique,  qui  ne 
différait  essentiellement  de  l'Arithmétique  ordinaire  que  par  l'usage  de  la  règle  des  signes, 
Cl  du  mécanisme  des  équations;  elle  n'était  point  une  science  de  symboles  abstraits, 
<H)mme  Viète  l'a  constituée  sous  le  nom  de  Logistique  spécieuse.  Les  opérations  et  les 
artifices  de  calcul ,  qui  simplifiaient  les  démonstrations  et  remplaçaient  les  considérations 
f^métriques  dont  tout  Géomètre  grec  aurait  fait  usage  exclusivement,  n'étaient  donc  pos- 
sibles, dans  le  XVP  siècle,  que  quand  la  Géométrie  se  faisait  sur  des  données  numériques. 

-mxileurs  des  trois  inconnues  x,  y,  z;  d*ob  Ton  conclut  immédiatement  que  les  valeurs  de  ces  inconnues  sont 
^  -s  *"**   "^^  etc.,  comme  le  calcul  les  avait  données.  {Voy.  pag.  82.) 

Benedictis  construit  géométriquement ,  comme  on  fait  aujourd'hui,  la  racine  positive  de  Péquation  x^-^-ax^^b*. 
1 1  est  Trai  quMI  ne  propose  pas  précisément  cette  équation  ;  mais  elle  exprime  immédiatement  la  quesUon  qo'il 
r^ëflout,  et  qui  est  cellen^i  :  Étant  données  deux  droites  a,  b,  on  demande  den  trouver  une  troisième  x,  telle 
^ue  ton  ait  (x  -h  a)  x  ==  b*.  (  Voy.  pag.  368.)  C'est  peut-être  le  premier  exemple  de  la  construction  géométrique 
«t^iine  équation  du  second  degré.  Car  les  problèmes  qu'Euclide  a  résolus  (Propositions  28  et  29  du  6*  livre  des 
Jëlémenls^  et  Propositions  84, 83,  86  et  87  des  Données),  bien  que,  traduits  en  Algèbre,  ils  conduisent  finalement 
àà  aoe  équation  du  second  degré,  différaient  essentiellement,  par  leur  énoncé  géométrique ,  d'une  question  algé- 
torique. 

Les  ouvrages  de  Cardan  et  de  Tartalea,  infiniment  supérieurs  à  celui  de  J.-B.  Benedictis,  font  aussi  constam- 
meol  usage  de  K Algèbre  en  Géométrie  et  de  la  Géométrie  en  Algèbre.  Les  principes  d'une  alliance  intime  entre 
deux  sciences  sont  exprimés  trop  formellement,  et  les  exemples  en  sont  trop  nombreux,  pour  que  nous  ayons 
MU  d*insister  sur  cet  objet. 

Outre  la  parUe  algébrique  des  ouvrages  de  Tarlalea ,  qui  est  la  sixième  partie  de  son  Traité  général  des  nom- 
bres et  des  mesures,  ce  Géomètre  avait  composé  un  Traité  d'Algèbre,  sous  le  titre  d'Algebra  nova,  qui  ne  nous 
est  pas  parvenu,  et  dont  la  perte  est  bien  regrettable.  Dans  la  cinquième  partie  du  Traité  général  (fol.  28  v«), 
Tarlalea  donne  la  solution  d'une  question  de  maximum,  dont  la  démonstration  devait  se  trouver  dans  cet  ouvrage 
d* Algèbre.  Cette  question  est  remarquable  pour  le  temps  ;  il  s'agit  de  diviser  le  nombre  8  en  deux  parties,  telles 
que  leur  produit  multiplié  par  leur  différence,  soit  un  maximum,  La  solution  de  Tarlalea  est  générale,  et  telle 
qoe  la  donnent  les  règles  du  calcul  infinitésimal  actuel.  Prenez,  dit*il,  le  carré  de  8,  ajoutez-y  le  tiers  de  ce 
carré,  et  prenez  la  racine  carrée  de  la  somme  :  ce  sera  la  différence  des  deux  nombres  cherchés.  Ce  choix  de 
rioconnue,  la  différence  des  deux  parties  du  nombre  proposé,  est  très-heureux  et  annonce  une  profonde  cou- 
des pratiques  de  la  science. 
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Aussi  c^est  ce  qui  a  eu  lieu  jusqu'à  Vièle,  ainsi  qu*on  le  voit  dans  tous  les  ouvrages  de 
cette  époque )  Tune  des  plus  mémorables  de  Thistoire  de  la  science.  Mais  on  conçoit  que» 
de  la  sorte,  la  Géométrie  avait  perdu  cette  pureté  de  forme,  et  ce  caractère  de  généralité  et 
d  abstraction  auxquels  s'étaient  tant  attachés  les  Anciens,  et  qui  paraissaient  être  lapanage 
de  cette  science;  et  si,  sous  un  rapport,  il  y  avait  des  avantages  réels,  sous  un  autre,  il  y 
avait  des  inconvénients  graves ,  provenant,  d'une  part,  dece  que  l'esprit, en  opérantsurdcs 
nombres,  perdait  de  vue  les  objets  qu'ils  représentaient,  et  ensuite,  de  ce  que,  en  effec- 
tuant au  fur  et  à  mesure  les  calculs ,  on  détruisait  la  trace  et  le  fil  du  raisonnement.  Aussi 
les  démonstrations  géométriques  sont-elles  d'une  lecture  très-pénible  dans  les  ouvrages 
du  XVP  siècle. 

La  Géométrie  des  Grecs  avait  donc  subi  une  véritable  altération,  mais  altération  très- 
beureuse,  puisque  c'est  dans  cet  état  que  Viète  a  dû  la  prendre,  pour  lui  appliquer 
sa  grande  conception  de  l'Algèbre  littérale,  et  lui  rendre  ainsi  toute  sa  pureté  et  son 
abstraction  primitives,  en  conservant  néanmoins  tous  les  avantages  que  la  science  du 
calcul  pouvait  lui  apporter.  Mais  il  est  fort  remarquable  qu'il  ait  fallu ,  pour  arriver  à  ce 
grand  résultat,  à  ce  perfectionnement  de  la  Géométrie  des  Grecs,  passer  par  un  état  d'al- 
tération, qui  faisait  perdre  à  cette  science  son  caractère  d'abstraction  et  de  généralité,  et 
qui  la  faisait  descendre  au  rang  des  opérations  concrètes  et  numériques. 

Ces  considérations  peuvent  nous  faire  regarder  le  XV'  et  le  XVP  siècle,  comme  mar* 
quant,  dans  l'histoire  de  la  Géométrie,  une  époque  de  préparation  et  de  transition,  où 
s'est  élaborée  la  nouvelle  forme  qu'ont  prise  les  sciences  mathématiques;  et  nous  devons 
ajouter  que  les  Indiens  et  les  Arabes  ont  eu  une  grande  part  dans  cette  transformation  et 
ce  perfectionnement,  puisque  le  germe  s'en  trouvait  dans  leur  principe  d'application  de 
l'Algèbre  à  la  Géométrie,  et  qu'ils  l'ont  développé  eux-mêmes  par  leurs  travaux  d'un  grand 
nombre  de  siècles. 
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au  titre  du  texte  grec,  nspl  ^lontpcti^  et  Ta  mis  au  jour  dans  ses  commentaires  sur  Thistoire  et 
la  théorie  de  TOptique^.  Cet  ouvrage  est  un  Traité  de  Géodésie,  dans  lequel  se  trouvent  résolues 
graphiquement  sur  le  terrain,  à  l'aide  de  l'instrument  appelé  la  dioptre  par  les  Anciens,  une 
foule  de  questions  de  Géométrie  pratique. 

Ce  Traité  est  digne  du  nom  de  Héron;  il  est  un  monument  précieux  de  la  Géométrie  des 
Grecs,  et  doit  prendre  place  à  la  suite  des  ouvrages  d'Euclide,  d'Archimède  et  d'Apollonius.  U 
remplit  une  lacune  qui  existait  dans  les  écrits  qui  nous  sont  parvenus  de  l'Antiquité.  Car  les 
Anciens  ayant  toujours  distingué,  sous  le  nom  de  Géodésie^  la  Géométrie  pratique  de  la  Géomé- 
trie  proprement  dite  ^,  ils  ont  dû  écrire  particulièrement  sur  cette  Géodésie;  et  cependant  il  ne 
nous  était  rien  venu  de  Técole  d'Alexandrie,  sur  cette  branche  de  la  Géométrie. 

Nous  connaissions  seulement  le  Traité  de  Géodésie  de  Héron  le  jeune,  postérieur  de  près  de 
huit  siècles  à  Héron  Tancien.  Mais  cet  ouvrage,  qui  se  réduit  aux  opérations  les  plus  simples, 
dépourvues  de  démonstrations ,  n'était  pas  digne  de  figurer  à  côté  des  ouvrages  géométriques 
des  Grecs.  La  proposition  la  plus  importante  qu'on  y  remarquât  était  la  formule  qui  donne  l'aire 
du  triangle,  en  fonction  des  trois  côtés.  C'était  le  seul  ouvrage  grec  où  l'on  trouvât  cette  foraiule, 
si  répandue  en  Europe  dès  le  commencement  du  treizième  siècle,  et  qui  paraissait  d'origine 
arabe.  Mais  elle  se  trouve  aussi  dans  le  Traité  de  Héron  l'ancien,  où  elle  est  démontrée  par  une 
construction  géométrique  très-élégante.  C'est  là  probablement  que  Héron  le  jeune  Ta  prise,  car 
il  cite  souvent  les  ouvrages  de  son  homonyme  et  ceux  d'Archimède,  et  de  plus  il  se  sert,  dans 
l'application  numérique  qu'il  fait  de  la  formule,  des  trois  nombres  i 5, 14  et  15  pour  côtes  du 
triangle,  qui  sont  ceux  précisément  de  Héron  l'ancien. 

Ces  trois  nombres,  et  la  formule  en  question,  se  rencontrent  aussi  dans  la  Géométrie  des 
Indiens  et  dans  celle  des  Arabes,  et  même  chez  les  Latins,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  en  parlant 
des  ouvrages  de  Brahmegupta. 

Le  Traité  de  Géodésie  de  Héron  l'ancien  étant  encore  à  peine  connu,  nous  allons  énoncer  plu- 
sieurs des  questions  qui  s'y  trouvent  résolues  au  moyen  de  l'instrument  qu'il  appelle  la  dioptre. 
Elles  font  connaître  ce  qui  constituait  la  Géodésie,  ou  Géométrie  pratique  chez  les  Grecs;  et 
elles  sont  de  nature  à  faire  regretter  que  le  texte  original  de  l'ouvrage  de  Héron,  et  des  ver- 
sions, autres  que  celle  de  M.  Vcnturi ,  n'aient  pas  encore  été  publiés  ^. 

*  Commentari  êopra  la  aloria  e  le  leorie  deir  oUica.  BologDa  ;  1814,  iD-4». 
Cet  ouvrage  se  compose  des  quatre  parties  suivantes  : 

1«  Cotiêiderasioni  sopra  varie  parti  deW  oUica  pressa  di  antichi; 

2o  Erone  il  meccanico  del  traguardo  tradoUo  dal  greco  ed  illustrato  cofi  note  ; 

3*»  DelF  iride,  degli  aloni  e  dé  paregli; 

4^  Appendice  intomo  alV  ottica  di  Tolommeo. 

*  Si  enim  in  hoc  differret  solum  Geometria  à  Geodœsia.quod  hœc  quidem  eorum  estquœ  sentimuê,  ilia  vmro 
non  sensibilium  est,  Aristote,  liv.  2  de  la  Métaphysique,  cbap.  XI.) 

'  M.  Venturi  cite  trois  bibliothèques  qui  possèdent  le  Traité  de  HérCn  ;  ce  sont  la  Bibliothèque  royale  de  Paris, 
celle  de  Strasbourg  et  celle  de  Vienne;  dans  celle-ci  Texemplaire  est  incomplet;  il  est  le  seul  dont  les  Iràblio- 
grapbes  aient  fait  mention;  on  Ta  pris,  d*après  Lambecius,  pour  un  traité  ôeDioptrique,  —  {Voir  Fabricias, 
Bib.  grœca,  lib.  3,  cap.  XXIY;  —  Ueilbronner,  Hist.  math.,  pag.  282.) 

M.  Venturi  a  fait  sa  traduction  sur  une  copie  de  Pexempiaire  de  la  Bibliothèque  royale,  collatioané  sur  ceini 
de  Strasbourg.  Ce  dernier  est  probablement  Texemplaire  qui  a  été  en  la  possession  de  Dasypodius.  Que  aoat 
devenus  les  autres  ouvrages  de  Héron,  que  ce  Géomètre  possédait  aussi  ? 

Conrad  Gesner  dit,  dans  sa  Bibliotheca  universalis  (sive  catalogus  omnium  scriptorum  tocuplelissiinuê  tu 
tribus  tinguis  tatina,  grœca  et  hebraïca.  Tiguri;  1545,  in-fol.)  que  le  célèbre  Diego  HurUrdo  de  MeiulMft,à 
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Page  55,  g  5. 

Au  nombre  des  Géomètres  qui,  »  Timitation  de  Viète,  ont  fait  des  transformations  de  triangles 
sphëriqnes,  il  faut  placer  Albert  Girard  qui  a  fait  aussi  usage  du  triangle  réciproque ^  dans  sa 
Trigonométrie,  imprimée  en  16:26,  un  an  avant  celle  de  Snellius;  mais  ce  Géomètre  a  compris 
sous  ce  mot  les  quatre  triangles  différents  formés  par  les  arcs  de  cercle  qui  ont  pour  pôles  les 
trois  sommets  du  triangle  proposé;  de  sorte  qu'il  regarde,  comme  réciproques  d'un  triangle 
donné,  le  triangle  de  Viète  et  celui  de  Snellius. 

Ce  Traité  de  Trigonométrie  d'Albert  Girard,  qui  est  à  la  suite  d'une  Table  des  sinus,  tangentes 
et  sécantes,  est  très-succinct ,  et  néanmoins  contient  plusieurs  choses  intéressantes.  Dans  la 
préface,  on  voit  que  l'auteur  s'était  occupé  de  V Analyse  géométrique  des  Anciens,  et  avait  rétabli 
leurs  Traités  dont  les  titres  nous  ont  été  transmis  par  Pappus;  il  dit,  à  ce  sujet,  qu'après  ce 
petit  Traité  de  Trigonométrie,  «  qu'il  donne  comme  échantillon,  il  mettra  au  jour  quelque  chose 
de  plus  grand.  > 

Page  68,  ^  14. 

Fermât  avait  écrit  sur  les  Lieux  à  la  surface. 

Mersenne  nous  l'apprend  en  ces  termes  :  Omitto  locos  ad  supei  ficienij  cujus  isag^em  vir 
idem  Cl.  (Fermalius)  amicis  communem  fecit,  et  alia  quœ  utinam  ab  eo  tanlum  impetremus. 
(Voir  Universœ  Geometriœ  mixtœque  mathematicœ  synopsis ,  in-4",  iG44,  p.  388.) 

Page  81,  §  27. 

Nous  avons  dit  que  Desargues  avait  proposé  la  question  de  couper  un  cône  à  base  elliptique , 
hyperbolique  ou  parabolique,  suivant  un  cercle,  et  que  Descartes  en  avait  donné  une  solution 
fondée  sur  les  principes  de  sa  Géométrie  analytique.  Nous  aurions  dû  ajouter  que  Desargues 
avait  résolu  aussi  ce  problème, par  une  construction  graphique  *.  Ce  que  nous  voyons  dans  la 
préface  de  la  Synopsis  universœ  Geometriœ^  du  P.  Mersenne.  Desargues  réduisait  ce  problème  à 
la  recbcrchc  de  l'axe  principal  du  cône,  c'est-à-dire  de  celui  qui  jouit  de  la  propriété  qu'un 
plan  qui  lui  est  perjiendiculaire  coupe  le  cône  suivant  une  ellipse  qui  a  son  centre  sur  cet  axe. 
Il  construisait  cet  axe  en  employant  deux  lignes  dont  il  déterminait  autant  de  points  qu*il 
voulait.  Mersenne  ne  dit  pas  quelles  étaient  ces  lignes  :  c'étaient  probablement  des  sections 
coniques. 

Après  avoir  déterminé  les  sections  circulaires  du  cône.  Desargues  s'en  servait  pour  résoudre 
différents  autres  problèmes,  tels  que  de  couper  le  cône  suivant  une  conique  semblable  i  une 
conique  donnée,  ou  qui  satisfasse  à  la  condition  que  le  plus  grand  angle,  que  font  deux  dia- 
mètres conjugués,  soit  de  grandeur  donnée. 

*  Arebimède  a  résolu  ce  problème  pour  le  cas  ou  le  sommet  du  cône  est  dans  le  plan  mené  par  Pun  des  dia- 
mètres principaux  de  la  conique,  perpendiculairement  à  son  plan;  ce  qu*on  voit  par  les  propositions  8  et  9  da 
livre  Des  Sphéroïdes  et  des  Conoîdes. 

Ces  propositions  montrent  aussi  qu' Arebimède  avait  déjà,  avant  Apollonius,  considéré  le  oùoe  oblique  à  baae 
circulaire;  mais  néanmoins  c'est  Apollonius  qui,  le  prt*mier,  a  étudié  la  théorie  des  coniques  daiM  le  état 
oblique. 
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Page  95. 

On  trouve,  dans  les  lettres  de  Descartes,  de  nombreux  passages  relatifs  à  la  Géométrie.  Son 
volume  :  Opuscula  posthuma  (Amst.  1701,  in-4°),  contient  aussi  quelques  morceaux  de  Géo- 
métrie. Il  est  à  regretter  que  Ton  n'ait  pas  encore  songé  à  réunir  tous  ces  passages  épars,  et  i  les 
comprendre  dans  une  des  nombreuses  éditions  que  Ton  a  faites  de  la  Géométrie  de  Descartes. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  remarquer  dans  ses  lettres  une  méthode  particulière,  que  ce  cé- 
lèbre philosophe  a  imaginée  pour  résoudre  un  problème,  alors  fort  agité  entre  lui  et  ses  illustres 
contemporains,  Fermât,  Robcrval  et  Pascal  :  le  problème  de  la  tangente  h  la  cycloîde.  Cette 
méthode,  qui  a  eu  alors  une  grande  célébrité,  était  d'une  simplicité  extrême,  et  convenait  aux 
cycloïdes  accourcics  et  allongées,  comme  l'a  très-bien  vu  Descartes,  et  même  à  toutes  sortes  de 
roulettes,  décrites  par  un  point  du  plan  d'une  courbe  quelconque,  qui  roule  sur  une  autre  courbe 
fixe.  Elle  consiste  à  regarder  les  deux  courbes  comme  deux  polygones  d'une  infinité  de  côtés. 
Ces  polygones  sont  en  contact  suivant  un  côté  commun,  et  conséquemment  ont  à  chaque  iostaut 
deux  sommets  communs;  pendant  un  mouvement  infiniment  petit,  le  premier  polygone  tourne 
autour  d'un  de  ces  deux  sommets,  qui  reste  £\\q\  le  point  décrivant  engendre  donc  an  arc  de 
cercle  qui  a  son  centre  en  ce  sommet  fixe;  la  normale  à  cet  arc  de  cercle,  qui  est  un  élément  de 
la  roulette  décrite,  passe  donc  par  ce  sommet. 

Cette  méthode,  qui  diffère  essentiellement  de  toutes  les  autres  méthodes  pour  mener  les 
tangentes,  est  d*une  simplicité  extrême,  et  a  toujours  été  employée  depuis.  Mais,  à  raison  sans 
doute  de  cette  simplicité  même,  elle  n'a  point  attiré  autant  l'attention  des  Géomètres,  qui  n'en 
ont  fait  usage  que  dans  la  même  question,  en  se  bornant  seulement  à  l'étendre'aux  épicyelo!des 
sphériques.  En  reconnaissant  ce  que  cette  méthode  a  de  distinctif  et  de  spécial  par  rapport  aux 
autres  solutions  du  problème  des  tangentes,  il  était  naturel  de  chercher  si  le  principe  sur  lequel 
elle  reposait  n'était  pas  susceptible  de  quelque  généralisation  qui  le  rendrait  applicable  à  d'autres 
questions. 

Le  théorème  suivant  nous  parait  offrir  la  généralisation  de  celui  de  Descartes  : 

Quand  une  figure  plane  éprouve  un  mouvement  infiniment  petit  dans  son  plan,  il  existe 
toujours  un  point  qui,  pendant  ce  mouvemeîit ,  reste  fixe; 

Les  droites  menées  par  les  différents  points  de  la  figure,  perpendiculairement  aux  trajec- 
toires qu'ils  décrivent  pendant  le  mouvement  infiniment  petit ,  passent  toutes  par  ce  point  fixe. 

D'après  ce  théorème,  quand  une  courbe  est  décrite  par  un  point  d'une  figure  en  mouvement 
dans  son  plan,  il  suflira,  pour  mener  sa  normale  par  le  point  décrivant,  de  déterminer  le  point 
(|ui  restera  fixe  au  moment  du  mouvement  où  le  point  décrivant  aura  la  position  que  Ton  codsî- 
dère.  Ce  point  se  déterminera  par  les  différentes  conditions  du  mouvement  de  la  figure. 

Par  exemple,  si  l'on  connaît  le  mouvement  de  deux  points  de  la  figure,  on  mènera  par  ces 
points  les  normales  aux  courbes  qu'ils  parcourent,  et  le  point  d'intersection  de  ces  deux  normales 
sera  le  point  cherché. 

Ainsi,  qu'une  droite  de  longueur  donnée  se  meuve  de  manière  que  ses  deux  extrémités  par- 
courent deux  droites  fixes:  on  sait  que  chaque  point  de  la  droite,  et  même  que  chaque  point 
pris  au  dehors  de  la  droite,  mais  fixé  invariablement  à  elle,  décrit  une  ellipse.  Pour  déterminer 
la  normale  à  celte  courbe,  ou  mènera  les  normales  aux  deux  droites  fixes,  par  les  extrémités  de 
la  droite  mobile  ;  ces  deux  normales  se  rencontreront  en  un  point  par  où  passera  la  normale 
cliciHjiée. 


ADDITIONS.  549 

Le  iDOQveiDeiit  de  la  figure  mobile  peut  être  réglé  par  diverses  autres  conditions  qui  permet- 
traient encore  de  déterminer  très-aisément  le  point  en  question. 

Soit,  par  exemple,  la  conchoïdc  de  Nicomède  décrite  par  un  point  d'une  droite  dont  l'extrc- 
mité  parcourt  une  droite  fixe,  pendant  que  cette  droite  mobile  glisse  sur  un  point  fixe.  Consi- 
dérant la  droite  mobile  dans  une  de  ses  positions,  par  le  point  fixe  on  lui  mènera  une  perpen- 
diculaire; et,  par  son  extrémité,  on  mènera  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  :  le  point 
de  concours  de  ces  deux  perpendiculaires  sera  le  point  chercbé,  par  lequel  passera  la  normale  à 
la  concholde. 

Nous  ne  passerons  point  ici  en  revue  toutes  les  autres  conditions  diverses  du  mouvement  de 
la  figure  mobile  pour  lesquelles  on  saura  déterminer  le  point  en  question,  ni  toutes  les  courbes 
auxquelles  il  sera  facile ,  par  ce  moyen ,  de  mener  les  tangentes. 

Ce  qui  précède  suflit  pour  faire  voir  que  le  théorème  que  nous  avons  énoncé  est  une  généra- 
lisation de  ridée  de  Descartes  au  sujet  de  la  tangente  à  la  cycloîde,  et  qu'il  constitue  une  véri- 
table méthode  des  tangentes,  méthode  difTércnte  de  toutes  les  autres,  et  même  de  celle  de 
Roberval,  quoiqu'elle  repose,  comme  celle-ci,  sur  des  considérations  de  mouvement.  Mais  on 
conçoit  que  cette  méthode,  si  facile,  sera  aussi,  comme  celle  de  Ruberval,  bornée  dans  ses 
applications,  puisqu'elle  suppose  que  Ton  connaît  les  conditions  géométriques  du  mouvement 
cruoe  figure  de  forme  invariable,  à  laquelle  appartient  le  point  décrivant.  Cependant  elle  s'ap- 
plique à  un  grand  nombre  de  courbes  particulières  et  à  des  familles  entières  de  courbes. 

Les  usages  de  notre  théorème  ne  se  bornent  pas  à  la  simple  Géométrie;  il  peut  être  utile 
aussi  en  Mécanique  pour  le  calcul  des  forces  vives  :  car  il  en  résulte  que  les  forces  vives  des 
différents  points  de  la  figure  mobile  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  distances  de  ces  points 
k celui  qui,  pendant  l'instant  où  l'on  considère  le  mouvement,  est  resté  fixe  :  il  suffit  donc, 
ce  point  étant  déterminé,  de  connaiti^e  la  force  vive  d'un  autre  point  quelconque  de  la  figure. 
M.  Poncelet  nous  a  appris  qu'il  avait  fait  un  tel  usage  de  ce  théorème  dans  plusieurs  questions 
sar  les  machines,  où  l'on  n'avait  point  jusqu'ici  de  méthode  géométrique  pour  le  calcul  des 
forces  vives. 

En  énonçant  le  théorème  en  question,  il  y  a  quelques  années  (voir  Bulletin  universel  des 
Sciences,  t.  XIV),  nous  l'avons  présenté  comme  un  cas  particulier  d'un  théorème  sur  le  dépla- 
cement fini  quelconque  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  et  même  d'un  théorème  encore  plus 
général,  relatif  à  deux  figures  semblables,  situées  d'une  manière  quelconque  dans  un  plan.  Mais 
«es  théorèmes  dépendent  eux-mêmes  d'un  principe  encore  plus  général,  que  voici  : 

5i  l'on  conçoit  dans  un  plan  deux  figures  qui  ont  été  primitivement  la  perspective  l'une  de 
J'autre,  et  qui  se  trouvent  actuellement  placées  d'une  manière  quelconque  l'une  par  rapport  à 
4'autre  ; 

Chaque  point  de  l'une  des  figures  aura  son  homologue  dans  l'autre  figure  ; 
Il  existera  généralement  trois  points,  dans  l'une  des  figures,  qui  se  trouveront  superposés 
^•espeelivemenî  sur  leurs  homologues  dans  la  seconde  figure  ; 

L'un  de  ces  trois  points  sera  toujours  réel;  les  deux  autres  pourront  être  imaginaires. 
II  résulte  de  là  qu'il  y  a  aussi  trois  droites,  dans  l'une  des  figures,  qui  se  trouvent  superposées 
9ur  leurs  homologues  dans  la  seconde  figure  :  ce  sont  les  droites  qui  joignent  deux  h  deux  les 
^rois  points. 

L'une  de  ces  droites  est  toujours  réelle,  et  les  deux  autres  peuvent  être  imaginaires. 

Quand  les  deux  figures  sont  semblables,  ce  qui  est  un  c^s  particulier  de  la  perspective,  deux 
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des  trois  points  et  deux  des  trois  droites  sont  toujours  imaginaires;  le  troisième  point  est  réel; 
la  troisième  droite  est  aussi  réelle  ;  mais  elle  se  trouve  située  à  l'infini. 

Cela  a  lieu  pareillement  quand  les  deux  figures  sont  égales  entre  elles. 

Ces  propriétés  des  figures  planes  ont  leurs  analogues  dans  les  figures  k  trois  dimensions,  pour 
lesquelles  j*ai  déjà  énoncé  quelques  théorèmes  qui  se  rapportent  à  cette  ihéorie.  (Voir  BnÙeiin 
universel  des  Sciences,  t.  XIV,  p.  3â1 ,  année  1830.) 

Page  98,  g  4. 

Les  Arabes  se  sont  occupes  niissi  de  la  description  organique  des  courbes,  et  particulièrement 
des  sections  coniques.  Nous  le  voyons  par  le  titre  des  trois  ouvrages  suivants,  qui  se  trouvent 
dans  la  Bibliothèque  de  Leyde  : 

i"  Ahmed  hen  Ghalil  Sugiureus  De  conicarum  sectionum  descriplione ; 

12°  Abu  Schel  Cumœus  De  circino  perfecto,  quo  etiam  sectiones  conicœ  et  alias  lineœ  curvœ 
descrihi  possunl  ; 

5*  Mah,  hen  Husein  De  circino  perfecto  et  formatione  linearum.  (Voir  Catalogua  librorum 
tant  impressorum  quam  manuscriplorum  bibliothecœ  publicœ  universitatis  Lugduno  Batavœ, 
in.folio,17i6,  p.  4o4ct455.) 

Page  119. 

• 

Parmi  les  pratiques  nouvelles  que  contenait  la  Gnomonique  de  La  Hire,  il  en  est  une  que 
nous  aurions  dû  citcr>  parce  qu'elle  repose  sur  des  considérations  géométriques  qui  rentrent 
dans  les  doctrines  de  la  (léométrie  moderne. 

Il  s'agit  de  la  construction  des  lignes  horaires,  en  se  servant  de  quelques-unes  d'entre  elles, 
qui  sont  déjà  tracées.  La  Hire  résout  trois  questions  : 

Dans  la  première,  il  suppose  connues  sept  lignes  horaires  consécutives; 

Dans  la  seconde,  quatre  heures  consécutives  et  Téquinoxiale; 

Dans  la  troisième,  trois  heures  consécutives,  Icquinoxiale  et  Thorizontale. 

Et  il  détermine  les  autres  lignes  horaires. 

Soient  connues,  dans  le  premier  cas,  les  sept  lignes  des  heures  consécutives  X,  XI,  XII,  I, 
II,  m  et  IV.  Voici  quelle  est  la  construction  de  Tauteur  pour  déterminer  les  cinq  autres  : 

Par  un  point  o  de  la  ligne  IV,  on  mène  une  transversale  parallèle  à  la  ligne  X;  elle  rencontre 
les  lignes  III,  Il >  I,  XII  et  XI  en  des  points  a,  b,  c,  cf,  e;  on  porte  sur  cette  transversale,  de 
l'autre  côté  du  point  o,  des  segments  oa\  oh',  oc\  od\  oe'  égaux,  respectivement,  hoayObyOCyOd, 
op;  et  les  points  a\  b',  c',  d\  e'  appartiennent  aux  cinq  heures  cherchées. 

En  effet,  les  deux  plans  horaires  X  et  IV  sont  à  angle  droit;  les  deux  plans  horaires  III  et  V 
sont  inclinés  également  sur  le  plan  IV;  et,  conséquemmcnt,  ces  deux  plans  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  premiers  X  et  IV.  Il  suit  de  là  que  les  deux  lignes  horaires  III 
et  V  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  lignes  horaires  X  et  IV  :  donc  toute 
transversale  rencontrera  ces  quatre  lignes  en  quatre  points  harmoniques;  et  conséquemment, 
si  cette  transversale  est  parallèle  à  la  ligne  X ,  les  deux  points  où  elle  rencontrera  les  lignes  III 
et  V  seront  à  égale  distance  de  celui  où  elle  rencontrera  la  ligne  IV.  C.  Q.  F.  P.  '. 

'  (WMe  déinonstraiioi)  ^éoinélriquc,  que  nous  empruntons  de  l'ouvrage  de  La  Hire,  est  aussi  ligoureiiw  quo 
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Nous  ne  rapporleron^i  pas  les  pratiques  de  La  Hire  pour  les  deux  autres  questions;  elles  sont 
aussi  simples  que  la  première,  et  reposent  aussi  sur  les  principes  de  la  Géométrie  élémentaire 
qui  rentrent  dans  la  ihéorie  des  trausversales. 

Mais  ces  trois  problèmes  donnent  naturellement  lieu  à  une  observation  que  je  m'étonne  qu*on 
n'ait  pas  faite  dans  les  ouvrages  qui  les  ont  reproduis.  Cette  observation  porte  sur  le  grand 
nombre  de  données  que  prend  La  Hire  pour  construire  les  lignes  boraires  inconnues.  Dans 
le  premier  c«s  il  en  prend  sept,  dans  le  deuxième  quatre,  plus  la  ligne  équinoxiale;  et  dans 
le  troisième  trois,  plus  la  ligne  équinoxiale  et  la  ligne  horizontale;  ajoutez  à  cela  que  les  lignes 
données  doivent  être  consécutives. 

Est-il  besoin  de  toutes  ces  données?  Et  quel  est  le  plus  petit  nombre  de  lignes  horaires  qui 
soit  suffisant  pour  construire  les  autres? 

La  réponse  à  ces  questions,  c'est  que  trois  lignes  horaires  quelconques  suffisent  pour  déter- 
miner toutes  les  autres,  dont  on  peut  donner  une  construction  tout  aussi  simple  que  celle  de 
JLa  Hire  pour  le  cas  de  sept  lignes  horaires  consécutives  connues. 

Voici  quelle  sera  cette  construction ,  qui  va  nous  offrir  une  nouvelle  application  de  la  Théorie 
€lu  rapport  anharmonique ,  sur  laquelle  nous  avons  déjà  cherché,  dans  plusieurs  passages  de 
c?ei  ouvrage,  à  appeler  l'attention  des  Géomètres. 

Désignons  par  a,  6,  c  les  trois  lignes  données,  qui  répondent  à  des  heures  déterminées,  mais 
cf  uelconques,  et  qui  seront  même  des  fractions  d'heure,  si  l'on  veut.  Soit  d  la  ligne  d'une 
«quatrième  heure  quelconque,  qu'on  veut  construire  au  moyen  des  trois  premières.  Le  rapport 
€Maiharmonique  de  ces  quatre  droites  sera  égal  à  celui  des  quatre  plans  horaires  dont  elles 
sont  les  traces  sur  le  plan  du  cadran.  Ainsi  soient  A,  B,  C,  D  ces  quatre  plans  :  on  aura 

sin .  c,a    sin .  d,a       sin .  C/A     sin .  D^A 
sin .  c,h     siD  .  d,b       sin .  C^     sin .  D/B 

iMiéve;  cependant  M.  Delambre  ne  la  regarde  pas  comme  bien  satisfaisante;  et  comme  la  pratique  en  question 
lui  paraît  utile  et  curieuse,  et  mérite  uue  démonstration  en  forme,  il  se  propose  de  la  démontrer  de  la  manière 
Id  plus  générale  et  la  plus  rigoureuse.  {Hist,  de  l'astronomie  au  Moyen  âye,  p.  634  )  Mais,  nous  devons  le  dire, 
la  démonstration  de  M.  Delambre  occupe  près  de  deux  pages  de  calculs,  et  assurément  n*est  pas  plus  rigoureuse 
<|Qe  le  court  raisonnement  de  La  Hire. 

Nous  nefoisons  point  celle  observation  dans  un  esprit  de  critique:  le  nom  et  les  travaux  de  M.  Delambre,  son 
<lévouement  à  la  science,  et  les  recherches  fastidieuses  ei  pénibles  auxquelles  il  s*est  livré  pour  écrire  son  Histoire 
<ie  r Astronomie,  ne  trouvent  en  nous  que  respect  et  admiration.  Mais  notre  remarque  rentre  essentiellement 
^ians  Tesprit  qui  a  présidé  à  la  composition  de  notre  ouvrage;  parce  qu'elle  présente,  d*une  part,  un  exemple 
tmlpable  des  avantages  que  peut  offrir  souvent  la  voie  géométrique  ou  du  simple  raisonnement,  sur  celle  du 
calcul;  ei  qu'elle  montre  ensuite  cette  direction  qu'ont  prise  les  études  mathématiques,  où  Ton  ne  trouve  plus  de 
|»rettves  claires  et  convaincantes  de  la  vérité  en  Géométrie,  et  de  démonstration  en  forme,  que  dans  une  vérifi- 
cation par  le  calcul  algébrique.  Cette  direction  nouvelle  est  Pinverse  de  ce  qui  s'est  fait  dans  tous  les  temps  : 
^Ks  les  Grecs,  ob  la  Géométrie  fut  renommée  pour  la  rigueur  de  ses  démonstrations;  chez  les  Hindous  et  les 
-Arabes  qui  se  rendaient  compte  des  résultats  de  rAlgèbre,  fiar  une  démonstration  géométrique;  chez  les  Mo- 
ines,  Jusqu'au  siècle  dernier,  oii  Newton  et  Mac-Laurin  n'emplo}'aient  le  calcul  qu'à  regret  et  au  point  oti  il 
^levenait  indispensable. 

Quelle  est  la  cause  de  cette  direction  exclusive  dans  les  éludes  mathématiques?  Quelle  sera  son  influence  sur 
iecanctère  et  les  progrès  de  la  science?  Nous  n'essaierons  pas  de  répondre  à  ces  questions,  sur  lesquelles  on 
ferait  peut-être  difficilement  d'accord.  Mais,  quelles  que  soient  les  opinions  à  leur  égard ,  on  ne  disconviendra  pas 
flo  moins  qu'il  serait  utile  que  la  méthode  ancienne,  suivie  jusqu'au  siècle  dernier,  continuât  d'être  encouragée 
^  cultivée,  concurremment  avec  la  nouvelle. 
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Les  angles  que  font  entre  eux  les  quatre  plans  A,  B,  C,  D  sont  connus ,  puisque  ces  plans  cor- 
respondent à  quatre  heures  déterminées;  le  second  membre  est  donc  une  quantité  connue  fi. 

On  voit  donc  déjà  que  notre  équation  servira  à  déterminer  la  direction  de  la  ligne  d,  et 
qu'ainsi  elle  résout  la  question. 

Pour  en  déduire  une  construction  facile,  menons  arbitrairement  une  transversale  qui  ren- 
contrera les  trois  lignes  a,  6,  c  en  des  points  ex,  6,  %ei  appelons  (fie point  où  elle  renc4>nlrera  la 
ligne  cherchée  d.  Le  rapport  anliarmonique  des  quatre  points  a,  6,  %  &  sera  le  même  que  celui 
des  quatre  droites  a,  6,  c,  d;  Téqualion  précédente  se  transformera  donc  en 

Sa        1     ya 
^6       n    y6 

Le  second  membre  est  connu  ;  cette  équation  fera  donc  connaître  la  position  du  point  ^  qui 
appartient  h  la  ligne  cherchée. 

Cette  solution  devient  d*une  facilité  extrême,  si  Ton  mène  la  transversale  parallèle  à  Tune 
des  deux  lignes  a,  6,  h  la  première,  par  exemple;  car  alors  on  a  r|=  1,  et  Téquation  se 
réduit  h 

Le  segment  r^  est  connu,  donc  le  segment  âC  l'est  aussi;  le  point  ^et,  par  conséquent,  la 
droite  d  sont  donc  déterminés.  Ainsi  le  problème  est  résolu.  Et  cette  construction  générale,  qui 
ne  fait  usage  que  de  trois  lignes  horaires  quelconques,  et  qui  sert  pour  en  déterminer  une 
quatrième  aussi  quelconque,  est,  comme  nous  Tavons  annoncé,  tout  aussi  simple  que  celle  de 
I^  Hire,  qui  nécessitait  la  connaissance  de  sept  lignes  au  lieu  de  trois. 

Quant  à  la  quantité  n,  qui  n'est  pas  donnée  directement,  mais  qui  dépend  des  angles  que  les 
quatre  plans  horaires  A,  B,  C,  D  font  entre  eux,  il  est  facile  d'en  calculer  la  valeur  graphique- 
ment, sans  faire  usage  des  lignes  trigonométriques  qui  entrent  dans  son  expression.  Pour  cela, 
on  mènera  par  un  point  0  quatre  droites  OA',OB',  OC,  OD'  faisant  entre  elles,  deux  à  deux, 
des  angles  égaux  à  ceux  des  plans  horaires;  on  tirera  une  transversale  quelconque,  qui  rencon- 
trera ces  droites  en  quatre  points  «',€',  r\â'; le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  points  sera 
égal  h  celui  des  quatre  plans  ;  de  sorte  qu'on  aura 

Telle  est  la  valeur  de  n.  On  simplifie  son  expression,  en  menant  la  transversale  parallèle- 
ment  à  l'une  des  quatre  droites  OA',  OB',  OC,  OD',  à  la  première,  par  exemple;  car  alors 


-:;7- =  1,  et  il  vient 


'/'A 

;  :=  1,  ei  II  vicni 
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Page  161,  $  47. 

La  considëration  des  ëpicycloldes  remonte  très-haut,  puisqu'elles  ont  joué  un  grand  rôle 
dans  le  système  astronomique  de  Ptolémëe.  Mais  il  ne  parait  pas  que  l'on  ait  jamais  ëtudié  géo- 
métriquement la  nature  et  les  propriétés  de  ces  courbes.  Albert  Durer  les  a  mises  au  nombre 
<le8  ligues  courbes  qu'il  a  appris  à  décrire  par  points,  et  dont  l'usage  pouvait  être  utile  dans  les 
mvls  de  construction;  mais  il  n'en  a  point  étudié  non  plus  aucune  propriété. 

La  première  épicycloîde  dont  la  nature  ait  été  connue  est  due  k  Cardan;  c'est  celle  que  décrit 
«jn  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule  sur  la  concavité  d'un  cercle  d'un  rayon 
double.  Cette  ligne  est,  comme  on  sait,  une  droite.  Cardan  a  démontré  cette  proposition  dans 
^MMi  livre  intitulé  :  OpiM  novum  de  proportionibus  numerorum,  tnotuuniy  etc.  (voir  Proposi- 
tion 475,  p.  iS6). 

Ensuite,  Huygens  a  trouvé  (en  1678)  que  la  ligne  enveloppe  des  ondes  par  réflexion,  dans  un 
cercle  sur  lequel  tombent  des  rayons  parallèles,  est  une  épicycloîde  engendrée  par  un  point  de  la 
csirconférence  d'un  cercle  qui  roulerait  sur  la  concavité  du  cercle  éclairé;  ce  cercle  mobile  ayant 
son  diamètre  égal  au  quart  du  diamètre  de  celui-ci,  Huygens  a  donné  la  rectification  et  la  qua- 
drature de  cette  courbe  (voir  son  Traité  de  la  Lumière,  chap.  VI). 

Vers  le  même  temps,  La  Hire  a  trouvé  que  la  caustique  de  Tschirnhausen,  formée  par  la 
wréûexiott  dans  un  cercle  éclairé  par  des  rayons  parallèles,  est  aussi  une  épicycloîde,  que  l'on 
engendre  en  faisant  rouler  une  circonférence  de  cercle  sur  la  convexité  d'un  autre  cercle  d'un 
diamètre  double  de  celui  du  cercle  fixe. 

Cette  courbe  est  précisément  la  développée  de  celle  de  Huygens. 

Ce  sont  là,  je  crois,  les  premières  épicycloîdes  dont  on  ait  connu  quelques  propriétés  géomé- 
^«qoes.  Ces  courbes  se  sont  présentées  ensuite  dans  plusieurs  autres  questions  de  Physique  et 
e  Mécanique ,  où  elles  ont  joué  un  rôle  remarquable. 


Page  218. 

Ciairanlt  a  considéré,  avant  Euler,  les  courbes  que  celui-ci  appelle  lineœ  affines:  il  les  regarde 
oomme  étant  la  projection  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  comme  deux  sections  planes  d'un  même 
cylindre;  et  il  les  appelle  courbes  de  même  espèce.  11  fait  voir  que  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'ooe,  rapportées  à  deux  axes  pris  dans  son  plan,  étant  x  et  y,  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant, dans  la  seconde  courbe,  rapportées  aux  deux  axes  qui  correspondent,  dans  le  plan 
de  cette  courbe,  aux  deux  premiers  axes,  sont  de  la  forme  X=xx,  Y=  ^y.  Ce  qui  montre  que 
ces  courbes  de  Clairault  sont  les  mêmes  que  celles  d'Euler.  (Voir  Mémoires  de  V Académie  des 
Setenees  de  Parts,  années  1731.) 

Page  265. 

Un  caractère  propre  des  principes  de  dualité  et  d'homographie  tels  que  nous  les  exposerons, 
et  qui  repose  sur  l'usage  que  nous  y  faisons  du  rapport  anharmonique,  c'est  que,  par  la  nature 
mèôie  de  ce  rapport,  tous  les  théorèmes  que  nous  obtiendrons  s'appliqueront  d'eux-mêmes, 
presque  toujours,  aux  figures  tracées  sur  la  sphère.  De  sorte  que  ces  deux  théories  offriront  un 

70 
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moyen  facile  et  naturel  de  transporter  aux  figures  sphériques  toutes  les  propriétés  des  figures 
planes,  et  de  généraliser  même  les  propriétés,  déjà  connues,  des  figures  sphériques. 

Le  principe  de  dualité,  par  exemple,  fera  voir  qu'une  première  figure  étant  tracée  sur  la 
sphère,  outre  la  figure  supplémentaire ,  la  seule  connue  jusqu'ici  comme  jouissant  de  la  pro- 
priété que,  aux  points  et  aux  arcs  de  grands  cercles  de  la  figure  proposée,  correspondent ,  dans 
cette  figure  supplémentaire,  des  arcs  de  grands  cercles  et  des  points  y  respectivement;  outre 
cette  figure  supplémentaire,  dis-je,  on  en  pourra  tracer  sur  la  sphère  une  infinité  d'autres 
jouissant  des  mêmes  propriétés;  et  ce  principe  enseigne  le  mode  de  construction  de  ces  figures, 
parmi  lesquelles  la  figure  supplémentaire  n'est  plus  qu'un  cas  particulier. 

Ainsi,  nous  pouvons  dire  que  les  deux  principes  de  dualité  et  d'homographie  offrent  une 
véritable  méthode  rationnelle  pour  appliquer  aux  figures  sphériques  les  propriétés  des  figures 
planes,  et,  en  un  root,  pour  former  la  Géométrie  de  la  sphère;  et  cette  partie  de  la  science  de 
l'étendue  peut ,  dès  aujourd'hui ,  faire  de  rapides  et  faciles  progrès. 

Page  282. 

Les  deux  porismes  de  Géométrie  plane,  que  nous  avons  appliqués  k  la  Géométrie  à  trois 
dimensions,  ont  aussi  leurs  analogues  sur  la  sphère.  En  voici  les  énoncés  : 

Premier  porisme.  Étant  pris  sur  la  sphère  deux  points  fixes  P,  P',  et  deux  arcs  qui  rencontrent 
l'arc  PP'  en  E  ef  E';  et  étant  pris  sur  ces  deux  arcs,  respectivement,  deux  points  fixes  O,  0'; 

Sij  de  chaque  point  d'un  arc  donné,  on  mène  deux  arcs  aux  points  P,  P',  qui  rencontreront 
respectivement  les  deux  arcs  EO,  E'O'  en  deux  points  a,  a',  on  pourra  trouver  deux  quantités 
X,  II,  telles  qu'on  aura  toujours  la  relation 

sin .  Oa      .    sin .  0  V 
sin .  Ea  sin .  EV 

SecOxNd  porisme.  Étant  menés  sur  la  sphère  deux  arcs  de  grands  cercles,  qui  se  rencontrent 
en  S,  et  étant  pris  sur  ces  deux  arcs,  respectivement,  deux  points  fixes  0,  0'; 

Si,  autour  d'un  point  donné  de  la  sphère,  on  fait  tourner  un  arc  qui  rencontrera  les  deux  arcs 
fixes  en  deux  points  a,  a',  on  pourra  trouver  deux  quantités  à  ,  fA,  telles  qu'on  aura  toujours  la 

relation 

siD .  Oa  sin .  0 V 

— ^—  -4"  X .  — — i^—  ^  fi. 

sin  .  Sa  sin  .  Sa' 


Page  294. 

Depuis  que  la  Note  VII,  sur  l'ouvrage  De  lineis  rectis  se  invieem  secantibus  statica  consîructio 
de  Jean  Ceva ,  était  imprimée,  a  paru  le  24*  Cahier  du  Journal  de  l'École  polytechnique,  où  se 
trouve  un  Mémoire  de  M.  Coriolis,  intitulé  :  Sur  la  Théorie  des  moments  considérés  comme  analyse 
des  rencontres  des  lignes  droites,  qui  a  le  même  objet  que  cet  ouvrage  de  Ceva.  M.  Coriolis  y 
démontre,  en  peu  de  mots  et  sans  calculs,  par  la  théorie  des  moments,  des  théorèmes  de  la 
nature  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  la  Théorie  des  transversales ,  de  Carnot,  mais  qui  prësen* 
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rement  une  gënéralisatioQ  du  beau  théorème^de  M.  Minding;  et  peut-être  que  les  surfaces  du 
second  degré  y  joueront  le  rôle  que  nous  venons  d'indiquer. 

Cette  théorie  d'un  système  de  forces  qui  tournent  autour  de  leurs  points  d'application ,  en 
conservant  leurs  grandeurs  et  leurs  inclinaisons  mutuelles,  peut  prendre  une  grande  extension 
et  donner  lieu  à  plusieurs  questions  intéressantes,  si  l'on  y  introduit  la  considération  de  l'axe 
central  des  moments ,  au  lieu  de  se  borner  au  cas  particulier  d'une  résultante  unique.  Par 
exemple  : 

i"  Que  l'axe  central  des  moments  doive  rester  parallèle  à  une  même  droite;  quelle  sera  la 
surface  cylindrique  qu'il  décrira? 

2*"  Qu'il  doive  rester  parallèle  à  un  même  plan;  quelle  sera  la  surface  courbe  q«*il  touchera. 
dans  toutes  ses  positions? 

3®  Qu'il  doive  passer  toujours  par  un  même  point;  quelle  sera  la  surface  conique  qu*il 
décrira? 

4**  Qu'il  doive  être  situé  dans  un  plan  donné;  quelle  sera  la  courbe  qu'il  enveloppera? 

Nous  ne  pouvons  nous  occuper  dans  ce  moment  de  ce  genre  de  recherches;  nous  l'indiquons, 
dans  Tespoir  qu'il  offrira  de  l'intérêt  à  quelques  lecteurs. 

Page  596,  %  45. 

Depuis  que  celte  Note  est  imprimée,  je  suis  parvenu  à  la  généralisation  des  deux  théorèmes 
des  paragraphes  41  et  45,  et  j'ai  reconnu,  comme  je  l'avais  pensé,  que  le  second  donne  une 
démonstration ,  purement  synthétique  et  indépendante  d'aucune  formule  d'Analyse,  du  beau 
théorème  sur  l'attraction  que  deux  ellipsoïdes ,  dont  les  sections  principales  sont  décrites  des 
mêmes  foyers,  exercent  sur  un  même  point  situé  en  dehors  de  leurs  surfaces.  Une  telle  démon- 
stration avait  paru,  à  d'illustres  Géomètres,  devoir  offrir  des  difficultés,  et  dépasser  peut-être 
les  ressources  de  la  Synthèse  *. 

Les  deux  théorèmes  généralisés  peuvent  se  déduire  des  deux  cas  particuliers  énoncés  aux 
paragraphes  51  et  43 ,  au  moyen  d'un  autre  théorème  qui  est  aussi  une  belle  propriété  des  sur- 
faces du  second  degré  ayant  les  mêmes  coniques  excentriques.  Nous  nous  bornerons  ici  à 
l'énoncé  de  ce  théorème  : 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  A ,  A',  A'',  etc,  ont  les  mêmes  coniques  exeentri- 
ques;  si,  autour  d'un  point  S,  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  lUtne  d'elles  A  eti 
deux  points  a,  a',  et  qu'en  appelant  D  le  diamètre  de  cette  surface,  parallèle  à  la  corde  aa', 
on  porte  sur  la  transversale,  d  partir  du  point  S,  un  segment  Sm  égal  à  (^  a^  ^  «  , ,  â  étiint  une 
constante,  l'extrémité  m  de  ce  segment  sera  sur  une  surface  du  second  degré  l ,  qui  aura  son 
centre  au  point  S  ; 

Pour  les  autres  surfaces  A\  A'',  etc.,  on  formera  semblablement ,  avec  d'autres  constantes  ^, 
(T',  etc.,  d'autres  surfaces  2',  2",  etc,  ; 

Toutes  les  surfaces  i,  i\  i'\  etc.,  auront,  en  direction,  les  mêmes  axes  principaux  ; 

Et  l'on  pourra  prendre  les  constantes  (^,  â",  etc.^  de  manière  qu'elles  aient  aussi  tes  mêmes 
coniques  excentriques, 

*  Legendre,  Mémoire  sur  Vatlraction  des  ellipsoïdes,  inséré  dans  les  Mémoihbs  de  l'Acam^iiib  dis  Sctincis . 
année  1788.  Voir  page  486.  —  Poisson,  Note  sur  le  mouvement  de  rotation  d*un  corps  solide  ;  année  1834. 


SS8  ADDITIONS. 

qu'alors  deux  petites  lignes  verticales  (formant  une  colonne)  auraient  indiqué  une  place  vide, 
et  fait  TofSce  du  zéro  actuel.  > 

Page  472. 

LeVocabularium,de  Nestor  Dionisyus,  donne  au  moi  Abacus  la  signification  suivante  :  Tafre/fa 
super  qua  decuplàtiones  fiunt  :  Abacus  dicta  est  quin  etiam  ipsa  decuplatio,  (Édition  de  1496, 
Venise,  in-folio.)  Ce  passage  s'applique  parfaitement  a  notre  explication  àeVAbacus,  et  sem- 
blerait prouver  qu'au  XV'  siècle  la  signification  de  ce  mot  n'était  pas  encore  perdue,  comme 
nous  l'avons  pensé  déjà,  d'après  un  passage  de  h  Bibliothèque  historialcj  de  Vigniér. 

Page  476. 

Cela  prouve-t-il  qu'ils  aient  ignoré  absolument  ce  système  indien?  C'est  par  une  inadver- 
tance, causée  par  la  précipitation  que  nous  avons  mise  dans  la  rédaction  de  cette  dissertation 
qu'attendait  l'imprimeur, dont  nous  retardions  h  regret  le  travail,  que  nous  nous  sommes  servi 
de  l'expression  système  indien ,  au  lieu  de  dire  système  de  /'Abacus.  Il  est  évident  que  nous 
avons  eu  en  vue  seulement  de  prouver  que  l'assertion  de  Boèce  n'était  point  inadmissible; 
c'est-à-dire  que  le  système  de  numération  qu'il  exposait,  avait  pu  être  connu  des  Pythagori- 
ciens, comme  il  le  dit:  et  ce  système,  nous  le  répétons,  n*était  pas- précisément  celui  des 
Indiens,  c'est-à-dire  le  nôtre  actuel;  mais  il  n'en  différait  que  par  l'absence  du  zéro,  et  par 
l'usage  nécessaire  de  colonnes  qui  marquaient  la  place  des  chiffres. 

Ce  système  n'était  au  fond  que  la  représentation  écrite  de  la  table  à  compter,  connue  chez  les 
Romains  sous  le  même  nom  d' Abacus,  qui  était  formée  de  cordons  placés  parallèlement,  sur 
chacun  desquels  on  pouvait  faire  glisser  neuf  boules,  destinées  à  former  des  groupes  qui  repré- 
senteraient les  nombres  i,  2,  5,  4,  5,  6,  7,  8  et  9;  et  les  cordons  exprimaient  la  nature  des 
unités  que  ces  groupes  représentaient;  le  premier  cordon  était  celui  des  unités  simples;  le 
deuxième,  celui  des  dixaines;  le  troisième,  celui  des  centaines;  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  V Abacus  figuré  n'était  autre  que  V Abacus  manuel  ou  palpable;  les  colonnes 
représentaient  les  cordons,  et  les  neuf  caractères  (ou  chiffres)  représentaient  les  neuf  col lectioos 
de  boules  que  l'on  pouvait  former  sur  chaque  cordon. 

La  transition  de  ï Abacus  manuel  à  V Abacus  figuré,  était  donc  naturelle,  et  n'exigeait  aucun 
effort  de  génie;  on  ne  refuserait  pas  d'en  faire  honneur  aux  Romains,  si  Boèce  ne  l'attribuait 
à  Pythagore.  Et  cest  ce  nom  de  Pythagore  qui  donne  lieu,  aux  yeux  de  quelques  personnes, 
à  l'objection  la  plus  forte  contre  notre  explication  du  passage  de  Boèce;  car  on  ne  veut  pas 
admettre  qu'Ârchimède  et  Apollonius  aient  eu  connaissance  de  ce  système  de  numération ,  qui 
leur  eût  donné  Tidée  de  la  valeur  de  position  des  chiffres. 

Mais  déjà  plusieurs  écrivains  ont  pensé  que  les  Grecs,  du  temps  même  de  Pythagore,  ont 
connu  la  machine  d  compter  que  nous  venons  de  décrire  sous  le  nom  d' Abacus  des  Romains; 
car  cette  machine  est  de  la  plus  haute  antiquité  chez  tous  les  peuples  ^  Or,  cette  machine, 

1  Cette  machine  est  le  suapan  des  Chinois.  Elle  était  en  usage,  noD-seulemeol  dans  plusieurs  parties  de  TAsie, 
mais  dans  plusieurs  autres  contrées  de  la  Terre,  chez  les  Etrusques,  en  Ègy\Me^  au  Pérou.  Voir  le  Mémoire  de 
M.  Alex,  de  Humboldt ,  inséré  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Mathématiques,  de  M.  Crelle,  pag.  905,  sous  le 
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comme  l'observe  l'illustre  M.  de  Humboldt  S  est  fondée  sur  le  principe  de  la  valeur  de  position 
des  signes  représentatifs  des  nombres.  Elle  devait  donc,  tout  aussi  bien  que  VÀhacus  figuré, 
décrit  par  Boèce,  donner  à  Archimède  et  à  Apollonius  Tidée  de  la  valeur  de  position,  idée,  du 
reste,  que  ces  deux  grands  hommes  ont  eue,  puisqu'ils  Font  appliquée,  comme  nous  Tavons 
dit,  le  premier  à  ses  octades  et  le  second  à  ses  tétrades. 

Page  Mù. 

On  a  imprimé,  sous  le  nom  de  Sacro  Bosco,  un  Traité  d'Algorisme  intitulé  lAlgorismus  domini 
Joannis  de  Sacro  Busco,  noviter  impressum,  Vcnetiis,  1525,  in-4**.  Cet  ouvrage  n*est  pas  de 
Sacro  Bosco,  dont  le  Traité  d'Arithmétique  est  écrit  en  vers;  mais  il  est  le  même  que  celui  que 
Clichtovée  a  fait  imprimer  sous  le  titre  :  Opusculum  de  praxi  numerorum  quod  Algorismum 
vacant. 

Ce  Traité  présente  avec  les  autres  une  différence  légère,  mais  qui  mérite  néanmoins  d'être 
remarquée.  C'est  que  l'auteur  dit  de  placer  un  point  au-dessus  du  chiffre  des  mille,  pour  le 
distinguer  des  autres;  puis  semblablement  un  point  sur  le  quatrième  chiffre  après  celui  des 
mille;  et  ainsi  de  suite  sur  les  chiffres  pris  de  quatre  en  quatre.  Ce  sont,  comme  on  le  voit,  les 
tétrades  d'Apollonius  qui  sont  réduites,  dans  le  système  actuel ,  a  des  tranches  de  trois  chiffres, 
puisque  nous  dénommons  un  nombre  par  tranches  de  trois  chiffres  en  nous  servant  des  mots 
unités,  mille,  millions,  billions,  etc.  Au  point  on  a  substitué  des  virgules  qui  séparent  ces 
tranches  de  trois  chiffres. 

On  trouve  aussi  ces  tétrades  marquées  par  un  point  dans  le  Traité  d'Arithmétique  de  Pur- 
bachy  Algorilhmus  G.  Peurbachii  in  integris,  Viennœ,  1515,  in-4^ 

titre  :  Uber  die  bei  verschiedenen  Vàlkern  ublichen  Système  von  Zahlzeichen  und  Uber  den  Ursprung  des  Stel- 
lenwerUies  in  den  indinschen  Zahlen  :  c'est-à-dire,  Sur  les  systèmes  de  chiffres  usités  chez  les  différents  peuples, 
H  sur  Forigine  de  la  valeur  de  position ,  dans  t Arithmétique  indienne. 

On  trouve  ceue  machine,  soit  celle  des  Chiuois,  soit  celle  des  Romains,  représentée  dans  plusieurs  ouvrages. 
(  Korr  Velser,  Rerum  augustanarum  vindelicarum  libri  octo,  Venise,  1593 ;  in-fol.,  pag.  208.  —  La  Loubère,  Du 
royaume  de  Siam.  Paris,  1691  ;  2  vol.  in- 12.  —  Du  Molinet,  Le  cabinet  de  ta  Bibliothèque  de  Sainte-Geneviève. 
Paris ,  1692  ;  in-fol.,  pag.  23.  —  Hager,  An  Explanation  of  the  elementary  Characters  ofthe  Chinesse;  Londres, 
1801;  in-fol. 

*  Voir  le  Mémoire  cité,  de  M.  de  Humboldt. 
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SUR 


DEUX  PRINCIPES  GÉNÉRAUX 


DE  LA  SCIENCE  : 


LA  DUALITÉ  ET  LrHOMOGRAPHlE. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


PRINCIPE   DE  DUALITE. 


§  ^^  Deux  méthodes  a  suivre. 

Nous  avons  dit,  dans  notre  Cinquième  É|)0(|ue,  que  le  Principe  de  Dualité, 
que  nous  énoncerons  d'une  manière  absolue  comme  une  propriété  inhé- 
rente aux  formes  de  Fétendue,  n'est  qu'une  déduction  rationnelle  d'un  seul 
théorème  de  Géométrie.  Il  paraîtrait  donc  naturel  de  commencer  par  démon- 
trer ce  théorème,  pour  en  tirer,  comme  une  simple  consé(|uence,  le  principe 
en  question.  C'est  en  eiïet  ce  que  l'on  peut  faire  aisément.  Mais  si,  généra- 
lement, une  déduction  d'une  vérité  fondamentale  oiïre  moins  de  généralité 
que  cette  vérité  première,  de  telle  sorte  que  l'on  ne  puisse  passer  indiffé- 
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remment  de  Fun  à  Tautre^  il  n^en  est  pas  ainsi  du  principe  de  dualité^  tel 
que  nous  allons  le  présenter.  Ce  principe  comporte  une  si  grande  généralité^ 
et  il  est  d'une  manière  si  précise  l'expression  ou  la  traduction  du  théorème 
en  question^  dans  toute  sa  portée,  que  Ton  peut  passer  du  principe  de 
dualité  à  ce  théorème,  avec  la  même  facilité  que  du  théorème  au  principe. 

De  li^  résulte  que  Ton  peut  suivre  deux  marches  difTérentes^  Tune  condui- 
sant directement  au  principe^  et  Tautre  directement  au  théorème. 

Dans  la  première^  nous  faisons  usage  de  la  Géométrie  analytique  de 
Descartes,  c'est-à-dire  de  la  doctrine  des  coordonnées;  la  seconde  se  ren- 
ferme dans  les  seules  ressources  de  la  Géométrie  pure  des  Anciens  qui^  de 
la  sorte,  auraient  pu  parvenir,  avec  leurs  seules  connaissances  acquises^  au 
principe  de  dualité. 

Cette  seconde  manière  de  procéder  serait  plus  logique,  et  plus  conforme 
au  but  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  cet  écrit  :  la  généralisation  et 
Taccroissement  des  doctrines  de  la  Géométrie;  mais,  bien  que  cette  marche 
soit  extrêmement  simple,  il  nous  faudrait  cependant  prendre  d'un  peu  haut 
diverses  considérations  géométriques  auxquelles  on  est  moins  accoutumé 
aujourd'hui  qu'à  l'emploi  des  formules  de  l'Analyse.  Pour  nous  conformer 
donc  aux  habitudes  de  la  plupart  des  Géomètres,  et  oiïrir  une  lecture  plus 
facile,  nous  emploierons,  pour  le  moment^  la  méthode  analytique.  Ainsi 
nous  démontrerons  directement  le  principe  de  dualité,  et  nous  en  conclurons 
l(»  théorème  unique  de  Géométrie,  dont  ce  principe  n'est  que  l'expression. 

Nous  donnerons  dans  un  autre  écrit,  où  nous  présenterons  la  théorie  et 
(livorses  applications  du  rapport  anharmonique y  la  démonstration  directe, 
purement  géométrique  et  indépendante  de  la  doctrine  des  coordonnées^  du 
théorème  général  en  question.  Cette  démonstration,  quand  les  voies  seront 
préparées,  sera  plus  briève  et  plus  facile  que  la  marche  analytique  que  nous 
allons  employer  pour  le  moment. 
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§  II.  Méthode  analytique.  —  Propositions  préliminaires. 

4 .  Théorème  I.  Si  l'on  conçoit  dans  l'espace  un  plan  mobile,  déterminé 
dans  chacune  de  ses  positions  par  une  équation  rapportée  à  trois  axes  coor- 
donnés quelconques  des  \yy  et  z;  et  que  les  paramètres  de  cette  équation 
contiennent  y  au  premier  degré  y  les  coordonnées  d'un  point  que  nous  appel- 
lerons directeur  ; 

i**  Quand  ce  point  parcourra  un  plan,  le  plan  mobile  tournera  autour 
d'un  point  fixe  ; 

2**  Quand  le  point  parcourra  u?i^  droite ,  le  plan  mobile  tournera  autour 
d'une  seconde  droite  ; 

3®  Quand  le  point  parcourra  une  surface  courbe,  le  plan  mobile  roulera 
sur  une  autre  surface  courbe  ; 

Si  la  première  surface  est  du  secoiid  degré,  la  seconde  sera  aussi  du 
second  degré; 

Et  si  la  première  surface  est  géométrique  et  du  degré  m ,  la  seconde  sur- 
face sera  aussi  géométrique,  et  telle  que,  par  une  droite  quelconque,  on 
pourra  lui  mener  m  plam  tangents. 

En  effet  soient  x^,  y\  z',  les  coordonnées  du  poini  direcieur;  Téquation 
du  plan  mobile  sera  de  la  forme 

(I) Xx'-f- Yy  -+-Zz'  =  U; 

X,  Y,  Z  et  II  étant  des  polynômes  de  la  forme  ax  -{-  by  -{-  cz  —  d,  ou  les 
coordonnées  couranies  x,  y,  z  n'enirent  qu'au  premier  degré. 
Soit 

(2) Lx  ^  My  -^  Nz  =  i 

Téquaiion  du  plan  que  parcourt  le  point  directeur;  L^  M^  N  étant  des 
constantes  :  les  coordonnées  x^,  y',  z'  de  ce  poini  auront  entre  elles  la 
relation 

(3) Lx' ^  My -+- Nz' -=  I . 
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On  voit  aisément  que  les  valeurs  des  coordonnées  x,y,  z^  tirées  des 
trois  équations  suivantes  : 

(4) X  =  LU,     Y=MU,     X  =  Nl\ 

déterminent  un  point  qui  se  trouve  sur  le  plan  mobile^  dans  toutes  ses  posi- 
tions. Car  si  Ton  substitue  ces  coordonnées  dans  Téquation  (1)  du  plan 
mobile^  il  en  résultera  Téquaiion  Lx'  +  %'  +  ^z^  =  \ ,  qui  est  identique^ 
puisqu'elle  n'est  autre  que  Téquation  de  condition  (3). 

Ainsi  le  plan  mobile,  dans  toutes  ses  positions,  passe  par  un  point  fixe^ 
dont  les  coordonnées  sont  déterminées  par  trois  équations  (4)  ;  ce  qui 
démontre  la  première  partie  du  théorème. 

Appelons  ce  point  fixe  le  pôle  du  plan  que  le  point  directeur  a  parcouru. 

Quand  le  point  directeur  parcourt  une  droite;  que  Ton  imagine  deux  plans 
passant  par  cette  droite  :  le  point  directeur  se  mouvra  dans  ces  deux  plans 
en  même  temps  ;  le  plan  mobile  passera  donc  par  deux  points  fixes  qui 
seront  \e%  pôles  de  ces  plans;  ce  plan  mobile  tournera  donc  autour  de  la 
droite  qui  joint  ces  points;  ce  qui  est  la  seconde  partie  du  théorème. 

Si  le  point  directeur  parcourt  une  surface  courbe  A,  le  plan  mobile  enve- 
loppera une  seconde  surface  courbe  A'. 

Supposons  la  surface  A  géométrique  et  du  degré  m  :  une  transversale 
menée  arbitrairement  la  rencontrera  en  m  points;  à  chacun  de  ces  points^ 
considéré  comme  point  directeur,  correspondra  un  plan  tangent  à  la  sur- 
face A';  ces  plans  tangents,  qui  seront  en  nombre  m  y  passeront  tous  par 
une  même  droite  (d'après  la  seconde  partie  du  théorème);  la  surface  A' 
admettra  donc  m  plans  tangents  passant  par  une  môme  droite  quelconque. 

Si  la  surface  A  est  du  second  degré,  la  surface  A'  sera  donc  aussi  du 
second  degré;  ce  qui  démontre  les  deux  dernières  parties  du  théorème. 

2.  La  surface  A',  qui  est  l'enveloppe  du  plan  mobile,  quand  le  point 
directeur  parcourt  la  surface  A,  peut  être  déterminée  d'une  seconde  manière^ 
par  points,  au  moyen  du  théorème  suivant: 

Théorème  II.  Quand  le  point  directeur  parcourt  une.  surface  courbe  A, 
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Supposons^  par  exemple^  que  le  point  directeur  parcoure  la  surface  du 
second  degré  représentée  par  Téquation 

Téquation  du  plan  tangent  au  point  [x',  y^,  z^)  de  cette  surface  sera 

X  (Ax'  H-  D)  ^  y  (By'  ^  E)  -4-  z  (€«'  ^  F)  =  K  —  (Dx*  -^  Ey'  -f-  Fz'). 

Les  trois  équations  de  condition  ci-dessus  seront  donc 

X  [K  —  (Dx'  -+-  Ey'  ^  Fz')]  =  (Ax'  h-  D),U, 
Y  [K  —  (Dx'  -+-  Ey'  -f-  Fz')]  =  (By'  h-  E)  U, 
Z  [K  —  (Dx'  ^  Ey'  -^  Pz')]  =  (Cz'  h-  F)  U. 

Il  suffit  d^éliminer  x^,  y^,  z^  entre  ces  trois  équations  et  la  suivante 

Ax**  -f-  By"  -f.  C«"  H-  2  (Dx'  -^  Ey'  -f-  Fz')  =  K. 

Le  résultat 

/X»      Y*       V\  /.,       D»      E»      F«\       /        LD       ME      NF\» 

t-*-BÏ-*-^Jr-"T"B-*-c)==l'-"T""F"--cJ' 

est  Téquation  de  la  surface  enveloppe.  Cette  équation  est  du  second  degré, 
puisque  X;  Y^  Z  sont  des  fonctions  linéaires  des  cordonnées  courantes  o?^  y,z. 

4.  Théorème  III.  Quand  le  point  directeur  se  meut  à  t infini,  le  plan 
mobile  tourne  autour  d'un  point  fixe ,  comme  si  le  point  directeur  parcourait 
un  plan. 

En  efTet,  si  le  point  directeur  est  situé  à  Pinfini  sur  une  droite  ayant  pour 

équations 
on  aura 

x'«=az',     y'=-6z'; 

()t  rriquution  (i)  du  pian  mobile,  correspondant  à  cette  position  du  point 
diri'cteur,  deviendra 

(oX  +  fcY-4-Z)z'=U. 
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Or^^  z'  est  infini;  cette  équation  se  réduit  donc  à 

aX  -4-  6Y  ^  Z  =  0. 

Telle  est  Téquation  du  plan  mobile^  dans  sa  position  correspondant  au 
point  directeur  situé  à  Pinfini^  sur  la  droite  dont  nous  avons  posé  les  équa- 
tions. 

Ce  plan  passe  évidemment  par  le  point  dont  les  coordonnées  x,  y  y  z  sont 
déterminées  par  les  trois  équations 

x  =  o,   Y  =  o,   z  =  o. 

Donc^  dans  quelque  position  que  soit  situé;  à  Finfini^  le  point  directeur, 
le  plan  mobile  passera  par  le  point  fixe  que  déterminent  ces  trois  équations, 
comme  si  le  point  directeur  parcourait  un  plan.  C.  Q.  F.  D. 

5.  Si  Ton  cherchait  à  déterminer  ce  plan,  il  faudrait  mettre  dans  les  trois 
équations  (4),  à  la  place  de  x,  y,  Zy  leurs  valeurs  tirées  des  trois  équations 
ci-dessus;  on  aurait  ainsi  les  valeurs  des  coefficients  L,  M,  N  correspondant 
à  la  position  de  ce  plan.  Or  ces  équations  deviennent 

LU  =  0,    MU==0,    NU  =  0. 

U  n^est  pas  nulle,  puisque  c^est  une  fonction  de  a?,  y,  Zy  qui  est  devenue  un 
nombre  par  la  substitution  des  valeurs  de  ces  coordonnées;  il  faut  donc 
qu'on  ait 

L  =  0,    M  =  0,    N  =  0; 

et  dès  lors,  Téquation  Lx  -f  My  +  Nz=:i  représente  un  plan  situé  à  Tinflui, 
et  indéterminé  de  direction. 

Nous  pouvons  donc  énoncer,  avec  M.  Poncelet,  cette  idée  paradoxale, 
mais  d'une  justesse  mathématique  : 

L'espace  indéfini  a  pour  enveloppe  une  surface  plane.  (Traité  des  Pro- 
priétés PROJECTIVES,  p.  373.) 
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ly/^,  m  étsiQt  les  quantités  angulaires  qui  déterniincnt  la  direction  de  la 
^oitQ  ab. 

(i'équ4ition  du  plqn  mobile^  dans  sa  position  Â^  correspondant  au  point 
directeur  a  y  est 

Xç  ^  Yv  ^  ZÇ  —  U  -♦-  (/X  -f-  iwY  -*-  wZ)  r'==  0. 

Soit  p'  la  distance  du  point  K  au  point  où  ce  point  rencontre  la  droite  ab  ;  les 
coordonnées  de  ce  dernier  point  seront  de  la  forme 

jc  =  Ç  -+-  lp\ 

y  =sy  ^  mp\ 

z  =  Ç  -♦-  np'  ; 

elles  doivent  satisfaire  à  réquatiqn  du  plan  :  les  y  mettaqt^  on  aura  une 
équation  qui  donnera  la  valeur  de  p'.  Cettp  équation  sera  ^vid^mmept  de  la 
forme 

PH-Qp'-4.(R^Sp')r'  =  0; 

P^  Q^  R,  S  étant  des  fonctions  de  |^  v^  C;  ly  Wy  n. 

Les  distances />"^  p'^\  />'%  du  point  K  aux  points  où  les  autres  plans  B,  C^ 
D  rencontrent  la  droite  aby  seront  données  par  les  équations  semblables  : 

Ph_Qp"  -^(R-f-Sp")r"=0, 
p  ^  Qp'"_^  (R  ^  Sp"')  r'"=  0, 
p  ^  Qp^  ^  (R  -♦-  Sp'"  )  r»'  =  0. 

Dfi  cg»  équatipns^  on  tire 


ïïm 


p    —p         r 

—  r 

Q  +  Sr" 

p"'^p"       r" 

—  r" 

Q  +  Sr' 

p"  -  F          r' 

—  r' 

Q  -H  Sr" 

*•*       *>"        •••* 

p    —p          r 

—  r 

Q-f-Sr' 

r'"- 

-  r'     r"  —  r' 

•                                                                   • 

o"—  o"  ■  p"  —  p" 

r'"- 

—  r"  *  r*' r"  ' 

équation  qui  démontre  le  théQrè{|ie  énp|]çé. 


584  MÉMOIRE  DE  GEOMi!.ii..^ 

7.  Remarque.  L'équation  P  +  Qp'  4-  (R  +  Sp')r'  =  0  fait  voir  que  :  sur 
une  droite  quelconque,  il  se  trouve  en  général  deux  points  qui,  regardés 
comme  deux  posiliom  du  point  directeur,  donnent  deux  plans  mobiles  qui 
passent  par  ces  points  respectivement. 

En  eiïet^  si  Ton  veut  que  le  plan  Â^  correspondant  au  point  a,  passe  par 
ce  point,  on  aura,  dans  Féquation  ci-dessus,  f!-==^r^ ,  et  elle  deviendra 

P-h  (QH-R)r'-f-Sr'«=0. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  détermineront,  sur  chaque  transver- 
sale, les  deux  points  en  question. 

En  général ,  qua)id  le  plan  mobile  passe  par  son  point  directeur,  ce  point 
a  pour  lieu  géométrique  une  surface  du  second  degré. 

En  efTet,  Téquation  du  plan  mobile  est 

Xx'  H-  Yy'  ^  Zz'  =  U. 

Si  ce  plan  passe  par  le  point  directeur,  cette  équation  sera  vérifiée  quand 
on  mettra  x',y\z^  à  la  place  de  x,  y,  z,  dans  X,  Y,  Z  et  U.  Mais  alors  on 
aura  une  équation  du  second  degré  ;  cette  équation  représentera  donc  une 
surface  du  second  degré  sur  laquelle  sera  le  point  directeur;  ce  qui  démontre 
le  théorème. 

il  faut  observer,  cependant,  que  si  Téquation  du  plan  mobile  était  telle 
qu'en  y  faisant  x=x\  y=y'>  z^z^,  on  la  rendit  identique,  ce  qui  est  pos- 
sible, ainsi  que  nous  le  verrons  (155),  le  plan  mobile  passerait  constamment 
par  le  point  directeur. 

8.  Théorème  V.  Etant  données  cinq  positions  du  point  directeur,  an 
pourra  prendre  arbitrairement,  dans  Pespace,  cinq  plans  qui  seront  les  cinq 
positions  du  plan  mobile,  correspondant  respectivement  à  ces  cinq  points. 

En  elTet,  soient  x',  y^,  z^  les  coordonnées  d'un  des  cinq  points  donnés ^  et 

Px  -♦-  Qy  +  Rz  c=:  4  , 

Féquation  du  plan  qui  doit  correspondre  à  ce  point. 
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Cette  équation  doit  être  identique  à  réquation  générale  du  plan  mobile , 
que  nous  avons  représentée  par 

X,  Y,  Z  et  U  sont  des  fonctions  linéaires  deXytfy  Zy  de  la  forme 

X  =  ax  -4-  by  -^  cz  —  d , 
Y=o'x  ^  6'y-f-  c'z  — d', 
Z  =  a"x  -♦-  6"y  -4-  c"z  —  d", 
U  =a'"x-i-6'"y4-c'"2—  d'". 

D'après  cela  ^  Téquation  générale  du  plan  mobile  est 

(ax  -4-  6y  -^  cz  —  d)  x'  -f-  (  a'x  -¥■  b'y  -f-  cz  —  d)  tj  4-  (a"x  -*-  b"y  -*-  c"z  -  d")  z' 

=  (o"'x -4-6"'y-+-c"'z— d'")  ; 
OU 

(ax'  ^  a'y'  ^  a"^'  -  o'")  x  +  (6x'  -f-  6'y'  -♦-  6"z'  —  6'")  y  ^  (ex'  +  c'y'  +  c"z'  —  c'")  z 

=  (dx'-t-dy^d'V— d'"). 

Pour  que  cette  équation  soit  identique  à  Téquation  particulière  du  plan 
donnée  il  faut  qu'on  ait  les  trois  équations  de  condition 

ax'  ^  a'y'  -f-  a"«'—  a"'=  P  (dx'  ^  d'y'  ^  d"z'-  d'"), 
6x'  -f.  6'y'  -♦-  fc'z'  -  6"  =  Q  (dx'  4-  d'y'  -f-  d"z'—  d'"), 
rx'  _+.  c'y'  -f-  c"z'  —  c'"  =  R  (dx'  +  d'y'^  d"z'-  d'"). 

Pour  chacun  des  quatre  autres  plans  donnés^  on  aura  trois  équations  de 
condition,  semblables  à  celles-ci^  el  où  entreront  les  coordonnées  du  point 
auquel  correspond  ce  plan.  On  aura  donc  en  tout  quinze  équations  de  condi- 
tion, qui  serviront  à  déterminer  quinze  des  seize  coefficients  a,  &,  c,  rf,  a',  etc.; 
et  comme  ces  coefficients  n'entrent  qu'au  premier  degré  dans  ces  quinze 
équations,  leurs  valeurs  seront  toujours  réelles,  et  s'obtiendront  facilement. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  voit  par  la  forme  des  quinze  équations,  qui  n'ont  pas  de  termes  connus. 
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que  le  seizième  coefficient  restera  indéterminé.  Car  on  peut  4ivîs^  <^^ 
quinze  équations  par  Tun  des  seize  coefficients. 

9.  Le  théorème  I  conduit  à  une  proposition  de  Géométrie  analytique 
dont  nous  aurons  occasion  de  faire  usage  (§  XVII)  ;  le  voici  : 

Quand  les  coefficients  de  trois  coordonnées,  dans  l'équation  d'un  plan 
fnobile,  sont  variables  et  ont  entre  eux  une  relation  du  premier  degré,  ce 
plan  passe  constamment  par  un  point  fixe  : 

Si  ces  coefficients  ont  entre  eux  une  relation  du  second  degré ,  le  plan 
enveloppe  une  surface  du  second  degré  ; 

Et,  en  général,  si  ces  coefficients  ont  entre  eux  une  relation  du  degré  m, 
le  plan  enveloppe  une  surface  géométrique,  à  laquelle  on  peut  mener  m  plans 
tangents  par  une  même  droite. 

En  effet,  soient  x^,  y',  2'  les  trois  coefficients  de  Téquation  du  plan  mo- 
bile ;  cette  équation  sera 

x'x  -*-  y'y  -\-  zz  =  k', 

chaque  système  de  valeur  de  x',  y',  z'  déterminera  un  plan. 

iMais  on  peut  regarder  ces  trois  variables  comme  les  coordonnées  d'un 
point,  et  la  relation  donnée  entre  elles  représentera  une  surface,  lieu  géomé- 
tri(]ue  de  ce  point  ;  le  théorème  énoncé  est  donc  une  conséquence  du 
théorème  I. 

§  III.  Démonstration  du  principe  de  dualité. 

10.  Nous  diviserons  ce  principe  en  deux  parties,  dont  la  preinîère  est 
rdtitiv(Mi  la  corrélation  des  relations  descriptives  des  figures;  et  la  seconde. 
Il  la  corrélation  de  leurs  relations  de  grandeur  ou  métriques. 

Première  i^artie.  Lorsqu'une  figure  de  fmine  qvelconque  est  donnée,  on 
pvut  toujours  former,  d'une  infinité  de  manières,  une  autre  figure,  dam 
taqnellv  les  |M)ints,  les  plans,  les  droites,  correspondront  respectivement  à 
des  plans,  à  des  points,  à  des  droites  de  la  première  figure  ; 

Les  iHiinls  situes  sur  un  même  plan,  dans  l'une  des  deux  figures,  auront 


i 
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fiour  corrëiponâants  des  plans  passant  tous  par  le  jmnt  qui  correspond  à 
ds  plAn  ; 

Les  points  situés  sur  une  même  droite,  dans  l'une  des  deux  figures, 
auront  pour  correspondants  y  dans  t autre  figure,  des  plans  passant  par  la 
droite  qui  correspond  à  la  première; 

Les  points  situés  sur  une  surface  courbe,  dans  la  première  figure, 
auront  pour  correspondants,  dans  la  seconde^  des  plans  tangents  à  une 
autre  surface  courbe;  et  les  plans  tangents  à  la  première  surface ,  en  ces 
piHnts ,  auront  pour  correspondants  précisément  les  points  de  contact  des 
fitans  tangents  à  la  seconde  surface; 

Enfin,  tous  les  points  situés  à  l'infini,  considérés  comme  appartenant  à 
la  première  figure,  seront  regardés  comme  situés  sur  un  même  plan,  et  tous 
les  plans  qui  leur  correspondront  passeront  par  un  même  point,  qui  corres- 
pond à  ce  plan  situé  à  l'infini. 

Ce  sont  ces  deux  figures  que  nous  appellerons  corrélatives. 

Ce  principe  résulte  évidemment  des  théorèmes  I,  II  et  III.  Car  on  for- 
merai la  seconde  figure^  en  faisant  mouvoir  un  plan  dont  Féquatîon  con- 
tienne^ au  premier  degré ^  les  coordonnées  d'un  point  mobile  auquel  on  fera 
parcourir  toutes  les  parties  de  la  première  figure.  La  seconde  figure  sera 
Fenveloppe  du  plan  niobile. 

11.  Il  est  clair  que  des  droites  situées  dans  un  même  plan  auront  pour 
correspondantes^  dans  la  seconde  figure^  des  droites  qui  passeront  toutes 
par  un  même  point;  ce  point  correspond  au  plan  des  premières  droites. 

Par  conséquent^  des  droites  situées  à  Finfini  auront^  pour  correspondantes^ 
<ies  droites  passant  toutes  par  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à 
riofinl  de  la  première. 

Pareillement  des  droites  passant  toutes  par  un  même  points  dans  la  pre- 
mière figure^  donneront  lieu  à  des  droites  situées  toutes  dans  le  plan  corres- 
pondant à  ce  point. 

Par  conséquent^  des  droites  parallèles  entre  elles  donneront  lieu  à  des 
droites  situées  toutes  dans  un  même  plan  passant  par  le  point  de  la  seconde 
'^re  c}ui  correspond  à  Tinfini  de  la  première. 


r 
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Des  plans  parallèles  entre  eux  donneront  lieu^  dans  la  seconde  figure^  à 
des  points  situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  qui  correspond , 
dans  cette  seconde  figure^  à  TinOni  de  la  première.  Car  les  plans  parallèles 
entre  eux  seront  considérés  comme  passant  par  une  même  droite  située  à 
IMnfini. 

Enfin  des  plans  parallèles  à  une  même  droite  donneront  lieu  à  des  points 
situés  tous  sur  un  même  plan  passant  par  le  point  qui  correspond  à 
Tinfini. 

1 2.  Seconde  partie.  Dans  deux  figures  corrélatives,  à  quatre  points  de 
la  première,  situés  en  ligne  droite,  correspondent,  dans  la  seconde,  quatre 
plans  passant  par  une  même  droite,  et  dont  le  rapport  anharmonique  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  ; 

Et,  à  quatre  plans  de  la  première  figure,  passant  par  une  même  droite, 
correspondent,  dans  la  seconde  figure,  quatre  points  situés  en  ligne  droite , 
dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
plans. 

Ainsi  soient  a^  b,  Cy  d  quatre  points  de  Tune  des  deux  figures^  situés  en 
ligne  droite  ;  et  Â^  B^  C^  D  les  quatre  plans  correspondants ^  dans  Tautre 
figure  :  on  aura  toujours 

..V  sin.  G,  A    sin.  D,A       ca    da 


SI 


in.C,B  'sin.  D,B       eb'  db 


Cela  résulte  du  théorème  IV. 

Si  Ton  tire  arbitrairement  une  transversale,  qui  rencontre  les  quatre  plans 
A,  B,  C,  D  aux  points  a,  6,  y,  â,  on  aura 

r6  '  «î6       cb'  db 

Car  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  au  premier  membre  de 
Téquaiion  du  théorème. 

13.  Si  le  point  d  est  silué  a  Tinfini,  le  plan  D  passera  par  le  point  qui 
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correapond^  dans  la  seconde  figure^  à  Tinfini  de  la  première;  le  rapport-^ 
sera  égal  à  Tunité^  et  les  deux  équations  ci-dessus  se  réduiront  à 

sin.  C,Â    sîn.  D,A       ca 
sin.  C,B  *  sin.  D,B       cb 

yoL    èoL       ca 
y6     J6       cb 

Ajoutons  que  si  le  point  de  la  seconde  figure^  qui  correspond  à  Tinfini 
de  la  première^  est  lui-même  à  Tinfini^  tous  les  plans  qui  répondront^  dans 
la  seconde  figure^  aux  points  à  Tinfini  de  la  première^  seront  parallèles  à  une 
même  droite. 

Si  donc  Ton  prend  pour  transversale  une  parallèle  à  cette  droite ^  le  point  c^ 
sera  à  Tinfini^  et  la  seconde  des  deux  équations  précédentes  se  simplifiera 
encore;  elle  deviendra. 

ra       ca 
r€      cb 

Ainsi  ^  une  partie  des  relations  métriques  des  deux  figures  pourront  être 
exprimées  par  des  équations  de  cette  forme. 

14.  L'équation  (1)  exprime  la  propriété  la  plus  importante  des  figures 
corrélatives.  On  peut  dire  qu'elle  est  le  fondement  de  toute  cette  théorie.  Car 
c'est  sur  cette  relation  si  simple  que  reposent  la  construction  des  figures  cor- 
rélatives les  plus  générales^  et  la  plupart  des  applications  du  principe  de 
dualité. 

Cest^  le  plus  généralement^  sous  sa  forme  même^  ou  sous  celle  de 
Téquation  (2)^  que  nous  appliquerons  cette  relation.  Mais  cependant  elle 
est  susceptible  d'une  autre  expression^  qui  simplifiera  extrêmement  les 
transformations^  dans  certains  cas^  et  que  nous  allons^  tout  de  suite  ^  faire 
connailre. 

Écrivons  Téquation  (1)  de  cette  manière: 

sin.  C,  A    ca      sin.  D,  A    da 
sîn.C,B*c6'^sin.D,B"dt 
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§  IV.  Applications  du  principe  de  dualité  aux  propriétés  DBSCRiPtnm 

DES  FIGURES. 

17.  Pour  appliquer  le  principe  de  dualité^  on  devra  d^abdrd  concevoir 
la  forme  et  la  description  de  la  figure  corrélative  de  la  figure  proposée;  ce 
qui  se  fera  rapidement  et  sans  difficulté  ^  au  moyen  de  la  première  partie 
du  principe. 

Par  exemple^  que  la  figure  proposée  soit  une  courbe  à  double  courbure; 
à  chacun  de  ses  points  correspondra  un  plan  dans  la  figure  corrélative;  et 
celte  figure  sera  une  surface  développable^  enveloppe  de  tous  ces  plans. 
Chaque  tangente  à  la  courbe  étant  considérée  comme  le  prolongement  de  la 
corde  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins;  à  cette  tangente  corres- 
pondra une  droite  qui  sera  fintersection  de  deux  plans  tangents  à  la  déve- 
loppable^  infiniment  voisins^  c'est-à-dire  une  arête  ou  caract^isttque  de 
cette  surface.  A  un  plan  mené  par  une  tangente  à  la  courbe^  correspondua 
un  point  de  la  caractéristique^  correspondant  à  cette  tangente.  Le  plan 
osculateur^  en  un  point  de  la  courbe  proposée^  passe  par  deux  tangentes 
infiniment  voisines;  le  point  qui  lui  correspondra  sur  te  développàble  sera 
donc  Fintersection  de  deux  caractéristiques  consécutives;  ce  sera  éORC  Uti 
point  de  faréte  de  rebroussement  de  la  surface. 

Ainsi  Ton  voit  que  la  forme  générale  de  la  figure  corrélative  d'une  courbe 
à  double  courbure  est  parfaitement  déterminée. 

Réciproquement^  à  une  surface  développable  proposée^  correspondra, 
dans  la  figure  corrélative,  une  courbe  à  double  courbure. 

18.  Que  la  figure  proposée  soit  une  surface  courbe,  coupée  par  un  plan; 
à  cette  surface  correspondra,  dans  la  figure  corrélative,  une  seconde  surface 
courbe;  aux  points  d'intersection  par  le  plan  correspondront  des  j^lans 
tangents  à  la  seconde  surface;  et  tous  ces  points  étant  dans  un  plan,  tous 
ces  plans  tangents  passeront  par  un  même  point,  qui  correspondra  à  ce 
plan;  ces  plans  formeront  donc  un  cône.  Ainsi  Ton  aura,  pour  figure  corré- 
lative, une  surface  courbe  inscrite  à  un  cône. 
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si  l'on  conçoit  ta  développabte  circonscrite  à  ces  surfaces  suivant  cette  courbe, 
et  que  l'on  regarde  un  point  de  f  arête  de  rebroussement  de  cette  dévetoppable 
comme  le  sommet  commun  de  deux  côms  circonscrits  aux  deux  surfojceSy 
ces  deux  cônes  auront  un  contact  du  cinquième  ordre  suivant  leur  arête 
commune,  qui  sera  la  caractéristique  de  la  dévetoppable,  sur  laquelle  est 
pris  leur  sommet  commun. 

On  voit  comment  les  théorèmes  généraux  sur  les  contacts  des  surfaces, 
démontrés  par  M.  Ch.  Dupin  dans  ses  Développements  de  Géométrie,  donne- 
ront lieu  à  d'autres  théorèmes  aussi  généraux,  qui  seront  leurs  corrélatifs. 

23.  Soit  ce  beau  théorème  de  M.  Monge  :  «  Si,  par  tous  les  points  d'une 
»  surface  courbe,  on  conçoit  des  droites  menées  dans  l'espace  suivant  une 
»  loi  quelconque,  et  que  Ton  considère  Tune  de  ces  droites;  de  toutes  celles 
»  qui  lui  sont  infiniment  voisines,  il  n'y  en  a  généralement  que  deux  qui 
»  la  rencontrent.  »  (Voir  le  Mémoire  sur  les  déblais  et  remblais,  de  Monge, 
inséré  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Paris,  année  1 781,  et  la  Corres- 
pondance  polytechnique ,  t.  III,  p.  152.) 

Formant  la  figure  corrélative,  on  aura  une  seconde  surface  courbe,  dont 
les  plans  tangents  correspondront  aux  points  de  la  première.  Les  droites 
menées  par  ses  points,  auront  pour  correspondantes  des  droites  menées  par 
les  plans  tangents  de  la  seconde  surface,  suivant  une  certaine  loi.  Or,  quand 
deux  droites  se  rencontrent,  leurs  corrélatives  se  rencontrent  aussi;  on  con- 
clut donc,  du  théorème  énoncé,  le  suivant  : 

Si,  dans  tous  les  plans  tangents  d'aune  surface  courbe^  on  conçoit  des 
droites  menées  suivant  une  certaine  loi,  et  que  l'on  considère  utie  de  ces 
droites;  de  toutes  celles  qui  lui  sont  infiniment  voisines,  c'est-à-dire  qui 
sont  situées  dans  les  plans  tangents  infiniment  voisins  de  celui  oii  se  trouve 
la  première  droite,  il  ny  en  aura  généralement  que  deux  qui  la  reticon- 
treront. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  projette  une  droite  fixe  sur  tous  les  plans 
tangents  d'une  surface  courbe  quelconque,  et  que  l'on  considère  Tune  de  ses 
projections;  de  toutes  les  projections  infiniment  voisines  de  celle-là,  il  n'y 
en  aura  généralement  que  deux  qui  la  rencontreront. 
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24.  Le  théorème  général  que  nous  venons  de  déduire  de  celui  de  Mbnge^ 
comme  son  corrélatif^  pouvait  s'en  conclure  directement ,  comme  n'étant  au 
fond  que  ce  théorème  méme^  présenté  sous  une  autre  forme.  Car  toutes  les 
droites  comprises  dans  les  plans  tangents  à  la  surface  vont  rencontrer  un 
plan  fixe^  mené  arbitrairement^  en  ses  différents  points;  on  peut  donc  les 
considérer  comme  issues  de  ces  points^  suivant  une  certaine  loi  déterminée; 
dès  lors  chacune  d'elles  doit  être  rencontrée  par  deux  de  celles  qui  en  sont 
infiniment  voisines. 

Il  arrive  ainsi  quelquefois  qu'un  théorème  a  pour  corrélatif  ce  théorème 
lui-même^  présenté  sous  le  même  énoncé  ou  sous  un  énoncé  différent.  Mais 
ce  sont  là  des  exceptions  :  généralement  ^  deux  théorèmes  corrélatifs  sont 
essentiellement  différents. 


§  y.  Applications  du  principe  de  dualité  aux  propriétés  métriques 

DES  FIGURES. 

23.  Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  on  établira  toujours 
la  corrélation  de  formes  et  de  description  des  figures.  Nous  pouvons  donc, 
sans  entrer  dans  de  plus  longs  développements ,  nous  occuper  de  la  corréla- 
tion de  leurs  relations  de  grandeur;  ce  qui  est  la  partie  la  plus  importante 
du  principe  de  dualité,  parce  qu'on  a  presque  toujours  de  telles  relations  à 
considérer  dans  les  recherches  des  propriétés  de  l'étendue. 

C'est  au  moyen  de  la  seconde  partie  du  principe  qu'on  établira  la  corré- 
lation des  relations  métriques  des  figures. 

Supposons  qu'on  ait  une  relation  enlre  les  distances  de  plusieurs  points 
d'une  figure;  on  formera,  relativement  à  ces  points  et  aux  plans  qui  leur 
correspondront  dans  la  figure  corrélative,  autant  d'équations  semblables  à 
celle  du  principe  (12),  que  la  question  en  comportera;  et,  au  moyen  de  ces 
équations,  on  cherchera  à  éliminer,  de  la  relation  donnée,  les  distances  des 
points  de  la  première  figure;  il  restera  une  relation  enlre  les  sinus  des  angles 
des  plans  correspondants  de  la  seconde  figure  ;  ou  bien  entre  les  segments 
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que  ces  plans  feront  sur  certaines  transversales  :  ce  sera  la  relation  corréla- 
tive cherchée. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  quand  des  points  de  la  première  fijçare 
seront  situés  à  Finfini,  les  équations  se  simplifieront  beaucoup  (13). 

Divers  exemples  vont  faire  comprendre  parfaitement  Tusage  de  cette  mé- 
thode. 

§  VI.  Sur  les  pôles  et  les  plans  polaires  des  surfaces 

DU   SECOND  DEGRÉ. 

26.  Soit  une  surface  du  second  degré;  si  on  lui  mène  deux  plans  tan- 
genls  parallèles  entre  eux,  la  droite  qui  joindra  les  deux  points  de  contact  a, 
b  passera  par  le  centre  o  de  la  surface;  et  Ton  aura 

oa  =  o6. 

Faisons  la  figure  corrélative  :  nous  aurons  une  seconde  surface  du  second 
degré,  un  point  fixe  i  correspondant  à  finfini  (10),  une  droite  menée  par 
ce  point,  correspondant  à  la  droite  d'intersection,  située  à  Finfini,  des  deux 
plans  tangents;  les  deux  points  où  cette  droite  percera  la  surface  correspon- 
dront à  ces  deux  plans  tangents;  et  les  plans  A,  B,  tangents  en  ces  points, 
correspondront  aux  deux  points  a,  6;  donc  leur  intersection  correspondra 
à  la  droite  a6,  et  sera  par  conséquent  dans  un  plan  fixe  0,  correspondant 
au  centre  o  de  la  première  surface.  Soit  I  le  plan  mené  par  cette  droite  et 
par  le  point  t  :  il  correspondra  au  point  à  finfini  sur  la  droite  ab.  On  aora 
donc 

sin.O,  A    sin.  I,  A       oa 
sin.  0,  B    sin.  I,  B       06 

Soient  a,  6,  u  les  points  où  une  transversale,  menée  par  le  point  i,  perce 
les  plans  A,  B,  0;  on  aura,  d'après  cette  équation, 

ta     oa 
i€     tt€ 
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On  eoDclut  de  là  que  : 

Si,  autour  d'un  j)omt  fixe  pfis  arbitrairement,  on  fait  tourner  une  trans- 
versale qui  rencontre  une  surface  du  second  degré,  les  plans  tangents  à  la 
surface,  aux  deux  points  de  rencontre,  se  couperont  sur  un  plan  fixe;  et  la 
transversale  percera  ce  plan  au  point  conjugué  harmonique  du  point  fixe, 
par  rapport  aux  deux  points  de  la  surface. 

C'est  la  propriété  fondamentale  des  pôles  et  des  plans  polaires  dans  les 
surfaces  du  second  degré. 

27.  Nous  pouvons  donc  dire  que  :  quand  on  fait  la  figure  corrélative 
d'une  surface  du  second  degré ,  on  a  une  seconde  surface  du  second  degré 
dam  laquelle  le  plan  qui  correspond  au  centre  de  la  première  a  pour  pôle, 
pris  par  rapport  à  cette  seconde  surface ,  le  point  qui  correspond  à  l'infini 
de  la  première  figure. 

28.  La  droite  d'intersection  de  deux  plans  tangents  à  une  surface  du 
second  degré  s'appelle  la  polaire  de  la  corde  qui  joint  les  deux  points  de 
contact  de  ces  plans.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  prouve 
donc  que  :  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  même  point  ont  leurs 
polaires  situées  dans  un  même  plan;  et  réciproquement. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  des  pôles  et  des 
plans  polaires,  qui  est  parfaitement  connue. 


§  VIL  Généralisation  du  théorème  sur  la  proportionnalité  des  rayons 

HOMOLOGUES   DANS  DEUX    FIGURES  HOMOTHÉTIQUES  *.  CONSTRUCTION  NOU- 
VELLE DES  BAS-RELIEFS. 

29.  Soient  deux  tétraèdres  abcd,  a'  6,  &  d'  semblables  et  semblablement 
placés;  c'est-à-dire  ayant  leurs  faces  respectivement  parallèles.  On  sait  que 
les  quatre  droites  qui  joignent  un  à  un  leurs  sommets  homologues  concou- 

*  Nous  avons  appelé  ainsi  deux  figures  semblables  entre  elles  et  semblablement  plaeëes. 
(Voir  Annales  de  Mathématiques,  t.  XVIII,  p.  280.)  Depuis,  plusieurs  Géomètres  ont  employé 
ceUe  expression  abréviative,  dont  nous  continuerons  dès  lors  à  faire  usage. 
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rent  en  un  même  point  u;  et  que  le  rapport  des  distances  de  ce  point  à  deux 
sommets  homologues  est  constant;  c'est-à-dire  qu^on  a 

/ . .  ua       ub 

0) — 7  =  -T7  =  «'^- 

ua       ub 

Faisons  la  figure  corrélative  :  nous  aurons  deux  tétraèdres^  dont  les  som- 
mets correspondront  respectivement  aux  faces  des  tétraèdres  proposés;  ces 
sommets  seront  donc^  deux  à  deux^  sur  quatre  droites  qui  passeront  par 
un  même  point  /  correspondant  à  Tinfini  (11).  Les  faces  Â^  B...  de  ces  deux 
tétraèdres  correspondront  aux  sommets  a,  b...  des  premiers;  elles  se  cou- 
peront donc^  deux  à  deux^  suivant  quatre  droites  qui  seront  dans  un  même 
plan  U^  correspondant  au  point  u  (10).  Que^  par  la  droite  d'intersection 
des  deux  faces  A^  A'^  on  mène  un  plan  I  passant  par  le  point  i  :  il  corres- 
pondra au  point  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  aa';  on  aura  donc 

sin.  U,Â     sin.  I,Â        ua 
sin.  U,A'  '  sin.  1,Â'       tia' ' 

ou^  en  appelant  <xy  a! y  X  les  points  où  une  transversale^  menée  par  le  point  i^ 
rencontre  les  trois  plans  A,  A',  U  : 


Aa     ta         ua 

Xol'  "  tV  ""  ua' 


Soient  pareillement  S,  S',  (x  les  points  où  une  transversale^  menée  par  le 
point  i,  rencontre  les  plans  B^  B'  et  U  ;  on  aura 

liî     t6        ub 
'iJ'''lb''^ûb'' 

Donc^  en  vertu  de  Féquation  (1)^ 

la      >a         t6      fiS 
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Les  segments  Ixy  dk'  sont  proportionnels  aux  dislances  des  deux  points  a^  a' 
au  plan  U;  pareillement  ii6,  ii&  sont  proportionnels  aux  distances  des  deux 
points  Sy  &  à  ce  plan.  On  conclut  donc  de  là  le  théorème  suivant  : 

Quand  deux  tétraèdres  ont  leurs  sommets  situés,  deux  à  deux,  sur  quatre 
droites  concourant  en  un  même  point  i  : 

1®  Leurs  faces  se  coupent  deux  à  deux  suivant  quatre  droites  qui  sont 
comprises  dans  un  même  plan  U  ; 

2^  Le  rapport  des  distances  du  point  i  ^  à  deux  sommets  homologues  des 
deux  tétraèdres,  est  au  rapport  des  distances  de  ces  points  au  plan  U,  dans 
une  raison  constante,  quels  que  soient  ces  deux  sommets  homologues. 

30.  La  première  partie  seule  de  ce  théorème  était  connue;  elle  est  la 
base  de  la  construction  géométrique  des  figures  homologiques  dans  Fes- 
pace,  de  M.  Poncelet.  (Voir  Traité  des  Propriétés  projectives,  supplément, 
p.  374.) 

La  seconde  partie,  qui  est  une  généralisation  de  la  proportionnalité  des 
rayons  homologues,  dans  deux  figures  semblables  et  semblablement  placées, 
peut  devenir  très-utile  en  Géométrie.  Elle  complète  la  théorie  des  figures 
homologiques,  et  servira  pour  les  construire  par  de  simples  calculs  numéri- 
ques; car  on  cherche  ainsi,  le  plus  souvent,  dans  la  pratique,  à  remplacer 
les  opérations  graphiques  par  des  opérations  numériques. 

Soient  a,  J  deux  points  correspondants  quelconques,  dans  deux  figures 
homologiques;  i,  le  centre  d'homologie,  et  X  le  point  où  la  droite  icud  ren- 
contre le  plan  d'homologie;  on  aura,  suivant  le  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer, 

ta      >a 

-:—  :  — ;  =  const.  =  ii. 
iv!     Aa 

Cette  relation  prend  la  forme 


ta        ta  %X 


D^ou  Ton  tire  une  expression  très-simple  de  iV  en  fonction  de  i<x,  et  réci 
proquement. 
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Il  est  diverses  autres  expressions  qui  simplifient  encore  les  calculs;  mais 
nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  ces  détails. 

Les  bas-reliefs  étant  de  véritables  figures  honiologiques,  ainsi  que  Ta  fait 
voir  M.  Poncelet  *,  la  relation  générale  que  nous  venons  de  donner  sera 
utile  aussi  pour  leur  construction^  qui  pourra  se  faire ^  comme  dans  certaines 
pratiques  de  la  Perspective,  par  des  cotes  calculées  numériquement. 

Cette  relation  servira  aussi  pour  exprimer,  en  Géométrie  analytique,  la 
position  des  diiïérents  points  d'un  bas-relief,  ou  Féquation  de  sa  surface,  si 
le  modèle  est  lui-même  une  surface  exprimée  par  une  équation. 

Nous  reviendrons,  dans  un  autre  moment,  sur  la  construction  des  bas- 
reliefs;  et  nous  ferons  voir  qu'il  est  plusieurs  moyens  très-simples  de  la 
pratiquer.  On  peut,  par  exemple,  en  réduire  toutes  les  opérations  à  une 
seule  et  unique  perspective  du  modèle  proposé,  sur  un  plan.  Cette  manière, 
je  crois,  pourrait  être  agréée  des  artistes,  auxquels,  généralement,  les  pra- 
tiques de  la  perspective  sont  maintenant  familières  **. 

*  Voir  le  supplément  du  Traité  des  Propriétés  projectives. 

**  Cette  construction  des  bas- reliefs,  par  une  perspective  du  modèle  sur  un  plan,  est  facile  a 
concevoir.  Elle  repose  sur  ce  théorème  :  Étant  donné  un  corps  dans  l'espace;  si ,  de  sespoinift 
m,  m', ...,  on  abaisse  des  perpendiculaires  mp,  ra'p', sur  un  plan  P;  et  qu'on  fasse  la  per- 
spective du  corps  sur  un  plan  parallèle  à  ces  droites,  l'œil  étant  placé  en  un  lieu  quelconque  de 
l'espace;  puis ,  qu'on  abatte  ce  plan  sur  le  premier  P,  en  le  faisant  tourner  autour  de  leur  l'w- 
tvrsection  commune;  les  perpendiculaires  mp,  m'p', ....  seront,  en  perspective ,  des  droites  fin, 

pV parallèles  entre  elles.  Qu'on  relève  ces  droites,  en  les  faisant  tourner  autour  de  leurs 

pieds  n,  n'y ....,  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  perpendiculaires  au  plan  P  :  leurs  extrémités  m,  /ji',  ... 
formeront  un  corps  qui  sera  un  relief  du  corps  proposé. 

Pour  construire  un  relief  par  cette  méthode,  on  disposera  du  point  de  l'œil,  du  plan  de 
projection  et  du  plan  sur  lequel  on  fait  la  perspective,  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 
qu*on  veut  observer,  soit  dans  la  position,  soit  dans  les  proportions  du  relief  par  rapport  au 
modèle. 
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§  VIII.  Relations  descriptives  et  relations  métriques  de  deux  surfaces 
DU  second  degré,  inscrites  a  un  cône;  et  de  deux  coniques  quelconques, 
situées  dans  un  même  plan. 

31.  Soient  deux  surfaces  du  second  degré,  seniblables  et  semblablement 
placées:  on  sait  qu'elles  se  coupent  suivant  une  courbe  plane,  et  qu'elles 
ont  une  autre  courbe  d'intersection  (réelle  ou  imaginaire),  située  à  l'infini. 

Si  l'on  mène  quatre  plans  tangents  à  ces  surfaces,  parallèles  entre  eux, 
les  droites  qui  joindront  deux  à  deux  les  points  de  contact  sur  la  première 
surface  aux  points  de  contact  sur  la  seconde,  concourront  deux  à  deux  en 
deux  points  fixes  qui  seront  les  centres  de  similitude  des  deux  surfaces;  et 
ces  deux  points  seront  les  sommets  de  deux  cônes  (réels  ou  imaginaires) 
circonscrits  aux  deux  surfaces. 

Faisant  la  figure  corrélative,  on  aura  deux  surfaces  du  second  degré, 
qui  seront  inscrites  à  un  même  cône,  dont  le  sommet  correspondra  au 
plan  situé  à  l'infini,  sur  lequel  est  une  des  deux  courbes  d'intersection  des 
deux  premières  surfaces.  On  aura  donc  ce  théorème,  dont  la  dernière  partie 
se  démontre  absolument  comme  dans  le  théorème  précédent  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  inscrites  à  un  même  cône; 
si,  par  le  sommet  de  ce  cône,  on  tire  une  transversale  qui  les  rencontre  en 
quatre  points,  et  qu'on  mène  les  plans  tangents  à  ces  surfaces  en  ces  points; 
les  plans  tangents  à  la  première  couperont  les  plans  tangents  à  la  seconde 
suivant  quatre  droites  qui  seront,  deux  à  deux,  sur  deux  plans  fixes; 

L'intersection  des  deux  surfaces  se  composera  de  deux  courbes  planes 
(réelles  ou  imaginaires) ,  situées  dans  ces  deux  plans  ; 

Le  rapport  des  distances  du  sommet  du  cône  à  deux  points  pris  sur  les 
deux  surfaces,  en  ligne  droite  avec  ce  sommet,  est  au  rapport  des  distances 
de  ces  deux  points  au  plan  fixe  sur  lequel  se  coupent  les  deux  plans  tan- 
gents en  ces  points ,  dans  une  raison  constante. 

32.  La  dernière  partie  de  ce  théorème   donne  les  relations  métriques 
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qui  ont  lieu  entre  deux  surfaces  du  second  degré  qui  se  coupent  suivant  des 
courbes  planes. 

On  ne  connaissait  ces  relations  que  dans  deux  cas  particuliers  ;  celui  où 
les  deux  surfaces  sont  semblables  et  semblablement  placées^  et  celui  où  tes 
deux  surfaces  sont  inscrites  à  un  cylindre.  Ces  deux  cas  sont  des  corollaires 
du  théorème  général  que  nous  venons  d'énoncer. 

Il  est  clair  que  les  mêmes  relations  métriques  appartiennent  au  système 
de  deux  coniques  quelconques^  situées  dans  un  même  plan.  On  n'avait  con- 
sidéré, d'une  manière  générale,  que  les  rapports  de  situation  que  présente 
ce  système;  et,  quant  aux  relations  métriques  des  deux  courbes,  on  s'était 
borné,  je  crois,  à  quelques  relations  harmoniques,  qu'on  déduira  aisément 
de  la  relation  métrique  fondamentale,  comprise  dans  la  dernière  partie  du 
théorème  ci -dessus. 

Deux  surfaces  du  second  degré,  inscrites  à  un  même  cône,  ou  bien 
deux  coniques,  placées  d'une  manière  quelconque  dans  un  plan,  ont  entre 
elles  diverses  relations  métriques  remarquables,  dont  nous  parlerons  en  trai- 
tant spécialement  des  figures  homologiques,  dans  la  seconde  partie  de  cet 
écrit. 

§  IX.  Transformation  de  diverses  propriétés  des  diamètres  conjugués  des 

SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ.  THÉORIE  DES  AXES  CONJUGUÉS  RELATIFS  A  UN 

POINT. 

33.  Soit  une  surface  du  second  degré.  Menons  trois  diamètres  conju- 
gués, c'est-à-dire  tels,  que  les  plans  tangents  aux  extrémités  de  l'un  quel- 
conque d'entre  eux  soient  parallèles  au  plan  des  deux  autres;  faisons  la 
figure  corrélative  :  nous  aurons  une  surface  du  second  dogré  ;  un  plan  fixe 
correspondant  au  centre  de  la  proposée,  et  un  point  i  correspondant  à  Fin- 
fini  :  ce  point  sera  le  pôle  du  plan  (27).  Aux  trois  diamètres  conjugués^  cor- 
respondront trois  droites  situées  dans  le  plan  fixe;  aux  points  où  un  dia- 
mètre rencontre  la  première  surface  correspondront  les  plans  tangents  à  la 
seconde  surface,  menés  par  une  des  trois  droites;  et  les  points  de  contact 
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Ainsi  le  théorème  exprime  que  la  somme  des  carrés  des  trois  rapports^  tefs 
que  ^,  sera  constante. 

40.  Si  la  droite  oi  est  parallèle  au  plan  polaire  du  point  o,  tous  les  seg- 
ments «/seront  égaux^  comme  étant  infinis  et  comptés  sur  une  même  droite; 
on  en  conclut  ce  théorème  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré;  les  plans  tangents  à  la  surface,  menés  par  trois  des 
points  où  ces  axes  la  rencontrent,  feront,  sur  une  droite  menée  par  le 
point  fixe,  parallèlement  au  plan  polaire  de  ce  point,  trois  segments  dont  la 
sonune  des  valeurs  inverses  des  carrés  sera  constante,  quel  que  soit  le  sys- 
tème  des  trois  axes  conjugués. 

41.  Si  le  point  fixe  est  le  centre  de  la  surface,  les  trois  axes  seront  trois 
diamètres  conjugués  de  cette  surface;  le  plan  polaire  du  point  fixe  sera  à 
Tinfini,  et  aura  une  direction  indéterminée;  de  sorte  que  toute  droite,  menée 
par  le  point  fixe,  pourra  èlre  considérée  comme  parallèle  à  ce  plan.  On  con- 
clut donc,  du  dernier  théorème,  cette  propriété  des  diamètres  conjugués  : 

Les  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  menés  par  les  extré- 
mités de  trois  demi-diamètres  conjugués,  font,  sur  un  axe  fixe  mené  arbitrai^ 
rement  par  le  centre  de  la  surface,  trois  segments  dont  les  carrés  ont  la 
somme  de  leurs  valeurs  inverses,  constante. 


§  X.  Suite  du  précédent.  —  Propriétés  plus  générales  des  systèmes 

DE  trois  axes  conjugués  RELATIFS  A  UN  POINT. 

42.  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées,  des  six  extrémités  de  trois 
diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré,  sur  un  plan  fixe  mené 
arbitrairement  dans  lespace,  est  constante. 

On  en  conclut,  par  le  principe  du  numéro  (16),  que  : 

*S/  par  trois  droites,  prises  dans  un  plan  fixe,  de  manière  que  la  polaire 
de  chacune  d'elles ,  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  passe  par 
le  point  de  coticours  des  deux  autres,  on  mène  six  plam  tangents  à  la  sur^ 
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face;  ta  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  six  plans  à  un  point  fixe , 
pris  arbitrairement  dans  l* espace ,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des 
distances  de  ces  plans  au  pôle  du  plan  fixe,  est  constante. 

43.  Par  la  considération  des  axes  conjugués ,  on  donne  à  ce  théorème 
cet  autre  énoncé  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  secoM  degré;  les  six  plam  tangents  à  la  surface,  menés  par  les 
six  points  où  ces  trois  axes  la  rencontrent,  jouiront  de  cette  propriété ,  que 
la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  un  point  pris  arbitrairement  dans 
r espace ,  divisés  respectivement  par  les  carrés  de  leurs  distances  au  point 
fixe,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes  conjugués  menés 
par  ce  point. 

44.  Soient  o  le  point  par  lequel  sont  menés  les  trois  axes  conjugués^  et 
f  le  second  point  fixe  pris  arbitrairement  dans  Fespace;  soit  a  le  point  où 
Fun  des  six  plans  tangents  rencontre  la  droite  oi:  le  rapport  des  distances 
de  ce  plan,  aux  points  î,o  sera^.  On  aura  donc  six  rapports  semblables 
à  ^,  dont  la  somme  des  carrés  sera  constante. 

Ainsi 

at         6t 

;3^  -4-  —^  -4-  etc.  =  consl. 

ao        6o 

43.  Supposons  le  point  t  situé  à  Finfini  :  tous  les  segments  ai,  6i,  etc., 

seront  égaux ,  comme  infinis  et  comptés  sur  une  même  droite  ;  il  restera 

donc 

i       i 

^^  -♦-  :iï  -♦-  etc.  =  const. 

ao  €o 

Donc  :  Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport 
à  une  surface  du  second  degré ,  et  que,  par  les  points  oh  ils  rencontrent 
la  surface,  on  mène  les  six  plans  tangents;  ces  plans  feront  sur  une  droite 
fixe,  méfiée  arbitrairement  par  le  point  fixe  y  six  segments,  compris  entre 
ce  point  et  ces  plans  respectivement,  dont  les  carrés  auront  la  somme  de 
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Uur$  talewr$  in^ene».  emkêtmmht.  fuei  fmt  $oit  le  système  des  trois  axes 
CMJuffmes. 

46.  Sap|y>«ofB  qoe ,  par  k  pt>fQt  o^  oo  ah  mené  trois  droites  fixes  per- 
pendkuhirf^  eotre  elles;  oo  aara.  pour  chacane  d'elles^  une  équation  sem- 
blable a  la  préeédente  :  les  ajoatant  membre  à  membre^  et  observant  que 
la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  segments  qu'un  plan  quelconque 
fait  sur  trois  axes  rectan^laires  issus  d^on  même  points  est  égale  à  la  valeur 
inverse  du  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  plan ,  on  en  conclura  ce 
théorème  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  ufèe 
surface  du  second  degré,  et  que,  par  les  six  points  où  ils  percent  la  surface, 
on  mène  six  plans  tangents  à  cette  surface;  la  somme  des  valeurs  inverses 
des  carrés  des  distances  de  ces  six  plans  au  point  fixe  sera  constante,  quel 
que  soit  le  système  des  trois  axes  conjugués . 

47.  Si  Ton  suppose^  dans  le  théorème  exprimé  par  Féquation  du  nu- 
méro ii ,  que  le  premier  point  o  soit  situé  à  Finfini^  les  segments  ao,  l3o,  etc., 
seront  égaux ^  comme  infinis^  et  Ton  aura 

ôî  4-  6i  -4-  yi  -f-  etc.  a=  const. 

Celte  équation  exprime  que  : 

Si^  dans  un  plan  diamétral  d'une  surface  du  second  degré,  on  prend  trois 
droites ,  de  manière  que  la  polaire  de  chacune  d'elles  passe  par  le  point  de 
concours  des  deux  autres,  et  que,  par  ces  trois  droites,  on  méfie  six  plans 
tangents  à  la  surface;  la  somme  des  carrés  des  segments  compris  entre  un 
point  fixe  de  l'espace  et  ces  six  plans,  sur  une  droite  inenée  par  ce  point, 
parallèlement  au  diamètre  conjugué  au  plan  diamétral,  cette  somme,  dis-je, 
sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  droites  prises,  comme  il  est 
dit ,  dafis  le  plan  diamétral. 
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§  XI.  Autres  propriétés  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués  relatifs 
A  UN  POINT.  —  Réflexions  sur  les  méthodes  de  transformation. 


48.  Soient  trois  axes  rectangulaires  ox^  oy,  oz,  et  une  droite  quelconque 
om  menée  par  ie  point  o;  quc^  par  le  point  m  de  cette  droite^  on  mène  trois 
plans  respectivement  perpendiculaires  aux  trois  axes^  et  les  rencontrant  aux 
points  a[,  b[,  c[  ;  on  aura 

— t    — ,t    -p.t    — ^.t 

om  =  oa^  -+-  00,  h-  oci . 

Nous  pouvons  exprimer  ce  théorème  en  disant  que  la  somme  des  carrés  des 
trois  projections  de  la  droite  om,  sur  trois  axes  rectangulaires ,  est  constante, 
quelle  que  soit  la  position  de  ces  trois  axes.  Ainsi 

oa\  -4-  00,  -*-  oCi  =  const. 

Pour  transformer  ce  théorème,  concevons  une  sphère  qui  ait  pour  centre 
le  point  0  :  les  trois  axes  ox,  oy,  oz,  seront,  en  direction,  trois  demi-dia- 
mètres conjugués  de  cette  sphère.  Soient  a,,  6,,  c,,  les  points  où  ils  la  ren- 
contrent :  nous  pourrons  mettre  notre  équation  sous  la  forme 


oa\        oh\        oc\ 


i 


\'j ;  H ^  -4-       -^  =  const. 

Otti  ÔSi  OCi 

Faisons  la  figure  corrélative.  Nous  aurons  une  surface  du  second  degré; 
trois  droites  X,  Y,  Z,  comprises  dans  un  plan  0,  qui  seront  telles  que  la 
polaire  de  chacune  d'elles,  par  rapport  à  cette  surface,  passera  par  le  point 
de  concours  des  deux  autres.  Soient  X',  Y',  Z',  ces  trois  polaires  :  elles 
passeront  par  le  pôle  i  du  plan  0,  pris  par  rapport  à  la  surface ,  et  elles 
seront  trois  axes  conjugués,  relatifs  à  ce  point  i.  Ce  sont  les  droites  qui 
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correspondent  aux  trois  droites  situées  à  Finfini  dans  les  plans  yoZy  zoXy 
xoxfy  de  la  première  figure. 

Nous  aurons  encore^  dans  le  plan  0^  une  quatrième  droite  correspondant 
à  la  droite  om\  et^  si  Ton  mène  par  cette  droite  un  plan  transversal  M^  il 
correspondra  au  point  m. 

Aux  trois  plans  menés  par  ce  point  m ,  perpendiculairement  aux  trois 
axes  oXy  oy,  oZy  correspondront  les  trois  points  où  le  plan  M  rencontre  les 
trois  axes  conjugués  dont  nous  venons  de  parler. 

D'après  cela,  on  voit  aisément  que,  aux  quatre  points  o,  a(,  a^  et  Vinfini, 
situés  sur  Taxe  oxy  correspondront,  dans  la  nouvelle  figure,  quatre  plans 
passant  par  la  droite  X  :  le  premier  est  le  plan  0  ;  le  deuxième  passe  par 
le  point  où  le  plan  M  rencontre  Taxe  X',  polaire  de  la  droite  X;  le  troisième 
est  tangent  à  la  surface,  en  Fun  des  deux  points  où  cet  axe  la  rencontre; 
et  le  quatrième  passe  par  le  point  i. 

Le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  plans  est  égal  à  celui  des  quatre 
points  de  la  première  figure,  auxquels  ces  plans  correspondent,  lequel  est 
\  Exprimons  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  par  celui  des 
quatre  points  où  ils  rencontrent  Taxe  X'.  Soient  «,  a',  a,  les  trois  premiers 
de  ces  quatre  points,  dont  le  quatrième  est  i  :  on  aura 


oa 


oa\      tua!    ta' 
ooi       aa     ta 


Par  chacune  des  deux  autres  droites  Y',  Z',  passeront  pareillement  quatre 
plans,  qui  donneront  lieu  aux  équations 


06;       66' 
obi        66 

ib' 

oc        yc' 
oCi        yc 

te' 
te 

où  l'on  conçoit  parfaitement  les  points  représentés  par  les  lettres  S,  6,  6', 

y,  C,  C'. 
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On  aura  donc^  d'après  l'équation  (1)^  la  suivante^  qui  en  est  la  trans- 
formée ; 

faa'    ta'\«       /6fc'    ib'Y       IrC    icV 

—  :—    -^  br-T    ■*-    — •— )  =consl., 
na     lal        \66     to/         \yc     ici 

OU 


lia    la'V       lib     ibV       Ne    ic'V 

—  : —    -H    —  :77-J  -*-    — : —    =  consl. 
\aa    a' al        \66     />'6/         \cy    c'y} 


D'où  résulte  ce  théorème  : 

Etant  donnes  une  surface  du  second  degré  et  un  plan  transversal;  si, 
autour  d'un  point  i,  pris  arbitrairement,  on  fait  tourner  trois  axes  conju-- 
gués  par  rapport  à  la  surface ,  et  qu'on  désigne  par  a,  6,  y,  les  points  où 
ils  rencontrent  le  plan  polaire  du  point  i  ;  par  a,  b,  c,  trois  des  six  points 
on  ils  rencontrent  la  surface  ;  et  enfin  par  a',  b',  c',  l£S  trois  points  où  ils 
rencontrent  le  plan  transversal;  on  aura 

lia    ia'V      lib    ib'Y      lie     iV\* 
^   '  \aa    aW        \66    6'6/        Xey    c'y! 

quel  que  soit  le  système  des  trois  axes  conjugués  menés  par  le  point  i. 

49.  Ce  théorème  exprime  une  propriété  Irès-générale  des  systèmes  do 
trois  axes  conjugués  d'une  surface  du  second  degrés  relatifs  à  un  point. 

L'indétermination  de  position  du  plan  transversal  par  rapport  à  la  surface^ 
ou  de  la  surface  par  rapport  au  plan^  permet  de  faire  différentes  supposi- 
tions ^  qui  conduisent  à  quelques  théorèmes  assez  simples. 

Ainsi  y  en  supposant  le  plan  transversal  parallèle  au  plan  polaire  du  point 
fixe  iy  les  rapports 

la'         l6'        tV 
o'a        6'6       c'y 

seront  égaux  y  et  l'on  aura 


.-"     -./»     -^« 

ia        xb         xe 
oa         66        cy 


ce  qui  exprime  que  : 
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Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugtiés  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré;  la  somme  des  carrés  des  segments  compris  entre 
le  point  fixe  et  trois  des  points  où  les  trois  axes  rencontrent  la  surface, 
divisés  respectivement  par  les  carrés  des  segments  compris  entre  ces  trois 
points  et  le  plan  polaire  du  point  fixe  y  sera  constante,  quel  que  soit  le  sys- 
tème  des  trois  axes  conjugués. 

30.  Dans  Féquation  générale  (2)  y  qui  a  lieu  pour  une  position  arbitraire 
du  plan  transversal,  remplaçons  le  rapport;^  par  le  rapport  des  perpendi- 
culaires abaissées,  des  deux  points  a,  a',  sur  le  plan  0.  Soient  ap^  a'p'  ces 
perpendiculaires  :  le  premier  terme  de  Féquation  (2)  deviendra 


\av    api 


\ap 

Changeant  de  la  même  manière  les  deux  autres  termes ,  nous  aurons  Féqua- 
lion 

(^) ©'••  (^/ -"  ^^"  =  ^^"^^- 

tSI.  Maintenant,  c'est  un  théorème  de  géométrie  élémentaire,  très-facile 
i\  déinonlror  par  une  comparaison  de  triangles,  que  si  Ton  mène  par  le  point  t 
une  perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce  point  et  par  Fintersection  des 
pliius  M,  0  ;  que  cette  droite  rencontre  le  plan  M  au  point  d^,  et  que,  de  ce 
point  (/',  on  abaisse  une  perpendiculaire  d'  s'  sur  le  plan  0;  on  aura 


^TT  =  -r;  COS.  (o  irf  ). 

as        ap 


(]etlo  relation  a  lieu  quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite  ia'. 
D'après  cela,  Féquation  (3)  devient 


I  (rp)' "•■"■••■"■' **]^ (S)'- 


COIlSt. 
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OU;  eo  faisant  passer  le  facteur  ^^Vdans  le  second  membre^  et  le  compre- 
nant dans  la  constante  y 

lia  \» 

I — I  cos*.  (a'W)  -f-  etc.  =  const 

Cette  équation  exprime  une  propriété  générale  des  systèmes  de  trois  axes 
conjugués  d'une  surface  du  second  degré  ^  relatifs  à  un  même  point.  La 
direction  de  la  droite  id^,  dans  ce  théorème  ^  est  arbitraire  ^  puisque  le  plan 
transversal  M^  qu'elle  a  remplacé  y  était  lui-même  de  position  arbitraire. 

52.  Si  Ton  conçoit  deux  autres  droites  ^  menées  par  le  point  iy  on  aura 
deux  équations  semblables  à  la  précédente.  Et  si  Ton  suppose  ces  deux  nou- 
velles droites  et  la  première  ^  id*y  perpendiculaires  entre  elles^  on  aura^  en 
ajoutant  membre  à  membre  les  trois  équations  j 


ia        IB         %c 

37  H j  -4-  ^^=  const. 

ap        5ç        cr 


Celle-ci  exprime  ce  théorème  : 

5i;  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré,  et  que,  sur  chacun  d'eux ,  on  prenne  un  des  deux 
points  où  ils  percent  la  surface  ;  les  trois  points  pris  ainsi  jouiront  de 
cette  propriété,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  au  point  fixe , 
divisés  respectivement  par  les  carrés  de  leurs  distances  au  plan  polaire  du 
point  fixe,  sera  cmistante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes  con- 
jugués. 

S3.  Supposons  ;  dans  le  théorème  général  (48)^  que  le  plan  0  soit  à 
rinfini  :  le  point  i  sera  le  centre  de  la  surface;  les  trois  axes  conjugués  ia, 
ib,  ic  seront  trois  diamètres  conjugués;  les  rapports  ^,,  etc.;  seront  égaux 
à  FuDité;  et  Téquation  (2)  deviendra 

-r-«         -T-»         ^i 

ta         i6         te 

— r  H H :  =  const.  : 

77?         7Î7         7:7* 
ta         xo         xc 

ce  qui  prouve  que  : 

78 
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La  smnme  des  carrés  de  trois  demi-diamètres  conjugues  d'une  surface  du 
second  degré,  divisés  par  les  carrés  des  segments  faits,  sur  ces  diamètres, 
par  un  plan  transversal  fixe,  est  comtante. 

34.  Enfin  ^  dans  le  théorème  général  (48)^  supposons  que  la  surface  soit 
de  révolution^  et  ait  un  foyer  situé  au  point  i  :  le  plan  0^  qui  est  le  plan 
polaire  de  ce  point,  sera  le  plan  directeur  correspondant  à  ce  foyer,  et  les 
trois  axes  conjugués  ia,  ib,  te,  seront  rectangulaires;  de  plus,  les  trois  rap- 
ports ^,  etc.  (50),  seront  égaux  et  constants,  et  Téquation  (3)  se  réduira  à 


j^' 


an         b'q'        tr' 

— -  H H =  const. 

la  %b  te 

Celle-ci  signifie  que  : 

Etant  donnés  deux  plans  et  un  point  fixe  dans  l'espace;  si,  autour  de  ce 
point,  on  fait  tourner  trois  axes  rectangulaires^  qui  rencontreront  le  premier 
plan  en  trois  points  ;  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  trois  points 
au  second  plan ,  divisés  respectivement  par  les  carrés  de  leurs  distances  au 
point  fixe ,  sera  constante. 

Ce  théorème  peut  se  démontrer  directement  au  moyen  de  la  proposition 
exprimée  par  Féquation 

é  ==  ;^,  •  COS.  («'«') (51) 

as        ap 

53.  Il  est  curieux  de  voir  tant  de  théorèmes  différents ,  et  dont  plu- 
sieurs sont  des  propriétés  si  générales  des  surfaces  du  second  degré,  ré- 
sulter d'une  simple  proposition  de  Géométrie  élémentaire,  relative  aux  pro- 
jections d'une  ligne  droite  sur  trois  axes  rectangulaires.  Cet  exemple  sufiirait 
pour  montrer  Futilité  et  la  puissance  des  nouvelles  méthodes  de  transfor- 
mation. 

Ces  méthodes  nous  paraissent  répondre  parfaitement  à  cette  pensée  de 
M.  Poinsot  :  «  En  Géométrie,  comme  en  Algèbre,  la  plupart  des  idées  diffé- 
»  rentes  ne  sont  que  des  transformations  ;  les  plus  lumineuses  et  les  plus 
»  fécondes  sont  pour  nous  celles  qui  font  le  mieux  image,  et  que  Fesprit 
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»  combine  avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et  dans  le  calcul.  »  (  EU- 
ments  de  Statique,  6«  édition ,  p.  3S1,)  Ce  sont  ces  idées  les  plus  lumineuses 
et  les  plus  fécondes  que  les  méthodes  de  transformation  feront  découvrir  ^ 
soit  en  établissant  les  liens  cachés  qui  ont  lieu  entre  une  foule  de  propositions 
<]ui  semblaient  d^abord  isolées,  et  étrangères  les  unes  aux  autres^  soit  en 
"variant  très-diversement ,  par  des  procédés  certains ,  les  formes  d'une  idée 
primitive. 

Et  que  Ton  ne  croie  pas  que  cette  foule  de  théorèmes  divers ^  que  Ton  peut 
aujourd'hui  multiplier  indéfiniment  par  ces  méthodes  y  doivent  compliquer  la 
Céométrie^  et  en  rendre  Fétude  plus  longue  et  plus  pénible.  Toutes  ces  pro- 
jjositions^  nouvelles  ou  plus  générales  que  celles  que  Ton  connaissait  déjà^ 
£iuroDt^  au  contraire  ;  pour  effet  certain^  de  simplifier  cette  science  et  d'en 
étendre  les  doctrines. 

En  effets  d'une  part;  les  propositions  d'un  nouveau  genre  donneront  lieu 
à  des  théories  et  à  des  considérations  géométriques  nouvelles  ;  et;  d'autre 
I^art^  les  propositions  qui  rentreront  dans  des  théories  connues  forceront^  par 
leur  généralité;  d'élargir  les  bases  actuelles  de  ces  théories  ;  et  de  les  asseoir 
des  principes  susceptibles  de  déductions  plus  diverses  et  plus  générales, 
nous  considérons  les  méthodes  de  transformation  comme  des  moyens 
précieux  pour  la  découverte  de  théorèmes  nouveaux  ;  et  la  démonstration  de 
quelques  vérités  partielles;  mais,  quand  il  s'agit  de  vérités  appartenant  à  une 
théorie  déjà  formée ,  les  démonstrations  que  procurent  ces  méthodes  artifi- 
cielles ne  nous  paraissent  pas  complètement  satisfaisantes  :  cette  théorie  doit 
trouver  en  elle-même  les  ressources  nécessaires  pour  la  démonstration  directe 
des  vérités  qui  lui  appartiennent;  sans  qu'on  soit  obligé  de  s'appuyer  sur  les 
vérités  correspondantes;  dans  la  théorie  corrélative.  Ainsi;  par  exemple;  si 
Dous  faisions  entrer;  dans  un  Traité  des  surfaces  du  second  degré,  les  pro- 
priétés nouvelles  que  nous  avons  trouvées  dans  les  paragraphes  précédents; 
telles  que  celle  des  axes  conjugués  relatifs  à  un  point,  ce  serait  directement 
que  nous  démontrerions  ces  propriétés;  el  non  par  le  principe  de  dualité.  Ce 
sont  ces  démonstrations  directes  qui;  nécessairement;  amèneront  un  perfec- 
tionnement notable  dans  les  théories  géométriques. 
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Ainsi  j  ce  n'est  pas  seulement  sous  le  rapport  du  grand  nombre  de  propo- 
sitions que  Ton  introduira  dans  la  Géométrie^  que  nous  reconnaissons  une 
haute  utilité  aux  méthodes  de  transformation;  mais  c'est  aussi  parce  qu'il  en 
résultera  un  perfectionnement  certain  des  méthodes  et  des  théories^  et  que^ 
par  suite  ^  la  science  gagnera  en  étendue  et  en  facilité. 

Nous  pouvons  citer,  à  l'appui  de  ces  réflexions,  la  théorie  des  coniques. 
On  s'est  eiïrayé  parfois  du  nombre  prodigieux  de  propositions  dont  elle  s^est 
accrue  depuis  une  trentaine  d'années;  et  cela  a  détourné  peut-être  de  l'étude 
de  la  Géométrie;  cependant  les  personnes  qui  ont  suivi  ce  développement, 
penseront  certainement  qu'un  Traité  des  Coniques,  que  l'on  écrirait  aujour- 
d'hui, et  qui  embrasserait  toutes  ces  propositions  récentes  ainsi  que  toutes  tes 
anciennes,  serait  beaucoup  plus  facile,  plus  lumineux,  et  plus  court  en 
paroles,  en  même  temps  que  plus  étendu  en  doctrine,  que  le  grand  Traité 
d'Apollonius,  et  que  les  ouvrages  célèbres  de  La  Hire,  de  L'Hospital,  et  de 
R.  Simson. 


§  Xll.  Transformation  des  propriétés  du  centre  des  moyennes  distances 
d'un  système  de  points,  —  Centre  des  moyennes  harmoniques. 

56.  Soient  plusieurs  points  a,  6,  c,....  en  ligne  droite.  On  sait  qu'il 
existe,  sur  cette  droite,  un  certain  point  g  tel  que,  quel  que  soit  un  autre 
poin  m  pris  sur  cette  droite ,  on  aura  toujours  l'équation 

ma  -♦-  m6  -4-  me  -4-  •••  ssn.m^, 

OU 

ma      mb      me 


mg      mg      mg 


n; 


n  étant  le  nombre  des  points  a,  b,  c, 

L(^  point  g  est  appelé  le  centre  des  moyennes  distances  des   points 

'  Lu  Ihi^orli*  du  rentre  den  moyennes  distances  contient,  implicitement,  celle  du  centre  de 
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Faisons  la  figure  corrélative  :  nous  aurons  des  pians  A^  B^  G^....  G^  M 
passant  par  une  même  droite  ^  et  un  dernier  plan  I^  passant  aussi  par 
celte  droite^  et  correspondant  au  point  situé  à  Finfini  sur  la  droite  ma. 
L'équation  ci-dessus  donnera^  en  vertu  de  la  seconde  partie  du  principe  de 
corrélation  (13), 

siii.  M,  A    sin.  I,A       sin.  M,  B    sin.  I,B 

(i) : 1 : H  . . .  s=s  n ; 

sin.  M,  G    sin.  I,G       sin.  M,  G    sin.  I,G 

OU 

sin.  M,  A       sin.M,B  sin.  M,  G 

^  sin.  1,  A       sin.  I,  B  sin.  I,G 

Tirons  une  transversale  quelconque,  qui  rencontre  ces  plans  aux  points 
a,  jS,  y, ....  Oy  fiyi;  nous  aurons 


ucL    ta      sin.  M,  A    sin.  lA 
fxe    id       sin.  MG    sin.  IG 


et  par  conséquent 

(3) 


fAx       f*6       fiy 

fie 

1 \ H  ... 

=  n.  - 

Mt         i€         ly 

le 

Le  point  m  était  arbitraire  dans  Féquation  (1);  donc  le  plan  M ,  et  par 
suite,  le  point  fx  sont  aussi  arbitraires  dans  les  équations  (2)  et  (3);  pre- 
nons ce  point  fi  à  finfini  :  Féquation  (3)  deviendra 


W. 


i 

4 

4 

n 

— 

•♦- 

-4- 

— 

-4-  ••• 

— 

la 

i6 

ly 

tB 

Donc,  quelle  que  soit  la  transversale  menée  à  travers  les  plans  A,  B, 

gravité f  parce  que,  pour  passer  de  la  première  h  la  seconde,  il  suflit  de  supposer  que  plusieurs 
points  du  système  se  réunissent  en  un  seul.  On  introduit  de  la  sorte,  dans  l'dqualion  (|),  comme 
dans  toutes  celles  qui  se  rapportent  h  cette  théorie,  des  coedicients  dont  chacun  marque  le 
nombre  des  points  réunis  en  un  seul ,  et  peut  être  regarde  comme  la  masse  de  ce  point  unique. 
Ainsi  nous  pouvons,  pour  plus  de  simplicité,  ne  parler  que  du  centre  des  moyennes  distances, 
et  néanmoins  les  théorèmes  que  nous  obtiendrons  s*appliqueront  d'eux-mêmes  au  centre  de 
gravité  d'un  système  de  points  matériels. 
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Cy  ...y  G  et  I;  les  points  où  elle  percera  ces  plans  donneront  toujours  lieu  à 
cette  équation. 

Mac-Laurin  a  appelé,  dans  cette  équation,  la  distance  lO  la  moyenne  har-- 
monique  entre  les  distances  la^  t(3y  ty....  *;  et  M.  Poncelet  a  appelé  le  point  0 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  «,  ê,  y, ....  par  rapport  au 
point  i  **. 

57.  L'équation  (4)  exprime  donc  ce  théorème,  qui  est  le  corrélatif  de  la 
propriété  du  centre  des  moyennes  distances  d'un  système  de  points  situés  en 
ligne  droite,  exprimée  par  Téqualipn  (1)  : 

Etant  donnés  plusieurs  plans  A,  B,  C^ ....  et  un  dernier  plan  I,  passant 
tous  par  une  même  droite  ;  il  existera  toujours  un  certain  plan  G,  passant 
aussi  par  cette  droite,  et  jouissant  de  cette  propriété,  que,  si  l'on  mène  une 
transversale  quelconque,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
où  elle  percera  les  plans  A,  B,  C, ....  par  rapport  au  point  oii  elle  percera  le 
plan  I,  sera  toujours  dans  ce  plan  G. 

58.  Remarquons  que  si  la  transversale  était  menée  parallèlement  au 
plan  I,  on  aurait 


/6  /d 

•  »         ^  —  '  »  •  •  •  > 

tOL  l6 


et  Téquation  (2)  deviendrait 


/*«  -+-  fAê  -h  fiy  -4-  •••  =  n./u6. 

Ce  qui  prouve  que  le  point  6  est  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  «,  S,  y,  ....' 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que  le  plan  G  est  tel,  que  toute  transversale, 
parallèle  au  plan  I,  le  rencontre  en  un  point  qui  est  le  centre  des  moyennes 
distances  des  points  oit  cette  transversale  rencontre  les  plans  A,  B,  C, .... 

59.  La  position  du  point  0,  qui  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques 

§  28  de  son  Traité  des  propriétés  générales  des  courbes  géométriques. 
Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques ,  inséré  au  lomc  III  du  Journal  de 
Mathématiques,  de  M.  Crelle. 
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des  points  a,  S,  y^ ....  par  rapport  au  point  e^  est  déterminée  indifféremment 
par  Féquation  (4) ,  ou  par  réquation(3)^  qui  contient  un  point  arbitraire  //; 
de  sorte  que  ces  deux  équations  sont  identiques.  Cette  identité  résulte  de  la 
propriété  même  du  centre  des  moyennes  distances,  exprimée  par  Téqua- 
tion  (1),  où  le  point  m  est  indéterminé;  mais  on  peut  en  donner  une  dé- 
monstration directe,  très-facilement. 

D'abord  on  passera  de  Féquation  (3)  à  Téquation  (4)  en  remplaçant,  dans 
la  première,  jua  par  [u — <«,  [jlS  par  [xt — £;  et  ainsi  des  autres  segments. 

Réciproquement,  on  passera  de  Féquation  (4)  à  Féquation  (3)  en  prenant 
Féquation  identique 

la        i6        ly  iB 

— I-  -—H \-  '"  =  n.  — » 

ta        10         ly  iB 

et  la  retranchant  de  Féquation  (4),  après  avoir  multiplié  les  deux  membres 
de  celle-ci  par  [n  ;  car  il  en  résulte 

fit  —  ta        /xt — i6        fA* — ty                       f*'  —  '^ 
1 H H-  •  •  =  n  . 1 

ta  tt  ly  tB 

ou 

fjta        Ac6        fAy  p.0 

1 1 1-  •••  s=:  n.  —  • 

ta  t%  ty  tB 

Ainsi  Fidentité  des  équations  (3)  et  (4)  est  démontrée  directement.  Elle 
exprime  une  propriété  importante  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un 
système  de  points  situés  en  ligne  droite. 

60.  Maintenant,  si  nous  considérons  Féquation  (4),  non  plus  sous  le 
rapport  de  sa  signification  propre  dans  la  théorie  du  centre  des  moyennes 
harmoniques,  mais  comme  exprimant  une  relation  entre  cette  théorie  et 
celle  du  centre  des  moyennes  distances,  relation  fondée  sur  le  principe  de 
dualité ,  nous  aurons  ce  théorème ,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite  : 

«  Si  Fon  a  plusieurs  points  en  ligne  droite,  et  leur  centre  des  moyennes 
»  distances,  et  qu'on  fasse  la  figure  corrélative,  on  aura  des  plans  passant 
»  par  une  même  droite ,  dont  le  dernier,  qui  correspondra  au  centre  des 
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»  moyennes  distances ^  sera  tel^  que  si  Ton  tire  une  transversale  quelconque , 
»  le  point  où  elle  rencontrera  ce  dernier  plan  sera  le  centre  des  moyennes 
»  harmoniques  des  points  où  elle  percera  tous  les  autres  plans ^  par  rapport 
»  au  point  où  elle  percera  le  plan  correspondant  au  point  situé ^  à  l'infini^  sur 
»  la  droite  des  points  de  la  première  figure,  » 

61.  Considérons  plusieurs  points  en  ligne  droite  :  a^  b,  c, ...  et  leur  centre 
des  moyennes  harmoniques  g,  pris  par  rapport  à  un  point  o  de  cette  droite  ; 
nous  aurons 

I  1  n 

1 -l-     ...    =3    > 

oa  00  og 

OU 

og  og 

oa  00 

Faisons  la  figure  corrélative.  Nous  aurons  n  plans  A^  B^  C^....  un  plan  O^ 
et  un  dernier  plan  G^  plus  un  plan  I ,  correspondant  au  point  de  la  droite 
ab  situé  à  Tinfini  :  tous  ces  plans  passeront  par  une  même  droite.  Menous 
une  transversale  quelconque^  qui  rencontrera  ces  plans  aux  points  a,  6, 
yy ....  cj^  9et  <  :  d'après  la  seconde  partie  du  principe  de  dualité, 


»9      iO         6)6     f9 

—  :  —H :  — h  • 

•.  =  n; 

WL        lOL            Ci}6       /€ 

w 

ou 


1 i--"=w.—  ; 


OU ,  suivant  ce  qui  vient  d'être  démontré  ci-dessus , 


1      1 

n 

1 1- 

•  •  •   CSS»   ^"^* 

k-«       &€ 

^ 

Ce  qui  prouve  que  : 

«  Quand  on  a  plusieurs  points  en  ligne  droite  y  et  leur  centre  des  moyennes 
»  harmoniques^  par  rapport  à  un  point  de  cette  droite  ;  si  Ton  fait  la  flgure 
»)  corrélative,  on  aura  des  plans  passant  par  une  même  droite,  dont  Fa  vaut- 
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i>  dernier  sera  tel  que ^  si  Ton  mène  une  transversale  quelconque^  elle  ren- 
»  contrera  ces  plans  en  des  points  dont  Favant-dernier  sera  le  centre  des 
»  moyennes  harmoniques  des  premiers,  par  rapport  au  dernier.  » 

62.  Soient  des  points  a,  6,  c, ....,  placés  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace,  et  g  leur  centre  des  moyennes  distances;  la  propriété  de  ce  point 
est  que,  si  par  tous  ces  points  on  mène  des  plans  parallèles  entre  eux,  une 
transversale  quelconque  les  rencontrera  en  des  points  dont  le  dernier  sera  le 
centre  des  moyennes  distances  de  tous  les  autres. 

Faisons  la  figure  corrélative;  nous  aurons  des  plans  A,  B,  C,....,  placés 
d'une  manière  quelconque  dans  Fespaee,  et  un  dernier  plan  G,  correspondant 
au  centre  des  moyennes  distances  g.  Tous  les  plans  menés  parallèlement  entre 
eux,  par  les  points  a,  6,....  g^  donneront  lieu  à  des  points  situés  sur  les  plans 
A,  B, ....  G,  et  tous  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  i  qui  répond  à 
Tinfini  de  la  première  figure  ;  le  dernier  de  ces  points  sera  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  tous  les  autres,  par  rapport  au  point  i  (60).  On 
a  donc  ce  théorème  : 

Soient  plusieurs  plans,  placés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace; 
si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale,  et  qu'on  prenne 
sur  elle  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  où  elle  perce  les  plans, 
par  rapport  au  point  fixe,  ce  centre  aura  pour  lieu  géométrique  un  plan. 

M.  Poncelet  a  appelé  ce  plan,  dans  son  Mémoire  cité  ci-dessus,  le  plan  des 
moyennes  harmoniques,  relatif  au  point  fixe. 

Il  est  remarquable  que  ce  théorème  soit  précisément  le  corrélatif  de  la 
propriété  du  centre  des  moyennes  dislances  d'un  système  de  points. 

Mac-Laurin  a  démontré  ce  théorème  pour  le  cas  d'un  systèmç  de  lignes 
droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans  un  plan  *;  nous  le  reprodui- 
sons ici  pour  montrer  celte  relation  remar(|uable  qui  existe  entre  ce  théo- 
rème et  la  propriété  du  centre  des  moyennes  distances  d'un  système  de  points. 
On  n'aurait  pas  supposé,  a  priori,  des  rapports  aussi  directs  et  aussi  simples 
entre  deux  propositions  en  apparence  si  difl*érentes. 

*  De  linearxnn  geometrirarum  proprietatibas  trartatvsy  §  :26. 
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63.  En  appliquant  le  principe  de  dualité  au  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer^  on  parvient  immédiatement  au  suivant  : 

Quand  on  a  un  système  de  points  a,  b,  c, ....  dans  l'espace,  et  un  plan 
fixe  I;  si  par  une  droite ^  prise  arbitrairement  dans  ce  plan,  on  mène  des 
plans  passant  par  tous  ces  points;  puis  qu'on  tire  une  transversale  quel- 
conque^  et  que  Ion  prenne  sur  elle  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
points  où  elle  perce  ces  plans,  par  rapport  au  point  oh  elle  perce  le 
plan  I  ;  le  plan  mené  par  ce  centre  et  par  la  droite  prise  dans  le  plan  \,  pas- 
sera par  un  point  fixe,  quelle  que  soit  cette  droite. 

Ce  point  fixe  a  été  appelé,  par  M.  Poneelet,  le  centre  des  moyennes  har- 
moniques  des  points  a,b,Cy  ....,par  rapport  au  plan  1. 

Ce  théorème  est  une  généralisation  de  hi  propriété  du  centre  des 
moyennes  distances  d'un  système  de  points;  car  si  le  plan  I  est  à  Tinfini^ 
le  point  fixe  sera  précisément  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 

64.  Le  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points^  par 
rapport  à  un  plan,  jouit  de  diverses  aulres  propriétés,  que  nous  omettons  ici, 
parce  que  nous  reviendrons  sur  cette  théorie  dans  la  seconde  partie  de  cet 
écrit,  en  appliquant  le  principe  de  déformation  homographique. 


§  XIII.  Théorème  de  Newton,  sur  les  diamètres  des  courbes.  —  Propriétés 

NOUVELLES  DES  SURFACES  GÉOMÉTRIQUES. 

65.  Soit  une  surface  géométrique.  Si  Ton  tire  des  transversales  paral- 
lèles entre  elles,  et  qu'on  prenne  le  centre  des  moyeimes  distances  des  points 
où  chacune  d'elles  rencontre  la  surface,  le  lieu  géométrique  de  ces  centres 
sera  un  plan. 

Gela  est  une  conséquence  du  théorème  que  Newton  a  donné  sur  les  c/ia- 
mètres  des  courbes  géométriques^  au  commencement  de  son  Ênumératiam 
des  lignes  du  troisiè^ne  ordre. 

Faisons  la  figure  corrélative;  nous  aurons  une  nouvelle  surface  géomé- 
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trique  :  aux  transversales  correspondront  des  droites^  toutes  situées  dans  un 
même  plan,  qui  correspondra  au  point  de  concours  (situé  à  Tinfini)  des  trans- 
versales. D'après  ce  que  nous  avons  démontré  (60),  sur  la  transformation  de 
la  propriété  du  centre  dos  moyennes  distances  d'un  système  de  points  situés 
en  ligne  droite,  on  aura  ce  théorème  : 

Quand  on  a  une  surface  géométrique ,  et  un  plan  situé  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace  ;  si  par  une  droite,  prise  arbitrairement  dans  ce 
plan,  on  mène  les  plans  tangents  à  cette  surface;  puis,  qu'on  tire  une  trans- 
versale quelconque  et  qu'on  prenne  sur  elle  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques des  points  oii  elle  perce  tous  les  plans  tangents,  par  rapport  au 
point  où  elle  perce  le  plan  donné;  le  plan  mené  par  ce  centre  et  par  la 
droite  prise  dans  le  plan  donné,  passera  par  un  point  fixe,  quelle  que  soit 
celte  droite. 

66.  Si  la  surface  primitive  est  Tensemble  de  plusieurs  plans,  sa  trans- 
formée se  réduira  à  plusieurs  points  isolés,  et  le  théorème  exprimera  la  pro- 
priété du  centre  des  moyeimes  harmoniques  d'un  système  de  points,  déjà 
démontrée  ci-dessus  (63). 

67.  Si  par  les  points  où  une  des  transversales  T,  dans  la  première  figure, 
rencontre  la  surface,  on  mène  les  plans  tangents  à  cette  surface,  et  qu'on 
prenne  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  où  toute  autre  transver- 
sale rencontre  ces  plans  tangents,  ce  centre  sera  sur  le  plan  P,  lieu  géomé- 
trique des  centres  relatifs  à  la  surface.  (]ar  ce  point  sera  sur  un  plan  fixe  P', 
parce  que  les  plans  tangents  forment  une  surface  géométrique;  mais  quand 
la  transversale  sera  infiniment  voisine  de  la  première  T,  les  points  où  elle 
percera  la  surface  se  confondront  avec  les  points  où  elle  percera  les  plans 
tangents;  les  deux  plans  P,  P',  auront  donc  plusieurs  points  communs,  et  se 
confondront. 

Faisant  la  figure  corrélative,  on  conclut  aisément  de  là,  d'après  le  théo- 
rème (66),  ce  nouveau  théorème  : 

Quand  on  a  une  surface  géométrique  et  un  plan  fixe  situé  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace;  si  par  une  droite,  prise  arbitrairement  dans  ce 
plan,  on  mène  les  plans  tangents  à  la  surface;  le  centre  des  moyennes  har-- 
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moniqnes  de  leurs  points  de  contact  avec  la  surface^  relatif  au  plan  fixe, 
sera  toujours  le  même  point  de  l'espace,  quelle  que  soit  la  droite  prise  datis 
ce  plan. 

68.  Si  le  plan  fixe  est  à  Tinfini,  on  conclut  de  ce  théorème  cette  autre 
propriété  singulière  des  surfaces  géométriques  : 

Etant  donnée  une  surface  géométrique;  si  on  lui  mène  ses  plans  tangents 
parallèles  à  un  même  plan,  leurs  points  de  contact  avec  la  surface  auront 
pour  centre  des  moyennes  distances  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la  direction 
commune  des  plans  tangents. 

69.  Les  propriétés  générales  des  surfaces  géométriques,  que  nous  venons 
de  démontrer,  ont  lieu,  bien  entendu,  pour  les  courbes  planes;  et  elles  s'ap- 
pliquent aussi  aux  courbes  à  double  courbure;  car,  dans  les  théorèmes  connus 
d'où  nous  les  avons  déduites,  par  notre  principe  de  transformation,  la  surface 
proposée  pouvait  être  développable  et  donner,  pour  transformée,  une  courbe  à 
double  courbure  (17). 

70.  Ces  théorèmes,  combinés  entre  eux,  et  appliqués  à  des  systèmes  de 
cônes  et  de  cylindres  circonscrits  à  une  surface  géométi'iqne,  ou  passant  par 
une  même  courbe  à  double  courbure,  conduisent  à  plusieurs  autres  théo- 
rèmes curieux,  qui  sont  une  généralisation  des  propriétés  des  cônes  circon- 
scrits à  une[^surface  du  second  degré,  et  ayant  leurs  sommets  sur  une  droite 
ou  sur  un  plan. 

Il  ne  peut  entrer  dans  Tobjet  de  cet  écrit  de  nous  étendre  davantage  sur 
ce  genre  tout  nouveau  de  propriétés  générales  des  surfaces  et  des  courbes 
géométriques.  Nous  en  avons  fait  d'ailleurs  l'objet  d'un  Mémoire  spécial, 
inséré  dans  la  Correspondance  mathématique  de  M.  Quetelet.  (Voir  le 
second  Mémoire  sur  la  transformation  parabolique  des  relations  métriques 
des  figures;  Correspondance,  t.  VI.) 

Nous  donnerons,  dans  la  seconde  partie  de  cet  écrit,  quelques  autres  pro- 
priétés des  courbes  et  des  surfaces  géométriques,  qui  appartiennent  à  la  même 
théorie. 
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§  XIV.  Propriété  du  quadrilatère  gauche;  double  génération  de 
l'hyperboloïde  a  une  nappe,  par  une  ligne  droite  mobile. 

71.  Soit  un  quadrilatère  gauche  aa^b'b.  On  sait  que  si  Ton  mène  une 
droite  mm'  qui  divise  les  côtés  opposés  ab,  a'b'y  proportionnellement,  c'est- 
à-dire  de  manière  qu'on  ait 


(0. 


«m       a'ni 


bm       b'm' 


l""  La  droite  mm'  sera  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés 
aa'y  bb; 

2**  Cette  droile  rencontrera  toute  droite,  telle  que  nn'y  qui  s'appuie  sur 
les  côtés  aa',bb'y  et  qui  est  parallèle  au  même  plan  que  les  deux  côtés  a6,  a'b\ 
(Géométrie  de  Legendre,  o®  livre.) 

Faisons  la  figure  corrélative.  Nous  aurons  un  second  quadrilatère  gauche 
(xJS&y  dont  les  plans  des  angles  a,  a',  f ,  6',  que  nous  désignons  par  A,  A',  B,  B', 
correspondent  respectivement  aux  sommets  a,  a',  6,  6'  du  premier.  Aux 
points  m,  m'  correspondront,  dans  la  nouvelle  figure,  deux  plans  M,  M'  pas- 
sant respectivement  par  les  deux  côtés  «S,  «'S';  et,  aux  points  ??,  w',  corres- 
pondront deux  plans,  passant  respectivement  par  les  côtés  olJ  y  S&. 

Soient  I,  V  les  deux  plans  qui  correspondent  aux  points  situés  à  Tintini 
sur  les  côtés  ab^  a'b'  ;  ces  plans  passeront  par  les  côtés  «6,  «'S",  respective- 
ment; et  Ton  aura 

sin.  M,A     sin.  I,  A        ma 


sin.  M,  B     sin.  I,  B        mb 

sin.  M',A'    sin.r,  A'       m'a' 
sin.  M',  B'  '  sin.  I',  B'  "  m'b'  ' 

On  a  donc,  d'après  l'équation  (1)  : 

.,,  sin.  M,  A    sin.  I,A       sin.  M',  A'    sin.  F,  A' 
sin.  M,  B  '  sin.  I,  B  ~"  sin.  M',  B'  '  sin.  r,B' 
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Cest-à-dire  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  A ^  B^  1/  M,  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  A'^  B'^  I'^  M'. 

Les  droites  lia',  bb',  mm\  étant  parallèles  à  un  même  plan,  on  peut  les 
considérer  comme  s  appuyant  sur  une  même  droite  située  à  Tinfini;  le^ 
droites  qui  leur  correspondent,  dans  la  nouvelle  figure,  s'appuieront  donc 
aussi  sur  une  même  droite;  et  cette  droite  rencontrera  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  I,  I',  puisque  celle-ci  correspond  aussi  à  une  droite  située  à 
riniini,  et  que  toutes  les  droites  à  Finfini  sont  considérées  comme  étant  dans 
un  même  plan. 

Enfin,  la  droite  iiii'  étant  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  côtés  ab^  a'b', 
ces  trois  dn>ites  peuvent  être  considérées  comme  s'appuyant  sur  une  même 
droite  située  à  Finfini;  à  cette  droite  située  a  Pinfini  correspond  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans  1,1';  à  la  droite  lui'  correspondra  donc  une 
droite  quelcimque,  s^ippuyant  :  l""  sur  la  droile  d'intersection  des  plans 
A.  A*;  i^  sur  la  dn>ite  d'intersection  des  plans  B,  B';  3*"  sur  la  droite 
d^interstHiion  des  plans  1,1'. 

IV  là  on  conclut  ce  théorème  : 

Kuml  iUmnès  trihis  plans  A,  B,  I,  passant  par  une  droile ,  et  trois  autres 
pians  i/HeliVHijHes  A\  B',  I',  passant  par  une  seconde  droite;  si  autour  d£ 
trs  itvnx  iinntes  on  fait  tourner  des  plans  M,  M',  de  manière  que  le  rap- 
fH^rl  anhanêunuifuc  des  quatre  plans  A,  B,  I,  M  soit  égal  au  rapport  an/iar- 
moniqut  drs  quatre  autres  plans  A',  B',  I',  M';  la  droite  d'intersection  des 
di'ux  plans  M%  M'  s  appuiera,  dans  toutes  ses  positions,  sur  toute  transver- 
sale qui  s  appuierait  sur  les  trois  droites  d'intersection  des  plans  k,  B,  I,  par 
tes  plans  W  U\  T,  respectivement. 

tîolu  piHune  que  la  droite  d'intersection  des  plans  M,  M  engendre 
un  lixporholoïde  à  une  nappe;  et,  comme  la  transversale  sur  laquelle 
collo  dhMto  s  appuie  dans  toutes  ses  posilions  est  indéterminée,  on 
ou  conclut  «ussi   la  double  génération   de   cette  surface  par  une   ligne 

dioito« 

(le  llHHUH^mo  corn^spond  à  celui  que  nous  avons  appelé,  dans  la  Géo- 

niOtrlo  phme,  propriété  anharmojiique  des  points  d'une  conique  (voir  la 
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Note  XV).  II  nous  sera  très-utile  dans  la  théorie  des  surfaces  du  second 
degré. 

72.  Remarquons  que  Péquation  (2)  donne 

sin.  M,  A    sin.  M',  A'       sin.l,  A    sin.  r,A' 
• , — • —  const 

sin.  M,  B  '  sin.  M\  W       sin.  I,  B  *  sin.  T,  B' 

^!°'  ^'  ^  est  égal  au  rapport  des  distances  d'un  point  du  plan  M  aux 
plans  A^  B.  Prenons  ce  point  sur  la  droite  d'intersection  des  plans 
M,  M'.  Le  rapport  des  distances  du  même  point,  aux  deux  plans  A,  B',  est 
égal  à  slu  m/'ij.  •  Ce  rapport  est  donc  au  premier  dans  une  raison  constante; 
par  conséquent  : 

Si  l'on  demande  un  point  dont  le  rapport  des  dislances  à  deux  plans 
donnés^  soit  au  rapport  de  ses  distances  à  deux  autres  plans,  dans  une 
raison  constante  y  le  lieu  géométrique  de  ce  point  sera  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

Cela  est  encore  un  exemple,  assez  remarquable,  qui  montre  la  possibilité 
de  tirer,  par  nos  méthodes  de  transformation,  d'un  simple  théorème  de  Géo- 
métrie élémentaire,  des  propriétés  générales  des  surfaces  du  second  degré. 


§  XV.  Transformation  des  propriétés  générales  des  surfaces  géométriques 

RAPPORTÉES  A  TROIS  AXES  COORDONNÉS. 

73.  Soient  une  surface  géométrique  du  degré  w,  et  trois  axes  coordonnés 
oXy  oy,  oz.  Que,  par  chaque  point  de  la  surface  on  mène  trois  plans  parallèles, 
respectivement,  aux  trois  plans  coordonnés  :  les  segments  ox',  oy',  oz',  que 
ces  plans  formeront  sur  ces  axes,  auront  entre  eux  une  relation  constante, 
du  degré  m,  quel  que  soit  le  point  de  la  surface;  cette  relation,  que  nous  re- 
présentons par 

(i) F{ox',oy,  oz')=0, 

est  Téquation  de  la  surface. 
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Formons  la  figure  corrélative;  nous  aurons  une  surface  géométrique ^  à 
laquelle  on  pourra  mener^  par  une  droite  quelconque  ^  m  plans  tangents 
(réels  ou  imaginaires);  et  trois  droites  situées  dans  un  même  plan  0  :  les 
sommets  Â^  B^  C^  du  triangle  formé  par  ces  droites^  correspondront  aux 
plans  coordonnés  yzy  zx  et  xy]  de  sorte  que  les  droites  BG^  CA^  AB^ 
correspondront  respectivement  aux  axes  ox^  oy,  oz.  Aux  trois  plans 
menés  par  un  point  de  la  première  surface^  parallèlement  aux  trois  plans 
coordonnés,  correspondront  les  trois  points  ^\  y\  C'^  où  un  plan  tangent  à  la 
nouvelle  surface  rencontrera  les  trois  droites  fixes  menées,  des  trois  sommets 
du  triangle,  au  point  i,  qui  correspond  à  Finfini  de  la  première  figure.  Aux 
points  x\  y' y  z\  correspondront  les  trois  plans  menés  par  les  Irois  côtés  du 
triangle  et  par  les  trois  points  où  le  plan  tangent  rencontre  les  trois  droites 
issues  du  point  i  ;  soient  X^  Y',  Z'  ces  plans. 

Prenons,  sur  les  axes  ox,  oy^  oz^  trois  points  fixes  c,  e,  f\  et  soient  D, 
Ë,  F,  les  plans  correspondants,  lesquels  passent  par  les  côtés  du  triangle 
ABC  :  les  plans  tBC,  tAC,  tAB  correspondront  aux  trois  points  situés,  à 
Tinfini,  sur  les  axes  ox,  oy,  oz.  On  aura  donc 

ox'       sin.  0,  X'    sÎD.  t'BC,  X' 
od       sin.  0,  D  '  sin.  t'BC,  D 

oy        sin.O,Y'    sin.iCA,Y' 
ot        sin.  0,  E     sin.tCAjE 

oz  __  sin.  0,Z'     sin.  tAB,  Z^ 
of       sin.  0,  F   '  sin.  lAB,  F 

Solonl  cJ;  *,  y,  les  points  où  les  plans  D,  E,  F  rencontrent,  respectivement. 
Ion  iixo»  iA,  iH»  iC;  le  second  membre  de  la  première  de  ces  trois  équations 
Morii  t^giil  à 

A<?  '  i^  ' 

On  iiurii  ilono 

"od  '^  A^  '  i\r  ' 
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d'où 

,       /Aê'    A<f\ 
ox  =  I  —  :  —  1  •  od. 

\tr    al 

Od  a,  semblablement  : 

oy  =(77:— |oe. 

\|y       u/ 

Mettant  ces  valeurs,  à  la  place  de  ox',  oy',  oz',  dans  Téquation  (1)  de  la 
surface  proposée,  on  aura  une  équation  où  les  trois  rapports 

Af       Bv'       C£ 


qui  déterminent  la  position  de  chaque  plan  tangent  à  la  nouvelle  surface, 
entreront  au  degré  m.  Cette  équation  ne  contiendra  pas  d'autres  variables 
que  ces  trois  rapports;  car  Ac^,  ?c?,  orf,  etc.,  sont  des  constantes.  Gomme  Ton 
peut  comprendre  ces  constantes  dans  les  coefficients  de  Féquation ,  on  a 
cette  propriété  générale  des  surfaces  géométriques  : 

Etant  donnes  une  surface  géométrique,  et  un  tétraèdre  situé  d'une  manière 
quelconque  dans  l'' espace;  chaque  plan  langent  à  la  surface  fera  deux  seg- 
ments  sur  chacune  des  trois  arêtes  aboutissant  au  sommet  du  tétraèdre;  si 
Pan  forme  les  rapports  des  trois  segments  situés  du  côté  de  la  base  aux  trois 
autres  respectivement,  ces  trois  rapports  auront  entre  eux  une  relation  con" 
stante,  d'un  degré  égal  au  nombre  des  plans  tangents  qu'on  pourra  mener 
à  la  surface  par  une  même  droite. 

Et,  réciproquement  : 

Si,  ayant  un  tétraèdre,  on  mène  un  plan  de  manière  que,  si  l'on  forme  le 
rapport  des  segments  qu'il  fera  sur  chaque  arête  aboutissam  au  sommet  du 
tétraèdre  (le  segment  situé  du  côté  de  la  base  du  tétraèdre  étant  pris  pour 
numérateur  dafis  ce  rapport),  les  trois  rapports  ainsi  faits  aient  entre  eux 

80 
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une  relation  constante,  du  degré  m,  le  plan  enveloppera  une  surface  à  laquelle 
on  pourra  mener  m  plans  tangents  par  une  même  droite. 

74.  Donc^  si  la  relation  est  du  premier  degré ^  le  plan  tournera  autour  d^un 
point  fixe  ; 

Si  la  relation  est  du  second  degré  ^  le  plan  enveloppera  une  surface  du 
second  degré.  D'où  Ton  peut  conclure  différentes  propriétés  des  surfaces  du 
second  degré. 

75.  Nous  avons  trouvé 

Si  le  point  /  est  à  Pinfîni^  on  aura  seulement 

od 

A<r 
et,  de  même  : 

oe 
ot/'  =  B/ .      ■> 

of 

Cv 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  et  comprenant  les  constantes 

od    oe     of 

Ti  S'  c^' 
dans  les  coeflRcients  de  l'équation,  on  aura  une  équation 

qui  sera  du  degré  m  par  rapport  aux  variables  A^',  Bv',  Cç'.  Donc  : 

Si  l'on  a  une  surface  géométrique,  et  que,  par  trois  points  fixes,  on  mène 
trois  axes  parallèles  entre  eux;  chaque  plan  tangent  à  la  surface  coupera  ces 
axes  en  trois  points  dont  les  distances,  aux  trois  points  fixes  respectivemetit. 
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auront  mire  elles  une  relation  constante,  d'un  degré  égal  au  nombre  des  plans 
tangents  qu'on  peut  mener  à  la  surface  par  une  même  droite. 
Et  réciproquement. 

76.  Donc  :  Si  l'on  a  dans  l'espace  trois  droites  parallèles  entre  elles,  sur 
lesquelles  sont  pris  trois  points  fixes  ^  et  qu'on  porte  sur  ces  droites  y  à  partir 
de  ces  trois  points  fixes ,  trois  segments  qui  aient  entre  eux  une  relation  con- 
stante, du  premier  degré;  le  plan  déterminé  par  les  extrémités  de  ces  seg- 
ments  passera ,  dans  toutes  ses  positions,  par  un  point  fixe. 

77.  Reprenons  l'expression  de  ox'  : 


Supposons  les  (rois  points  Â^  B^  C,  à  Pinfini;  il  viendra 


et^  pareillement: 

I 


01/  =T-r-  iS'Oe, 


Mettant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1),  et  faisant  entrer  les  constantes  dans 
les  coefficients  ;  on  aura  une  équation 


.1      *      *  . 

F    —,  —,  —   =.  0, 
^ik'     iV     il'' 


OÙ  les  variables 


•et  •     '  'v 


<V       »y       »Ç 

entreront  au  degré  m. 
Ainsi 
Quand  on  a  une  surface  géométrique  ;  si,  par  un  point,  l'on  tire  trois  axes 
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fixes  quelcœiques;  chaque  plan  tangent  à  la  surface  les  rencontrera  en  trois 
points,  dont  les  distances  au  point  fixe  auront ,  entre  leurs  valeurs  inverses, 
une  relation  constante ,  d'un  degré  égal  au  nombre  de  plans  tangents  qu'on 
pourra  mener  à  la  surface,  par  une  même  droite. 
Et  réciproquement. 

78.  Donc  :  Si  ton  prend,  sur  les  arêtes  d'un  angle  trièdre,  trois  points 
dont  les  distances  au  sommet  de  l'angle  aient  entre  leurs  valeurs  inverses  une 
relation  constante,  du  premier  degré  ;  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points 
passera,  dans  toutes  ses  positions ,  par  un  point  fixe. 

79.  Concevons  le  tétraèdre  lABC,  et  le  plan  qui  coupe  ses  trois  arêtes 
lA,  ?B,  iC,  aux  points  f',  v',  ç';  soient/?,  />',  /?",  /s'",  les  distances  de  ce  plan 
aux  quatre  sommets  i,  A,  B,  G;  nous  aurons 

9^_^       p[[__B/       r^_f^ 

On  aura  donc,  d'après  le  théorème  (73),  une  relation 


P       P        P  / 


f       P        P 

OÙ  les  trois  rapports  entreront  au  degré  m.  Si  Ton  multiplie  tous  les  termes 
par  /d"*,  on  aura  une  équation  homogène,  du  degré  m,  entre  les  quatre  dis- 
tances /O,  p'y  /o",  /)'". 

Donc 

Dans  toute  surface  géométrique,  les  distances  de  chacun  de  ses  plans  tan- 
gents,  à  quatre  points  fixes,  pris  arbitrairement  dans  r espace,  ont  toujours 
entre  elles  une  relation  homogène,  d'un  degré  égal  au  nombre  des  plans 
tangents  Çréels  ou  imaginaires)  qu'on  peut  mener  à  la  surface,  par  une 
même  droite. 

Et,  réciproquement  : 

Quand  les  distances  d'un  plan  mobile,  à  quatre  points  fixes,  ont  entre 
elles  une  relation  homogène,  du  degré  m;  ce  plan  enveloppe  une  surface 
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courbe,  à  laqwlle  on  peut  meney*,  par  une  même  droite  quelconque,  m  pla^is 
tangents  (réels  ou  imaginaires)  *. 

80.  Ainsi ^  si  Ton  demande  un  plan  tel,  que  ses  distances  à  quatre  points 
fixes,  multipliées  respectivement  par  des  constantes,  aient  leur  somme  égale 
à  zéro,  une  infinité  de  plans  satisfont  à  la  question,  et  tous  ces  plans  passe- 
ront par  un  même  point.  En  effet,  on  sait  que  ce  point  serait  le  centre  de 
gravité  des  quatre  points  fixes,  s'ils  avaient  des  masses  proportionnelles  aux 
constantes  qui  multiplient  les  distances  du  plan  mobile  à  ces  points. 


§  XVI.  Nouvelle  méthode  de  géométrie  analytique. 

81 .  Les  théorèmes  précédents  offrent  une  manière  de  déterminer,  par  une 
équation  entre  trois  variables,  lousles  plans  tangents  à  une  surface  courbe, 
analogue  à  la  méthode  par  laquelle  on  détermine,  en  Géométrie  analytique, 
par  une  équation  entre  trois  variables,  tous  les  points  d'une  surface. 

On  prendra  arbitrairement  dans  Tespace  un  tétraèdre  ^ABG.  Un  plan  ren- 
contrera les  trois  arêtes  lA,  iB,  iC,  en  trois  points  |,  y,  (,  qu'il  suffira  de 
connaitre  pour  que  le  plan  soit  déterminé.  On  déterminera  ces  points  eux- 
mêmes  par  les  rapports 

Aç     By     ce 

1*5         iv        tÇ 

qu'on  pourra  appeler  les  coordonnées  du  plan,  et  que  nous  représente- 

*  Ce  thëorèmc  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  points  fixes;  c*est4-dirc  que  : 
Étant  donnés  plusieurs  points  fixes  dans  l'espace  ;  si  Von  mène  vn  plan  de  manière  que  ses 
distances  à  ces  points  aient  entre  elles  une  relation  homogène  constante,  du  degré  m  ;  ce  plan 
enveloppera,  dans  toutes  ses  positions,  une  surface  géométrique,  à  laquelle  on  pourra  mener  m 
plans  tangents  par  une  même  droite. 

Ce  théorème  se  conclut,  par  le  principe  de  dualité,  de  cette  autre  proposition,  dont  In  démon- 
stration résulte  des  premiers  principes  de  la  Géométrie  analytique,  savoir  :  Le  lieu  d'un  point 
dont  les  distances  à  plusieurs  plans  fixes  ont  entre  elles  une  relation  constante,  du  degré  m , 
est  une  surface  géométrique,  qu'une  droite  quelconque  rencontre  en  m  points  (réels  ou  imagi- 
naires). 
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rons  par  x^  y,  z.  Chaque  système  de  valeurs  de  ces  trois  coordonnées 
donnera  un  plan.  Donc  une  équation  entre  ces  trois  coordonnées  repré- 
sentera une  infinité  de  plans,  lous  assujettis  à  une  certaine  loi  exprimée 
par  cette  équation,  et  qui,  par  conséquent,  envelopperont  une  certaine  sur- 
face. 

Il  résulte,  du  théorème  (73),  qu'une  équation  F  (a?,  y,  ^)=0,  où  les  varia- 
bles a?,  y  y  Zy  n'entrent  qu'au  premier  degré,  représente  un  point;  c'est-à-dire 
que  tous  les  plans  déterminés  par  cette  équation  passeront  par  un  même 
point;  qu'une  équation  du  second  degré  représente  une  surface  du  second 
degré;  et,  en  général,  qu'une  équation  du  degré  m  représente  une  surface  à 
laquelle  on  peut  mener  m  plans  tangents  par  une  même  droite. 

82.  Deux  équations  qui  devront  avoir  lieu  en  même  temps,  détermineront 
les  plans  tangents  communs  aux  deux  surfaces  que  ces  équations  représen- 
tent individuellement  :  ces  deux  équations  représenteront  donc  la  surface 
développable  circonscrite  à  ces  deux  surfaces. 

Pareillement,  trois  équations  donneront  les  plans  tangents  communs  aux 
trois  surfaces  représentées  par  ces  équations. 

Il  suit  de  là  que,  quand  trois  surfaces  seront  inscrites  à  la  même  dévelop- 
pable, les  équations  de  deux  d'entre  elles  devront  rendre  identique  l'équation 
de  la  troisième. 

Si  l'on  a  deux  surfaces  du  second  degré,  représentées  par  les  équations 
F  =  0,  /*=  0;  toute  autre  surface  du  second  degré,  inscrite  à  la  déve- 
loppable circonscrite  aux  deux  premières,  aura  son  équation  de  la  forme 
F  +  >^  /^  0,  l  étant  une  constante. 

83.  Chaque  plan  tangent  à  une  surface  la  touche  en  un  point  qu'on  déter- 
minera par  une  formule  semblable  à  l'équation  du  plan  tangent  à  une  sur- 
face, dans  le  système  de  coordonnées  en  usage. 

Ainsi,  soient  F(a?,^,  z)  =  0  l'équation  de  la  surface;  a?',  y',  z',  les  coor- 
données  de  son  plan  tangent  :  l'équation  du  point  de  contact  sera 
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84.  Si  Ton  veut  avoir  Tintersection  de  la  surface  par  un  plan,  on  indi- 
quera que  le  point  dont  nous  venons  de  donner  Féquation  doit  être  sur  ce 
plan.  Soient  a,  6,  7,  les  coordonnées  de  ce  plan  :  on  aura  Féquation  de  con- 
dition 

__(._.'). _(e-./)-._.(._z')  =  o. 

Cette  équation  représente  une  surface  dont  les  coordonnées  courantes  sont 
^'}  y\  ^'*  Cette  surface  est  telle  que  les  plans  tangents  à  la  surface  proposée, 
en  ses  points  d^intersection  par  le  plan  (a,  S,  7),  lui  sont  aussi  tangents.  Donc 
cette  équation,  et  Téquation  F(ir',  ;/',  z')  =  0  de  la  surface  proposée,  repré- 
sentent une  développable  circonscrite  à  celle-ci  suivant  sa  courbe  d'intersec- 
tion par  le  plan  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  y.  Ainsi  cette  courbe  d'inter- 
section est  déterminée. 

85.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  analogies,  qui  suffisent  pour 
faire  voir  le  mécanisme  de  ce  nouveau  système,  et  à  quel  genre  de  questions 
il  conviendra  particulièrement.  Mais  Ton  conçoit  que,  pour  remployer  avec 
avantage,  il  est  nécessaire  de  le  présenter  directement  et  d'une  manière  élé- 
mentaire, pour  connaître  la  signification  des  coefficients  de  certaines  équa- 
tions qui  se  représenteront  toujours,  telles  que  celles  du  point  et  d^  la  ligne 
droite.  La  méthode  par  laquelle  nous  venons  d'exposer  les  propriétés  princi- 
pales de  ce  système  ne  suffit  pas  pour  donner  les  expressions  géométriques 
de  ces  coefficients,  parce  qu'ils  renferment  les  segments  orf,  oe,  ofy  (73),  qui 
appartiennent  à  l'ancien  système.  Nous  reviendrons  donc  sur  cette  nouvelle 

*  méthode  de  Géométrie  analytique,  pour  l'exposer  directement,  et  avec  les 
développements'  nécessaires. 

86.  On  remarquera  que,  si  les  trois  axes  fA,  tB,  tC,  sur  lesquels  sont 
comptées  les  trois  coordonnées  de  chaque  plan,  sont  parallèles  entre  eux, 
ces  coordonnées  deviennent  précisément  les  segments  A|,  Bv,  G|,  d'après  le 
théorème  (75).  Le  système  alors  se  simplifie  beaucoup,  et  a  une  plus  grande 
analogie  avec  le  système  de  coordonnées  de  Descartes. 

Au  contraire,  quand  les  trois  axes  f  A,  f B,  fC,  passent  par  un  même  point. 
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et  que  le  plan  ABC  est  à  Tinfini^  les  trois  coordonnées  de  chaque  plan  sont^ 
d'après  le  théorème  (77),  les  valeurs  inverses  des  distances  du  point  i  aux 
points  où  le  plan  rencontre  les  trois  axes  ik,  iBy  tC. 


,^  XVH.  Suite  du  précédent.  —  Applications  du  nouveau  système 

DE   GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

87.  Première  application.  Considérons  le  système  de  coordonnées  le 
plus  général ,  celui  où  l'on  a  un  tétraèdre  lABC ,  et  où  les  coordonnées  de 
chaque  plan  sont  les  rapports 

A£      Bv      cç 

iÇ        iv        iK 

On  démontrera  aisément  ^  en  faisant  les  mêmes  raisonnements  que  pour  la 
démonstration  du  théorème  I  (§  II),  le  suivant,  qui  d'ailleurs  est  le  corrélatif 
du  théorème  (9)  : 

Quand,  dans  l'équation  d\in  point  mobile,  les  coefficients  des  coordonnées 
courantes  sont  trois  variables  satisfaisant  à  une  relation  du  premier  degré, 
le  point  engendre  un  plan; 

Si  les  coefp,cients  ont  entre  eux  une  relation  du  second  degré,  le  point 
engendre  une  surface  du  second  degré; 

Et  y  en  général,  si  les  trois  coefficients  ont  entre  eux  une  relation  du 
degré  m,  le  point  engendre  une  surface  qui  est  rencontrée  en  m  points  par 
une  transversale  quelconque. 

88.  Ce  théorème  conduit  à  une  propriété  géométrique  du  centre  de  gra- 
vité de  quatre  points  matériels. 

En  effet,  soient  a?',  y\  z',  les  trois  coefficients  des  variables,  dans  Téqua- 
tion  d'un  point;  cette  équation  sera 

XX  -¥-  y'y  -♦-  z'z  -4-  K  =  0. 

Xy  tfy  Zy  sont  les  coordonnées  qui  déterminent  chaque  plan  passant  par 
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ce  point  Nous  avons  vu  (79)  qu'on  peut  les  remplacer  par  les  distances 
Pj  p'y  p"y  p"'y  de  ce  plan,  aux  sommets  i,  A,  B,  C,  du  tétraèdre;  on  aura 

donc 

xy  ^  y>"  -H  «y  -4-  Kp  -=  0. 

Nous  avons  vu  aussi  (80)  que  le  point  représenté  par  cette  équation  est  le 
centre  de  gravité  des  quatre  points  iy  A,  B,  C,  si  on  leur  suppose  des  masses 
proportionnelles  aux  quantités  K,  x'y  y\  z'.  On  conclut  donc,  du  théorème 
précédent,  celui-ci: 

Si  ton  a  quatre  points  fixes  matériels,  et  qu'on  prenne  leur  centre  de 
gravité;  et  qu£ ,  la  masse  de  l'un  d'eux  restant  comtante,  celles  des  trois 
autres  points  varient  en  conservant  entre  elles  une  relation  constante,  du 
degré  m,  le  centre  de  gravité  des  quatre  points  engendrera  mie  surface  du 
degré  m. 

On  pourrait  faire  varier  les  masses  des  quatre  points;  mais  alors  il  fau- 
drait qu'elles  eussent  entre  elles  une  relation  homogène;  le  centre  de  gra- 
vité de  ces  quatre  points  engendrerait  une  surface  d'un  degré  égal  à  celui  de 
cette  relation. 

89.  Autre  application.  Pour  faire  une  seconde  application  du  nouveau 
système  de  coordonnées,  à  une  question  qui  offrirait  des  difficultés,  si  Ton 
voulait  faire  usage  du  système  ordinaire,  proposons -nous  de  démontrer 
cette  propriété  générale  des  surfaces  géométriques  : 

Etant  donnés  une  surface  géométrique,  deux  plans  fixes  et  un  axe  paral- 
lèle à  t intersection  de  ces  deux  plans  ;  si  l'on  mène  un  plan  trafisversal  quel- 
colique,  et  que,  par  les  deux  droites  suivant  lesquelles  il  coupera  les  deux 
plans  fixes,  l'on  mène  les  deux  faisceaux  de  plans  tangents  à  la  surface;  les 
produits  des  segments  compris  sur  l'axe  fixe,  entre  le  plan  transversal  et  les 
deux  faisceaux  de  plans  tangents,  seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  le  plan  transversal. 

Prenons  un  système  de  trois  axes  coordonnés  Aar,  By,  C^:,  parallèles  entre 
eux.  Que  le  plan  des  deux  axes  Ax,  Uy,  et  celui  des  deux  axes  Ax,  Cz, 
soient  les  deux  plans  donnés. 

8i 
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Soit  F  (xy  y^  z)  =  0  l'équation  de  la  surface.  Soient  a:',  y',  z',  les  coor- 
données d'un  plan  transversal;  les  plans  tangents  menés  à  la  surface^  par  la 
droite  d'intersection  de  ce  plan  transversal  et  du  plan  des  deux  axes  kx^  By, 
couperont  l'axe  A^  en  des  points  dont  les  distances  Zy  au  point  G,  seront  don- 
nées par  l'équation 

F  (x\  y\  z)  =  0. 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 
ou 

dF  fPF  iz  —  z')*  dr^  (z  —  zT 

m  étant  le  degré  de  l'équation  de  la  surface. 

Les  racines  [z  —  z')  de  cettte  équation  sont  les  segments  compris^  sur 
l'axe  des  Zj  entre  le  plan  transversal  et  les  plans  tangents;  leur  produit  est 
égal  à 

\  ,^,..tn.F{x\y\z') 


'/Il 


dz 

Mais  la  transversale  donnée  est  parallèle  à  l'axe  G^;  donc  les  segments 
interceptés  sur  elle^  entre  le  plan  transversal  et  les  plans  tangents^  sont  pro- 
portionnels aux  segments  interceptés^  entre  les  mêmes  plans ^  sur  TaxeCz. 
Ainsi  le  produit  des  segments  faits  sur  la  transversale  est  égal  à 

K.1.2...m.F(x',y',z') 
dTF  ' 


dz'"" 


K  étant  une  constante  qui  dépend  seulement  de  la  distance  entre  la  trans- 
versale donnée  et  le  plan  des  deux  axes  Xx^  By. 

Pareillement^  si  par  la  droite  d'intersection  du  plan  transversal  et  du  plan 
des  axes  kx^  Cz^  on  mène  les  plans  tangents  à  la  surface  ^  le  produit  des 


MEMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE.  639 

segments  compris  sur  la  transversale^  entre  le  plan  transversal  et  les  plans 
tangents^  sera  égal  à 

K'  étant  une  seconde  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  distance  de  la  trans- 
versale au  plan  des  deux  axes  Xxy  Cz. 

Le  rapport  des  deux  produits  des  segments  faits  sur  la  transversale^  sui- 
vant renoncé  du  théorème^  est  donc  égal  à 


Ce  rapport  est  constant,  parce  que  Téquation  de  la  surface  étant  du  degré  m, 
les  deux  expressions 

d"*V       d'"F 


sont  des  nombres  ;  le  théorème  est  donc  démontré. 

90,  Notre  système  de  coordonnées  peut  procurer  aussi  une  démonstra- 
tion directe  des  propriétés  générales  des  surfaces  géométriques,  que  nous 
avons  déduites  (§  XIII),  par  le  principe  de  dualité,  du  théorème  de  Newton 
sur  les  diamètres  des  courbes.  Nous  avons  donné  cette  démonstration  directe 
dans  la  Correspofidance  mathématique  de  M.  Quetelet,  t.  VI,  p.  81,  Je  ne 
pense  pas  que  le  système  de  coordonnées  en  usage  puisse  conduire  à]une 
démonstration  de  ces  propriétés,  d'un  nouveau  genre,  des  surfaces  géomé- 
triques. 

§  XVIII.  CONSTKUCTION  ANALYTIQUE  DES  FIGURES  COHKÉLATIVES. 

91.  Dans  les  applications  que  nous  venons  de  faire  du  principe  de  dua- 
lité, pour  démontrer  des  propriétés  générales  de  retendue,  nous  avons  fait 
usage  de  ce  principe  seul,  pris  dans  toute  sa  généralité,  sans  avoir  besoin  de 
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construire  les  figures  corrélatives^  et  sans  avoir  égard  aux  différentes  variétés 
de  formes  qu'elles  pourraient  présenter^  suivant  le  mode  de  construction 
qu'on  emploierait. 

Mais  Ton  peut  demander  de  construire  la  figure  corrélative  d'une  figure 
donnée.  Cela  se  fera  très-aisément,  de  deux  manières  générales,  analytique-^ 
ment  et  géométriquement. 

D'abord  par  l'Analyse.  On  prend  Téquation  générale  d'un  plan,  rapportée 
à  trois  axes  coordonnés  quelconques,  et  renfermant,  au  premier  degré,  les 
coordonnées  a:',  y',  2?',  d'un  point;  cette  équation  sera  de  la  forme 

(i) Xx' -♦.  Yy' -^  Zz' =  U ; 

X,  Y,  Z  et  U  étant  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  courantes 
X,  y,  z. 

Si  l'on  veut  déterminer  un  plan  de  la  figure  corrélative,  correspondant 
à  un  point  de  la  figure  proposée,  on  mettra  les  coordonnées  de  ce  point  dans 
l'équation  (1),  à  la  place  de  ^',  y',  z';  et  cette  équation  deviendra  celle  du 
plan  cherché. 

Si  l'on  veut  déterminer  un  point  de  la  figure  corrélative,  correspondant 
à  un  plan  de  la  figure  proposée ,  on  prendra  l'équation  de  ce  plan  :  je  la 
suppose 

(i) Lx  -4-  My  -+-  Nz  ==  i  ; 

et  les  coordonnées  du  point  cherché  seront  données,  ainsi  que  nous  Pavons 
démontré  (1),  par  les  trois  équations 

(3) X  =  LU,     Y  =  MU,     Z  =  NU, 

où  ces  coordonnées  n'entrent  qu'au  premier  degré. 

92.  Si,  réciproquement,  on  veut  déterminer,  dans  la  première  figure,  le 
plan  auquel  correspondra  tel  point  désigné  de  la  seconde  figure,  on  fera 
usage  des  mêmes  équations  (3),  où  l'on  remplacera  les  coordonnées  a?,  y,  Zy 
qui  entrent  dans  les  polynômes  X,  Y,  Z,  U,  par  les  coordonnées  a?",  y^\  z" 
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du  point  donné  de  la  seconde  figure;  et  ces  équations  donneront  les  valeurs 
des  paramètres  L^  M,  N,  du  plan  cherché. 

Désignons  par  X",  Y",  Z",  U",  ce  que  deviennent  les  polynômes  X,  Y, 
Ta  y  U^  par  la  substitution  dont  nous  venons  de  parler;  on  aura 

X"  Y'  Z" 

L=r  — »     M  =  — ,     N=— . 
U"  U  "  U  "  ' 

et  Téquation  du  plan  de  la  première  figure^  auquel  correspond  le  point 
(a:",  y",  2^")  de  la  seconde  figure,  sera 

93.  Remarquons  que  si  le  point  (ar",  y",  z")  était  considéré  comme 
appartenant  à  la  première  figure,  le  plan  qui  lui  correspondrait  dans  la 
seconde  aurait  pour  équation 

Cette  équation  diffère,  en  général,  de  la  précédente;  ce  qui  fait  voir  que  : 
Dans  deux  figures  corrélatives,  à  un  même  point  de  l'espace,  considéré 

successivement  comme  appartenant  à  la  première  figure,  puis  à  la  seconde, 

correspondent  deux  plans  différents. 

Dans  quelques  modes  de  construction  des  figures  corrélatives,  tel  que 

celui  des  polaires  réciproques,  ces  deux  plans  se  confondent  toujours.  Mais 

c^est  là  un  caractère  particulier  de  ces  figures,  étranger  en  quelque  sorte  au 

principe  de  dualité,  et  dont,  en  effet,  nous  n'avons  point  eu  besoin  de  faire 

usage  dans  nos  applications  de  ce  principe. 

Nous  donnerons,  dans  un  des  paragraphes  suivants,  la  théorie  générale 

des  figures  corrélatives  qui  jouissent  de  cette  propriété  particulière. 

94.  Nous  avons  dit  comment  on  déterminera ,  au  moyen  des  trois  équa- 
tions linéaires  (3),  les  coordonnées  du  point  qui  correspond,  dans  une  figure 
corrélative,  à  un  plan  de  la  figure  donnée.  Gomme  ce  calcul ,  sans  offrir  de 
difficulté,  est  un  peu  long,  nous  allons  en  donner  le  résultat. 
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Conservons  à  X,  Y^  Z  et  U,  les  expressions  générales  que  nous  leur  avons 
données  (8);  et  désignons  par  le  symbole  (aft'c")  le  polynôme 

a  (6'c"  —  b"c')  -+-  a'  (6"c  —  6c")  -h  o"  (6c'  -  6'c); 

par  le  symbole  (a'6"c'")  ce  que  devient  ce  polynôme  quand  on  y  change  a 
en  a',  6'  en  6'',  c"  en  c'";  par  (d^a^^b^^*)  ce  que  devient  ce  premier  polynôme, 
quand  on  y  change  a  on  d\  6'  en  a",  c"  en  6'";  et  ainsi  de  suite. 

Les  expressions  des  coordonnées  a?,  y^  z,  du  /îom/  qui  correspond  au  plan 
donnée  seront 

(rf6'c")  —  ((i'6'V")  L  -4-  (d"6'"c)  M  —  (rf'"6c')  N 


JC  = 


// 


(a6'c")  —  (o'6"c'")  L  -^  (a"6'"c)  M  —  (a'"6c')  N 

(da'c")  —  {d'a"c"')  L  h-  (rf"a'"c)  }li—[d'"ac")^ 
(a6'c")  —  (a'6"c"')  L  -+-  (a"6'"c)  M  —  (a'"  6c')  N  ' 

{da'b")  —  ((/'a"c'")  L  H-  (rf"a"'6)  M  —  (rf"^a6")N 
^  "^  (a6'c")  —  (a  6"c'")  L  -♦-  (a"6"'c)  M  -  (o'"6c'  )  N  * 

Au  moyen  de  ces  formules  ^  on  connaîtra  tous  les  points  de  la  figure  cor- 
rélative, correspondant  à  des  plans  déterminés  de  la  figure  proposée. 

Ainsi  la  construction  des  points  et  des  plans  de  la  figure  corrélative  la 
plus  générale,  d'une  figure  proposée,  sera  extrêmement  facile. 

95.  Si  cette  figure  proposée  est  une  surface  courbe  exprimée  par  son 
équation,  nous  avons  vu  (3)  comment,  par  une  simple  élimination,  on  trou- 
vera l'équation  de  la  surface  corrélative. 

El  si  Ton  veut  déterminer  celte  surface  par  points,  on  observera  que 
chacun  de  ses  points  est  le  pôle^  ou  point  correspondant,  d'un  plan  tangent 
à  la  surface  proposée  (théorème  II).  Les  coordonnées  de  ce  point  seront 
donc  données  par  les  formules  précédenles,  où  L,  M,  N  seront  les  coeffi- 
cients de  l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  proposée. 

Ainsi  soit 

l'équation  de  cette  surface;  et 

(x  -  X')  p-^iy-  t/)  q'-{z-  z)  =  0 
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Téquation  de  son  plan  tangent  au  point  (j?'^  if  y  z^)\  ff  ^  q'  étant  les  coeffi- 

dz     dz 
dx     dy 


cients  différentiels  ^  )^ ,  où  Ton  a  remplacé  les  coordonnées  or,  y,  z,  par  a?', 


y',  z'.  On  a 


L  =  —^-—..    M=— îU— .     N  -' 


p  X  -^  q  y  —  z  P  ^  "^  9  y  —  ^  P  ^  "^  9  y  —  * 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes,  on  obtient 


(rttV)  (pV  -+-  q'y'  -  z')  -  (d'6"c"')  p'  -+-  (d"6"'c)  7'  -4-  (rf'"6c'  ) 

X  = 


y  = 


(06V')  (p'x'  -+-  9'y'  —  z')  —  (a'6"c'")  p'  -^  (a"6'"c)  9'  -4-  (a'"6c'  ) 

(rfaVQ  (p^x^  -f-  y^y^-^  z')  -~  (ri^o'c"^)  p^  -f-  (d"a'"c)  g'  -4-  ((/"^ac") 
(aô'c")  (p'x'  -♦-  çy  —  z')  —  (o'6"c'")  p'  -f-  (a"6'"c)  9'  h-  (a"'6c'  )  ' 

_  {da'b")  ip'x'  -4-  q'y'--z')  —  (d^a'c"^)  p^  -4-  (rf"a"^6)  g'  -4-  (rf^^^afc") 
^  ""  (ab'c")  [p'x'  -4-  g'y'  —  z')  —  (a'6'V")p'  -+-  (a"6"'c)  7'  -4-  (a"'he) 

Telles  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  corrélative  d'une  surface 
proposée,  en  fonction  des  coordonnées  d'un  point  de  celle-ci.  Les  deux  points 
se  correspondent;  mais  comme  jusqu'ici  le  mot  correspondant  nous  a  servi 
pour  désigner  la  relation  entre  deux  parties  corrélatives,  dans  une  figure  et 
sa  transformée,  telles  qu'un  point  et  un  plan,  nous  dirons  que  ces  deux 
points  des  deux  surfaces  sont  réciproques. 

On  reconnaît  les  points  réciproques  dont  Monge  avait  donné  une  expres- 
sion particulière  dans  le  titre  d'un  Mémoire  qui,  je  crois,  n'a  pas  été  publié 
(voy.  la  Note  XXX), 


§  XIX.  Construction  géométrique  des  figures  corrélatives. 

96.  Soient  a,  6,  c,  dy  e,  cinq  points  quelconques  de  la  figure  proposée; 
on  pourra  prendre  arbitrairement,  dans  l'espace,  cinq  plans  A,  B,  G,  D,  E, 
comme  devant  correspondre  respectivement  à  ces  cinq  points,  dans  la  figure 
corrélative  qu'il  s'agit  de  construire  (§  11,  théorème  Y). 

Il  nous  faut  déterminer,  dans  cette  figure  : 
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1^  Le  phn  qui  correspond  à  un  sixième  point  quelconque  de  la  figore 
proposée  ; 

Et  2""  le  point  qui  correspond  à  un  plan  quelconque  de  cette  figure 
proposée. 

Pour  cela^  considérons  le  tétraèdre  abcd.  Par  le  point  e^  menons  trois  plans^ 
passant  respectivement  par  les  trois  arêtes  ab^  bCy  ca;  et,  par  un  sixième 
point  m,  menons  trois  autres  plans  passant  aussi  par  les  trois  arêtes  ab, 
aCy  bc. 

Soit  M  le  sixième  plan  de  la  figure  corrélative^  qui  correspond  au  point  m  : 
c'est  le  plan  que  nous  voulons  déterminer.  Aux  quatre  plans  qui^  dans  la 
première  figure,  passent  par  Tarête  aô,  et  qui  sonl  caby  dab,  eab,  mab, 
correspondent,  dans  la  seconde  figure,  les  quatre  points  GâB,  DAB,  EAB^ 
MAB  *.  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  points  (théorème  IV).  Cette  égalité  fera  connaître  le 
point  MAB,  c'est-à-dire  le  point  où  le  plan  cherché  coupe  la  droite  d'inter- 
section des  deux  plans  donnés  A,  B.  Une  égalité  semblable  fera  connaître 
le  point  où  le  même  plan  cherché  rencontrera  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  donnés  A,  G.  Enfin,  une  troisième  égalité  semblable  fera  con- 
naître le  point  où  ce  plan  rencontre  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
B,  C.  Ainsi  le  plan  cherché  est  déterminé  par  trois  de  ses  points.  C'est  la 
première  question  que  nous  avions  à  résoudre. 

Maintenant,  pour  trouver  le  point  n  qui  correspond  à  un  plan  N  de  la 
première*  figure,  on  prendra  le  point  où  ce  plan  N  rencontre  l'arête  da  du 
premier  tétraèdre  :  à  ce  point  correspondra,  dans  le  second  tétraèdre,  le  plan 
mené  par  l'arête  DA  et  par  le  point  cherché.  On  aura  ainsi,  sur  l'arête  rfa, 
quatre  points  qui  seront  :  1**  a;  2**  d;  3**  le  point  où  le  plan  ebc  rencontre 
l'arête  da;  4**  le  point  où  le  plan  N  rencontre  cette  arête;  et  l'on  aura  quatre 
plans  correspondants,  passant  par  l'arête  DA,  lesquels  seront  :  l""  A;  2^  D; 
3""  le  plan  mené  par  le  point  où  le  plan  E  rencontre  l'arête  BC;  4®  le  plan 
mené  par  le  point  cherché.  Le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  plans 

*  Nous  désignons  un  point  par  les  trois  lettres  qui  représentent  trois  plans  passant  par  ce 
point. 
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sera  égal  à  celui  des  quatre  points;  cette  égalité  fera  connaitre  le  quatrième 
plan  9  celui  qui  passe  par  le  point  cherché. 

Deux  autres  égalités  semblables  feront  connaitre  deux  autres  plans^  menés 
par  les  deux  arêtes  DB^  DG^  respectivement^  et  passant  par  le  point  cherché. 
Ainsi  ce  point  sera  donné  par  Tintersection  de  trois  plans  qu'on  déterminera 
facilement. 

Le  problème  de  la  construction  géométrique  des  figures  corrélatives  est 
donc  résolu  complètement. 

97.  Dans  la  pratique^  on  exprimera  le  rapport  anhannonique  de  quatre 
plans  par  celui  des  quatre  points  où  ces  plans  rencontrent  une  transversale; 
et  Ton  prendra^  pour  cette  transversale,  l'arête  du  tétraèdre  opposée  à  celle 
par  laquelle  passent  les  quatre  plans. 

On  réduira,  de  cette  manière,  la  construction  des  figures  corrélatives,  à 
des  formules  très-simples  et  d'une  grande  généralilé. 

Les  quatre  plans  A,  B,  G,  D,  de  la  seconde  figure,  forment  un  tétraèdre 
dont  les  quatre  faces  correspondent,  respectivement,  aux  quatre  sommets  du 
tétraèdre  abcd  de  la  première  figure.  Désignons  par  a',  6',  e',  e/'  les  quatre 
sommets,  respectivement  opposés  à  ces  faces. 

Soient  e,  a  les  points  ou  les  deux  plans  ebc^  mbc  rencontrent  l'arête  ac/;  et 
soient  e',  J  les  points  où  les  deux  plans  E,  M  rencontrent  l'arête  a'  d^  du 
second  tétraèdre. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  abc^  dbc,  ebc,  mbc  sera  le 
même  que  celui  des  quatre  points,  a^  dy  e,  a;  mais  il  est  égal,  comme  nous 
Pavons  dit  ci-dessus  (96),  à  celui  des  quatre  points  d',  a',  e',  a',  qui  corres- 
pondent aux  quatre  plans,  dans  la  seconde  figure.  On  aura  donc 


(A) 

d'où 


aa   ea       ad'   ed' 
ad    ed       a'a'    t'a' 


att        ad'     iea    i'd'\ 
7d^  7^'     \7d'' 7^']  ' 


Le  rapport  ^:^  est  une  quantité  constante,  quel  que  soit  le  point  ?/i, 

82 
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puisqu^il  ne  dépend  que  de  la  position  du  point  donné^  e  et  du  plan  pris 
arbitrairement  E  ^  qui  lui  correspond. 

A   • •     11 


Ainsi  Ton  a 

«a         ad' 
(o) ^=^-w' 

an  a  a 

>.  étant  une  quantité  constante. 

Pareillement  S  étant  le  point  où  le  plan  mac  rencontre  l'arête  bd  du 
premier  tétraèdre;  et  6'  le  point  où  le  plan  M  rencontre  Tarête  b'  d'  du 
second  tétraèdre,  on  aura 

66  6'rf' 

(«) 77=  f* 


6r/       ^  6' 6'  ' 

[JL  étant  une  constante. 

Et  enfin,  appelant  y  le  point  où  le  plan  mab  rencontre  Farête  cd,  et  /  le 
point  où  le  plan  M  rencontre  Tarête  &  rf'  du  second  tétraèdre,  on  aura 


(«) 


yc  yd' 


V 


yd         y'c' 

V  étant  une  troisième  constante. 


98.  Ces  trois  équations  donnent,  immédiatement,  la  construction  des 
points  et  des  plans  de  la  figure  corrélative  d'une  figure  proposée. 

Car  les  points  «',  6',  y',  déterminés  par  ces  équations,  appartiennent^ 
respectivement,  à  trois  plans  passant  par  les  arêtes  6'c',  da^y  a'b[  du  second 
tétraèdre,  et  correspondant  aux  trois  points  «,6,  y;  et,  réciproquement,  les 
trois  points,  a^  S  y  appartiennent  à  trois  plans,  passant  par  les  trois  arêtes 
6c,  ca,  ab  du  premier  tétraèdre,  et  correspondant  aux  points  «'  6'  /. 

D'après  cela,  veut-on  construire  le  plan  de  la  seconde  figure  qui  corres- 
pond H  un  point  m  de  la  première?  Par  ce  point  m  on  mènera  les  trois 
plans  mbCy  mca,  mab  y  qui  rencontreront  les  arêtes  arf,  6rf,  cd  en  trois  points; 
on  regardera,  dans  les  formules  ci-dessus,  a,  S,  y  comme  étant  ces  trois 
points;  et  alors  a',  6',  y'  seront  les  points  où  le  plan  cherché  rencontre  les 
trois  arêtes  a'rf',  6'rf',  c'rf'  du  second  tétraèdre. 

Veut-on  construire  le  point  de  la  seconde  figure,  correspondant  à  un  plan 
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de  la  première?  On  regardera,  dans  les  formules,  a,  6,  y  comme  étant  les 
points  où  le  plan  donné  rencontre  les  trois  arêtes  arf,  6f/,  crf  du  premier 
tétraèdre;  et  alors  a',  & ^  y  seront  les  points  où  les  Irois  plans,  menés  par  le 
point  cherché  et  les  trois  arêtes  6'c',  c'a',  a!V  du  second  tétraèdre,  rencon- 
treront les  arêtes  opposées  a'rf',  6'e/',  c'rf';  ce  point  sera  donc  déterminé  *. 


§  XX.  Suite  du  précédent.  —-  Discussion  des  formules  pour  la  construc- 
tion   GÉOMÉTRIQUE    DES    FIGURES    CORRÉLATIVES.  DiVERS    THÉORÈMES    DE 

GÉOMÉTRIE  QUI  s'eN  DÉDUISENT.  GÉNÉRALISATION  d'un  PORISME  d'EuCLIDE. 

99.  Les  formules  (a)  conduisent  naturellement  à  divers  corollaires,  dont 
plusieurs  offrent  des  propositions  de  Géométrie,  nouvelles  et  très-générales. 

D'abord  ces  formules  expriment  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnes  deux  tétraèdres  quelconques  abcd,  a'b'c'd';  si,  par  chaque 
point  d'une  figure  donnée,  on  mène  trois  plans  passant,  respectivement,  par 
les  trois  arêtes  bc,  ca,  ab  du  premier  tétraèdre,  et  rencontrant  ses  arêtes 
opposées  aux  points  a,  S,  y; 

Puis  qu'on  prenne,  sur  les  arêtes  d'à',  d'b',  d'c'  du  second  tétraèdre, 
trois  points  «',  S',  /  de  inanière  qu'on  ait  toujours 


(ta 

art 

arf 

> 

•«'a' 

66 

t'd' 

^d 

P 

•  6'6'  ' 

yc 
yd 

y 

y'rf' 

X,  /ùi  et  V  étant  trois  coefficients  constants. 

Nous  regrettons  d'avoir  été  obligé  de  réserver  exclusivement  le  mot  correspondant  pour 
désigoeft  dans  la  figure  corrélative,  le  plan  ou  le  point  qui  correspondent  à  un  point  ou  ^  un 
plan  de  la  figure  proposée.  Si  nous  avions  eu  une  autre  expression,  nous  aurions  appelé  corren- 
pondants  les  points  tels  que  a  et  a\  et  nous  aurions  pu  ainsi  abréger  le  discours  dans  ce  qui 
précède. 
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Le  plan,  déterminé  par  les  trois  point  a',  6',  y',  enveloppera  une  seconde 
figure  qui  sera  corrélative  de  la  première. 

De  sorte  qu'aux  points  de  la  première  figure^  qui  seront  situés  dans  un 
même  plan^  correspondront^  dans  la  seconde  figure^  des  plans  passant  tous 
par  un  même  point. 

100.  Maintenant^  remarquons  que  si^  du  point  m,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  plans  abc  et  dbc,  leur  rapport  sera  égal  à  celui  des 
perpendiculaires  abaissées^  du  point  a  y  sur  les  mêmes  plans  ^  lequel  est 
égal  à 

aa.  si n.  (c/a,a6c)         aa. 
aa .  sin.  (aa,  abc)         aa. 

Dans  le  tétraèdre  a^b^&d^^  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées ,  des 

ri'  g.'  fP  t.' 

deux  sommets  rf',  a',  sur  le  plan  «'6'/,  est  égal  à  ^;  donc,  ^,^,  étant 
proportionnel  à^^>  d'après  les  équations  ci-dessus,  nous  pouvons  dire  que 
le  rapport  des  distances  du  point  r/i,  aux  deux  faces  aéc,  rfôc,  est  propor- 
tionnel au  rapport  dos  distances  du  plan  M  aux  deux  sommets  d^y  a'  du 
second  tétraèdre.  D'où  il  suit  que  : 

Dans  deux  figures  corrélatives,  le  rapport  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  la  première  figure,  à  deux  plans  fixes  de  cette  figure,  est  au 
rapport  des  distances  du  plan  qui  correspond  à  ce  point,  dans  la  seconde 
figure,  aux  deux  points  qui  correspondent  aux  deux  plans  de  la  première, 
dans  une  raison  constante,  quel  que  soit  le  point  pris  dans  la  première 
figure. 

101.  De  là,  on  conclut  le  théorème  suivant,  qui  n'est  autre  que  le 
théorème  (99)  présenté  sous  un  autre  énoncé  : 

Étant  donnée  une  figure  dans  l'espace,  et  étant  pris  deux  tétraèdres 
quelconques,  dont  A,  B,  C,  D  sont  les  faces  du  premier,  e^  a,  b,  c,  d  fes 
sommets  du  second; 

Si,  de  chaque  point  m  de  la  figure  proposée,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  quatre  faces  du  premier  tétraèdre,  et  qu'on  prenne  les  rapports 
de  la  première  perpefidiculaire  aux  trois  autres  ; 


MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE.  649 

Et  que  Von  mène  un  plan  transversal  M ,  de  manière  quêtant  prises  ses 
distances  aux  quatre  sommets  a,  b,  c,  d  du  second  tétraèdre,  les  rapports  de 
la  première  distance  aux  trois  autres  soient  dans  des  raisons  comtantes  avec 
les  trois  premiers  rapports,  respectivement;  ce  plan  M,  qui  correspondra 
ainsi,  dans  toutes  ses  positions,  au  point  m  de  la  figure  proposée,  formera 
une  seconde  figure,  corrélative  de  cette  proposée. 

102.  La  propriété  caractéristique  des  figures  corrélatives  consiste  en  ce 
que,  aux  points  de  Tune,  qui  sont  situés  dans  un  même  plan,  correspondent, 
dans  l'autre ,  des  plans  passant  tous  par  un  inéme  point.  D'après  cela,  on 
conclut,  du  théorème  (99),  cette  proposition  de  Géométrie  : 

Etant  donnés  un  tétraèdre  S  ABC  et  un  plan,  situas  d'une  manière  quel- 
conque dans  r espace  ; 

Si,  par  chaque  jmnt  de  ce  plan,  on  mène  trois  plans,  passant  respec- 
tivement par  les  trois  arêtes  à  la  base  ABC  du  tétraèdre,  et  rencontrant 
respectivement  les  trois  arêtes  opposées  SA,  SB,  SC,  en  trois  points  ay  Sy  y; 
et  qu'on  forme  les  rapports  des  segments  que  ces  points  font  sur  ces  arêtes, 
lesquels  rapports  sont 

aS     6S     yS 
^'  6B'  ^' 

Puis,  que  l'on  prenne  arbitrairement  un  secotid  tétraèdre  S'A'B'C,  et  que 
Von  divise  ses  arêtes  au  sommet,  par  trois  points  «',  6',  y',  de  manière  que 
les  trois  rapports 


a!k!    6^    r'C 

â~s''  i^'  7s'' 


soie^it  aux  trois  premiers  ^  respectivement ,  dam  des  raisom  constantes  et 
quelconques; 

Le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  «',  6',  y',  qui  correspoMra,  dans 
toutes  ses  positions,  aux  différents  points  du  plan  donné,  passera  toujours 
par  un  même  point  fixe. 

103.  Ce  théorème,  qui  résulte  ici,  comme  corollaire,  de  notre  théorie 
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amhrtiqae  des  fifores  corrélatiTes,  ai  iiaftiit  ■riM—oîii  toute  b  docfrioe. 
El»  et  «nple  Ibéoréme  de  Géomélrie  était  déoMMlré  m  priori,  et  directe- 
ment, Doos  eo  coociorioDS  toute  b  théorie  de  ces  fiçwes,  comprenant  leurs 
rebiioQS  descriptives  et  leurs  reiatîoos  de  ^sden*. 

Cest  de  ee  théorème  que  nous  avons  voulu  parler  dans  b  partie  historique 
de  cet  ouiTa^re  (cinquième  Époque,  ^  34),  en  dîsnt  que  b  théorie  f:énérale 
des  transformations  analogues  à  celles  que  présente  b  théorie  des  polaires 
réciproques,  et  d'où  résulte  le  principe  de  dualité,  dérivait  d'un  seul  théo- 
rème de  Géomélrie.  Nous  donnerons,  dans  un  autre  écrit,  b  démonstration 
géométrique  et  directe  de  ce  théorème ,  et  nous  ferons  voir  comment  tout 
ce  qui  se  rapporte  à  cette  doctrine  de  transformation  peut  en  dériver.  De 
sorte  que  le  calcul  algébrique,  dont  nous  avons  fait  usage  pour  exposer  cette 
théorie,  ne  sera  nullement  nécessaire  ;  et  les  ressources  de  b  pure  Géométrie 
lui  suffiront,  comme  cela  doit  être,  puisque  cette  théorie  est  elle-même  une 
simple  question  de  Géométrie. 

104.  Reprenons  les  trois  équations  (a),  sm  lesquelles  est  fondée  b 
construction  des  figures  corrélatives;  et  supposons  que  la  fêMobc  du  premier 
tétraèdre  soit  située  à  Tinfini  :  les  segments  aa,Sbyyc  seront  infinis  ;  et,  dans 
Féquation 

aa  ta      fîà*   t'd' 


md  '  id      «V  '  s'a' 


• 


qui  a  donné  lieu  aux  trois  équations  (a),  le  rapport  ^  deviendra  égal   k 
Tunité.  Cette  équation  se  réduira  donc  à 


ed       a 
oud       a 


ou 

OU 

9.d  =  — 


a'  ■  s'a'  ' 


d'  [     ■  i'd'l 


a 

—  X  consl. 
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les  trois  équations  (a)  deviennent 


W 


ad^ 

X 

«'o' 

•  a'd'  ' 

6d  = 

f* 

6' 6' 

yd  — 

V 

Vd' 

Oq  pourra  faire  usage  de  ces  formules  pour  certaines  transformations  de 
figures  dont  les  propriétés  seraient  exprimées  en  fonction  des  projections 
de  leurs  points  sur  trois  axes  fixes. 

105.  Maintenant^  supposons  que  le  sommet  d^  du  second  tétraèdre^ 
lequel  peut  être  pris  arbitrairement  dans  Fespace^  soit  situé  à  Tinfini. 
L'équation 

id       ad'   e'd' 

sVcrira 

ad  =  aoL  .  — ; ; 

et,  parce  que  le  rapport  ^  est  égal  à  Tunité,  on  aura 

ed 


f'o' 


ad  =  a' a!  . 

^est  une  constante;  on  a  donc  enfin 

(c) arf  =  X  .  a  a'. 

Et,  pareillement, 

w \  ''r'-''': 

ya=iv  .y  c  , 


Ainsi,  ce  sont  là  les  trois  équations  qui  serviront  aux  transformations, 
quand  on  voudra  que  le  point  qui  correspond,  dans  la  seconde  figure,  à 
rinfini  de  la  première,  soit  lui-même  a  Finfini. 


68i  MËMOULE  DE  GËOMETRIË. 

Cest  ce  qui  a  lieu^  par  exemple^  dans  la  transformation  parabolique , 
dans  la  transformation  par  voie  de  mouvement  infiniment  petit,  ou  bien  par 
la  considération  d'un  syslèm£  de  forces. 

106.  Mais  ces  divers  modes  particuliers  de  transformation  rentrent, 
comme  on  le  voit,  dans  le  principe  général  exprimé  par  les  trois  équations 
ci-dessus;  et  ce  principe  général  conduirait,  immédiatement,  à  toutes  les 
propriétés  nouvelles  des  courbes  et  des  surfaces  courbes,  auxquelles  nous 
sommes  parvenu  dans  nos  deux  Mémoires  sur  la  transformation  parabo- 
lique *.  Et  cela  justifie  ce  que  nous  disions,  au  commencement  du  premier 
de  ces  deux  Mémoires  :  que  ce  n'était  point  un  privilège  exclusif  pour  la 
théorie  des  polaires  réciproques,  de  pouvoir  servir  à  la  transformation  des 
figures;  qu'il  existait  d'autres  moyens,  qui  même  étaient  d'une  grande 
simplicité.  Et  si  l'on  observe  que  les  formules  (c)  ne  sont  qu'un  corollaire 
des  formules  (a),  on  verra  que  les  théorèmes  auxquels  elles  conduisent,  tels 
que  ceux  que  nous  avons  obtenus  par  la  transformation  parabolique,  ne  sont, 
ainsi  que  nous  l'avions  annoncé  alors  **,  que  des  cas  particuliers  de  théorèmes 
plus  généraux ,  qui  répondent  aux  formules  (a). 

107.  Supposons  que  les  bases  abc  y  a'b'c'  des  deux  tétraèdres  soient. 
Tune  et  l'autre,  à  l'infini  :  les  rapports  ^  et^>  dans  l'équation  (A),  seront 
égaux  à  l'unité;  et  il  en  résulte  que  les  trois  équations  (a)  deviendront 

arf  =—-5 

6'rf' 

'yd  =  — -• 

r'd' 

108.  Si  les  deux  sommets  dy  W  des  tétraèdres  sont,  l'un  et  l'autre^  à 


Correspondance  mathématique  et  physique ^  tomes  V  et  VI;  années  1829  el  1830. 
*•  /6irf.,  t.  V,  p.  305. 
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rinfini^  les  formules  deviendront 


aa=— > 

a  a 


^*=^' 


V 


109.  Nous  pourrions  encore  supposer  que  les  deux  tétraèdres  se  confon- 
dissent^ et  ensuite  que  leur  base  commune  ou  leur  sommet  commun  fussent 
à  Finfini. 

110.  Les  différents  cas  que  nous  venons  d'examiner  donneraient  lieu  à 
divers  théorèmes^  semblables  au  théorème  général  (99),  mais  qui  n'en 
seraient  que  des  corollaires;  par  cette  raison,  nous  nous  dispenserons  de  les 
énoncer. 

111.  Enfin,  il  nous  reste  un  dernier  cas  à  examiner,  qui  va  nous 
conduire  à  un  mode  général  de  description,  purement  graphique,  des  figures 
corrélatives,  et  à  un  théorème  de  Géométrie,  correspondant,  dans  l'espace , 
à  une  proposition  sur  Thexagone  inscrit  à  deux  lignes  droites,  souvent 
répétée  par  Pappus,  et  regardée  par  R.  Simson  comme  Tun  des  porismes 
d'Euclide. 

Supposons  que  les  quatre  sommets  a',  6',  c',  d^  du  second  tétraèdre  soient 
placés,  respectivement,  sur  les  quatre  faces  opposées  aux  sommets  a,  6,  c,  d 
du  premier  tétraèdre. 

Soit  e  un  cinquième  point  donné,  de  la  première  figure.  Prenons,  pour  le 
plan  correspondant  E,  dans  la  seconde  figure,  le  plan  déterminé  par  les 
trois  points  c',  y',  x',  où  les  trois  plans  ebc^  eca,  eab  rencontrent,  respective- 
ment, les  trois  arêtes  rf'a',  rf'6',  rf'c'  du  second  tétraèdre.  Soient  c,  y,  x  les 
points  où  ces  trois  plans  rencontrent  les  trois  arêtes  da,  db,  de  du  premier 
tétraèdre. 

Soient  m  un  sixième  point  quelconque  de  la  première  figure ,  et  M  le 
plan  correspondant  de  la  seconde  figure;  soient  a,  6,  y  les  points  où  les  trois 
plans  mbc,  nica,  mab  rencontrent,  respectivement,  les  trois  arêtes  (/a,,  db,  de; 
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et  a',  &y  /  les  point  ou  le  plan  M  rencontre  les  trois  drétes  d'à',  rf'6',  d^d 
du  second  tétraèdre.  On  aura  Féquation 


ad    ed      ao!    f'o' 

Le  premier  membre  de  cette  équaiion  exprime  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  plans  ahc^  dhc,  d)c,  abc  qui  passent  par  Taréte  bc.  Les  trois 
premiers  de  ces  plans  rencontrent  Taréte  d'à',  du  second  tétraèdre,  aux 
points  d',  a',  £'.  Soit  a  '  le  point  où  le  quatrième  de  ces  plans  rencontre 
cette  arête;  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  s'exprimera,  d^une 
seconde  manière,  par  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d',  a', 
ff',  a',  lequel  est 

On  a  donc  I  e^lité 


a  a 

•fV 

aa 

ea 

a"d' 

e'd' 

• 

-     • 

.^—  ' 

j^^2 

• 

• 

td 

td 

a"a' 

t'a' 

Comparant  cette  équation  à  la  précédente,  on  en  conclut  que  les  deux 
points  a',  a''  se  confondent;  c'est-à-dire  que  le  point  a'  est  à  Fintersection 
de  larète  d'à'  par  le  plan  9n6c.  D'où  Ton  conclut  que  le  plan  M,  correspon- 
dant au  point  m,  passe  par  les  trois  points  où  les  plans  mbc,  mca,  mab 
rencontrent,  respectivement,  les  trois  arêtes  d^a'y  d'h'^  d'c\ 

Ou  a  donc  ce  théorème  :       • 

Etant  donim,  dam  f espace,  un  tnangle  et  un  angle  trièdre  dont  le  sommet 
est  sêtaè  sur  le  plan  de  ce  triangle  ^  et  dont  les  arêtes  correspondent  y  une  à 
une,  aux  ctités  du  triangle;  si,  par  chaque  point  d'une  figure  donnée,  on 
mène  trois  plans  passant,  respectivennent ,  par  les  trois  côtés  du  triangle  et 
rencontrant,  respectivement,  les  trois  arêtes  opposées  de  t angle  trièdre,  en 
trois  points;  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  enveloppera  une  figure 
corrélative  de  la  proposée. 

112.  Et,  par  conséquent  : 
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Ce  plan  passera  toujours  par  un  même  point,  quand  le  point  de  la  pre-- 
mère  figure  parcourra  un  plan. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  Géométrie  à  trois  dimensions 
qiii  correspond  à  celui  de  Géométrie  plane^  connu  sous  le  nom  de  porisme 
d'Euclide^  et  qu'on  énonce  ainsi  : 

Etant  donnés,  dans  un  plan,  deux  points  fixes  et  un  angle  dont  le 
sommet  est  placé  sur  la  droite  qui  Joint  ces  deux  points;  si,  de  chaque  point 
d'une  droite  donnée,  on  mène  deux  droites  à  ces  deux  points  fixes,  elles  ren- 
contreront,  respectivement,  les  deux  côtés  de  l'angle  en  deux  points  qui  déter-^ 
mineront  une  droite  qui  tournera  autour  d'un  point  fixe  *. 


*  M.  PoDcelet  a  aussi  remarqué  que  ce  porisme  d*Ëuclide  offrait  un  moyen  de  transformer 
les  figures  sur  le  plan.  (Analyse  des  transversales  appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  pro- 
jectives  des  lignes  et  surfaces  géométriques.  (Voir  Journal  de  M.  Crellc,  t.  Vlll,  p.  408; 
année  1852.) 

Pour  conserver  à  cette  proposition  le  nom  de  porisme,  il  faut  l'énoncer  sous  la  forme  d'un 
théorème  local,  ainsi  que*nous  venons  de  le  faire^  d*après  R.  Simson,dans  son  traité  DePoris- 
matibus  (proposition  54).  Mais  ce  théorème  est  susceptible  d'un  autre  énoncé,  plus  simple  et 
plus  expressif»  dont  s*est  servi  Pappus,  en  le  considérant  comme  une  propriété  de  Thexagonc 
inscrit  &  deux  droites.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que  les  trois  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  cet  hexagone  sont  en  ligne  droite.  On  peut  se  demander  quel  sera,  dans  la  Géométrie 
&  trois  dimensions,  l'énoncé  correspondant  à  celui-là.  Pour  répondre  à  cette  question,  nous 
présenterons  sous  une  autre  forme  le  théorème  de  Pappus;  nous  dirons  que  : 

Étant  donnés  trois  points  quelconques  sur  une  droite,  et  trois  autres  points  quelconque  sur 
une  seconde  droite;  si  l'on  regarde  ceux-ci  comme  les  sommets  de  trois  triangles  ayant 
respectivement  pour  bases  les  trois  segments  formés  par  les  trois  premiers  points,  pris  deux 
à  deux;  il  passera,  par  les  extrémités  de  chaque  segment,  outre  les  deux  côtés  du  triangle  qui 
a  pour  base  ce  segment,  deux  autres  côtés  appartenant  aux  deux  autres  triangles;  ces  deux 
côtés  se  couperont  en  un  point,  et  l'on  aura  de  la  sorte  trois  points; 

Ces  trois  points  seront  en  ligne  droite. 

Le  théorème  correspondant,  dans  l'espace,  sera  le  suivant  : 

Etant  pris  arbitrairement  dans  un  premier  plan  quatre  points,  et  dans  un  autre  plan 
quatre  autres  points;  si  ceux-ci  sont  regardés  comme  les  sommets  de  quatre  tétraèdres  ayant 
pour  bases,  respectivement,  les  quatre  triangles  formés  par  les  quatre  premiers  points,  pris 
trois  à  trois:  par  les  côtés  de  chacun  de  ces  triangles  il  passera,  outre  les  trois  faces  du 
tétraèdre  qui  a  pour  base  ce  triangle,  trois  autres  plans  appartenant,  respectivement,  aux  trois 
autres  tétraèdres;  ces  trois  plans  se  couperont  en  un  point;  et  l'on  aura  ainsi  quatre  points 
dans  l'espace  ; 

Ces  quatre  points  seront  dans  un  même  plan. 
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113.  Si^  dans  le  théorème  ci-dessus^  on  place  les  sommets  du  triangle 
abc  de  manière  qu'ils  soient  respectivement  dans  les  plans  des  faces  corres- 
pondantes de  Fangle  trièdre^  alors  on  démontre  que  le  plan  des  trois  points 
J,  S'f  '/  passe  par  le  point  w,  c'est-à-dire  que  le  plan  correspondant  à 
chaque  point  m  de  la  figure  proposée  passera  par  ce  point. 

Ainsi  les  deux  figures  corrélatives  seront  les  mêmes  que  celles  que  nous 
avons  formées  par  voie  de  mouvement  infiniment  petit. 

De  là  pourraient  découler  plusieurs  conséquences  que  nous  sommes  obligé 
d'omettre^  parce  qu'elles  s'écarteraient  de  l'objet  de  cet  écrit. 


§  XXI.    DlFFÉREXTES  XETHODES  PARTICULIÈRES  POUR  FORMER  DES  FIGURES 

CORRÉLATIVES. 

114.  11  nous  reste  à  examiner  diverses  méthodes  particulières^  propres 
à  la  construction  des  figures  corrélatives^  dont  nous  n'avons  point  voulu 
parler  eocore,  pour  mieux  montrer  combien  le  principe  de  dualité,  démontré 
directendent  ^  et  envisagé  de  la  manière  la  plus  générale  dans  ses  deux 
parties,  est  d'un  usage  facile  et  spontané.  Mais  on  conçoit  que  des  méthodes 
particulières  pourraient,  dans  certains  cas,  offrir  des  avantages,  parce 
qu'elles  établiraient,  entre  deux  figures  corrélatives ,  quelques  rapports  par- 
ticuliers, qui  n'ont  |>as  lieu  explicitement,  en  général,  dans  deux  figures 
corrélatives  quelconques.  Par  exemple,  ne  pourrait-on  pas  établir  la  corré- 
lation de  manière  qu'il  y  eut,  entre  les  deux  figures,  des  relations  concer- 
nant certains  éléments  de  ces  figures,  tels  que  les  volumes,  les  surfaces, 
les  longueurs  de  courbes,  etc.?  De  telles  corrélations  particulières  condui- 
raiont,  cH>rtainenient,  à  une  foule  de  vérités  géométriques  que  l'on  ne  peut 
sou)^'onnor. 

Lo  moyeu  de  ret^herche,  dans  cette  question  d'une  si  haute  importance, 
nouH  8on)blo  renfermé  dans  le  peu  d'Analyse  qui  nous  a  servi  à  mettre  en 
évidonco  lo  princi)>e  de  dualité.  En  effet,  pour  former  une  figure  corrélative 
d'une  ligurt^  donnée,  analytiquement,  ou  géométriquement,  on  dispose 
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Cette  équation  ne  contenant  qu'au  premier  degré  les  coordonnées  x'^  y\ 
z'y  il  résulte^  du  théorème  I  (§  11)^  que  si  le  sommet  du  cône  parcourt  un 
plan^  le  plan  de  contact  tournera  autour  d'un  point  fixe;  si  le  sommet  du 
cône  parcourt  une  droite^  le  plan  de  contact  tournera  autour  d'une  droite; 
et  en  général^  si  le  sommet  du  cône  parcourt  une  surface  du  degré  m^  le 
plan  de  contact  roulera  sur  une  surface  à  laquelle  on  pourra  mener^  par 
une  même  droite^  m  plans  tangents.  Cest-à-dire  que  le  plan  de  contact 
formera  uiie  figure  corrélative  de  la  figure  parcourue  par  le  sommet  du 
cône. 

Le  plan  de  contact  mobile  est  appelé  le  plan  polaire  du  sommet  du  cône^ 
et  ce  sommet  est  dit  le  pôle  du  plan. 

Ainsi  la  théorie  des  pôles  et  des  plans  polaires  peut  servir  pour  la  con- 
struction des  figures  cofrélatives. 

116.  Ajoutons^  à  ces  propriétés  descriptives  des  figures  j9otore^  réci-- 
proquesy  la  suivante^  qui  concerne  leurs  relations  de  grandeur  : 

Si  le  sommet  du  cône  prend  quatre  positions  a^  b^  c^  d^  e?i  ligne  droite, 
le  plan  de  contact  prendra  quatre  positions  A,  B,  C,  D,  telles  quon  aura 
toujours 

sin.  C,Â   sin.  D,Â       ca    da 
sic.  G,  B  '  sin.  D,  B       cb'  db 

Ce  qui  résulte  du  théorème  IV  (§  IL) 

Cette  relation  complète  la  théorie  des  polaires  réciproques,  considérée 
dans  ses  applications  à  la  construction  des  figures  corrélatives  et  à  la 
démonstration  des  deux  parties  du  principe  de  dualité. 

117.  Remarquons  que  Féquation  du  plan  mobile,  telle  que  la  donne 
cette  théorie,  ne  renferme  que  neuf  constantes  arbitraires,  tandis  que  l'équa- 
tion générale,  qui  nous  a  servi  à  démontrer  le  principe  de  dualité,  en  con- 
tient quinze.  Le  mode  de  construction  des  figures  corrélatives ,  qui  résulte  de 
cette  théorie,  n'est  donc  pas  le  plus  général;  de  sorte  qu'une  figure  donnée^ 
et  sa  corrélative  construite  par  cette  théorie,  n'offrent  pas,  dans  leur  ensem- 
ble ,  la  plus  grande  généralité  possible  (ce  que  nous  rendrons  évident  dans 
le  paragraphe  suivant).  On  peut  donc  espérer  qu'en  disposant  convenable- 
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ment  des  quinze  constantes  arbitraires^  on  parviendra  à  des  modes  de 
construction  qui  offriront^  entre  les  deux  figures^  des  relations  que  ne  peut 
donner  la  théorie  des  polaires;  de  même  qu'en  variant  la  forme  de  la  surface 
du  second  degré  auxiliaire^  on  peut  obtenir^  de  cetle  théorie^  des  propriétés 
différentes  des  ûgures. 

Ainsi,  en  prenant  une  sphère  pour  surface  auxiliaire^  M.  Poncelet^  et 
d^autres  Géomètres  ensuite^  sont  parvenus  à  des  résultats  fort  intéressants^ 
concernant  les  relations  d'angles  des  figures.  {Mémoire  sur  la  théorie  géné- 
rale des  polaires  réciproques;  Journal  de  M.  Crelle,  t.  IV.) 

En  prenant  un  paraboloïde ,  nous  avons  obtenu  des  résultats  d'un  autre 
genre ^  concernant  principalement  les  relations  métriques.  (Correspondance 
mathématique  de  M.  Quetelet,  tomes  V  et  VI.) 

118.  On  sait  que  quand  le  plan  polaire  d'un  point  passe  jmr  un  second 
point,  récip'oquement  le  plan  polaire  de  ce  second  point  passe  par  le 
premier.  C'est  de  là  qu'est  venue  la  dénomination  de  polaires  réciproques. 
Cette  propriété  résulte  de  ce  que  l'équation  du  plan  polaire  d'un  point  (x^, 
y',  z')  ne  change  pas,  quand  on  y  met  x,  y,  z,  kh  place  de  x',  y',  z', 
et  réciproquement. 

Ainsi  les  plans  polaires  des  différents  points  d'un  plan  P  passent  par  un 
même  point  p,  qui  lui-même  a  pour  plan  polaire,  par  rapport  à  la  même 
surface,  précisément  le  plan  P. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  les  ûgures  corrélatives  construites  par  la  théorie 
des  polaires,  à  un  même  point  de  l'espace,  considéré  comme  appartenant 
successivement  à  la  figure  proposée,  puis  à  sa  corrélative,  correspofid  un 
même  plan. 

119.  Cela  n'a  pas  lieu,  en  général,  dans  la  construction  des  figures  corré- 
latives ;  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu  (93).  C'est  donc  là  un  des  caractères 
particuliers  des  figures  corrélatives  construites  par  la  théorie  des  polaires. 
Ce  caractère  se  présente  dans  d'autres  modes  de  construction,  ainsi  que  nous 
le  verrons  dans  un  des  paragraphes  suivants.  Mais  il  est  important  de  remar- 
quer ici  que  cette  identité  de  construction  des  deux  figures  corrélatives. 
Tune  par  l'autre,  dans  la  théorie  des  polaires,  doit  être  regardée,  dans  la 
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théorie  générale  des  figures  corrélatives^  comme  un  fait  accidentel^  tout 
à  fait  indifférent^  soit  pour  la  démonstration  du  principe  de  dualité^  soit 
pour  l'application  de  cette  théorie  à  la  transformation  des  propriétés  de 
rétendue. 

1 20.  Nous  ne  saurions  trop  appeler  Tattention  du  lecteur  sur  réquation 
(116): 

sin.  CjA    sin.  D,A       ca    da  , 

sin.C,  B    sin.  D,B       cb    db 

qui  représente  toutes  les  relations  immédiatement  transformables  par  la 
théorie  des  polaires^  de  même  que  par  les  autres  méthodes  du  même 
genre.  Faute  d'avoir  aperçu  celte  relation^  et  de  Tavoir  reconnue  comme  le 
type  unique  de  toutes  celles  que  Ton  pouvait  soumettre  à  la  théorie  des 
polaires  réciproques,  on  a  été  obligé  de  faire  intervenir,  dans  les  transfor-- 
mations  polaires,  la  théorie  des  déformations  par  voie  de  perspective,  pour  les 
figures  planes,  et  par  la  considération  des  figures  homologiques ,  pour  les 
figures  à  trois  dimensions.  De  sorte  que  Ton  a  fait  dépendre  les  applications 
du  principe  de  dualité,  de  la  théorie  des  figures  homologiques  *,  tandis  que 

*  M.  Poncclel,  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques,  après 
«voir  pris  unc.coniquc,  ou  une  surface  du  second  degré  quelconque,  pour  transformer  les  rela- 
tions descriptives,  prend,  pour  la  transformation  de^  relations  métriques,  un  cercle  et  une 
splici'c.  Puis  il  justifie  celte  méthode  et  démontre  la  généralité  de  ses  résultats,  en  ces  termes  : 
«  On  peut  remarquer  en  passant,  qu'attendu  la  nature  particulière  des  relations  que  nous 
D  venons  dVxaminer,  ces  différents  théorèmes  auraient  lieu,  d'une  manière  analogue,  dans  le 
»  cas  où,  à  la  place  d'un  cercle,  on  prendrait  une  section  conique  quelconque  pour  direetrice 

>  ou  auxiliaire;  car  on  peut  toujours  considérer  l'un  de  ces  systèmes  comme  la  perspective  ou 

>  projection  centrale  de  l'autre,  pourvu  néanmoins  que  les  figures  auxquelles  ils  se  rapportent 
■  soient  elles-mêmes  projcctives  de  leur  nature^  et  ne  concernent  par  conséquent  aucune 
»  grandeur  constante  et  déterminée. 

»  Au  surplus,  je  crois  devoir  le  dire  expressément,  cette  observation,  qui  s'applique  égale* 
•  ment  au  cas  de  l'espace  que  nous  aurons  bientôt  h  examiner,  n'ajoute  rien  à  la  gënëralitë 
»  des  conséquences  qu'il  est  possible  de  déduire  des  théorèmes  précédents,  quoique  leur 
»  énoncé  suppose  que  les  figures  polaires  réciproques  soient  prises  simplement  par  rapport  k 

>  un  cercle  auxiliaire.  »  (Voir  Journal  de  M.  Crelle,  l.  IV,  p.  55.) 

Ainsi  M.  Poncclet  démontre  a  posteriori,  au  moyen  de  la  Perspective,  la  généralité  de  ses 
transformations  faites  sur  le  plan ,  avec  un  cercle  pour  conique  auxiliaire.  Pour  le  cas  de  Tespaoe 
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Les  théorèmes  nouveaux  auxquels  nous  sommes  parvenu  dans  les  para- 
graphes précédents^  la  généralité  qu'ils  comportent^  et  la  facilité  avec  laquelle 
nous  les  avons  obtenus,  nous  semblent  justifier  Fimportance  que  nous 
attachons  à  la  relation  anharmonique  et  à  Péquation  ci-dessus. 

121.  Cette  équation,  abstraction  faite  de  son  importance  dans  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  considérée  comme  moyen  de  tranformation  des 
figures,  exprime  une  belle  propriété  des  surfaces  du  second  degré,  dont  on 
n'a  pas  encore  fait  usage,  et  qui  mérite  d'être  introduite  dans  la  théorie  de 
ces  surfaces,  où  elle  sera  susceptible  d'applications  très-nombreuses.  Nous 
en  présenterons,  pour  le  moment,  une  seule  qui,  concernant  la  description 
des  figures  polaires  réciproques,  ne  sera  point  étrangère  à  l'objet  de  cet 
écrit;  et  même  les  théorèmes  que  nous  y  démontrerons  nous  seront  utiles 
dans  le  paragraphe  suivant.  Mais,  pour  ne  point  interrompre  notre  examen 
des  différentes  méthodes  particulières  propres  à  la  construction  des  figures 
corrélatives,  nous  reportons  cette  application  de  l'équation  en  question  dans 
un  dernier  paragraphe,  sous  le  titre  de  Note. 


$5  XXIII.  Autre  méthode,  tirée  de  la  considération  des  surfaces  du  second 

DEGRÉ  ,  ET  PLUS  GÉNÉRALE  QUE  CELLE  DES  POLAIRES  RÉCIPROQUES.  APPLI- 
CATION DE  CETTE  MÉTHODE. 

122.  Soit  l'équation  d'une  surface  du  second  degré, 

Ax«-4-  B;/* -f- Cz*  =  1 . 

Prenons,  pour  l'équation  d'un  plan  mobile. 


kx'x  -4-  By'y  ^  Cz'z  =  1  -f-  Lx'  -h  Mi/'  -4-  Nr', 

où  0?',  y',  z'y  sont  les  coordonnées  du  point  directeur  m'  (§  I*^"^). 

Nous  allons  parvenir,  par  la  considération  de  la  surface  du  second  degré^ 
à  une  relation  géométrique  entre  ce  point  directeur  et  le  plan  mobile. 
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Ce  plan  a  pour  pôle,  dans  la  surface  du  second  degré,  un  point  m",  dont 
les  coordonnées  a?",  y",  ^",  ont  pour  expressions 


x" 

X' 

*</ 

1 

-f- 

Lx' 

-f-  My'-t- 

Nz' 

fi" 

y' 

V 

1 

-f- 

Lx' 

+  M/H. 

Nz' 

f" 

z' 

1  -♦-  Lx'  -♦-  My'  +  Nz' 


Concevons  un  plan  fixe  qui  ait  pour  équation 


Lx  H-  My  -4-  Nz  -f-  1  =  0. 


La  perpendiculaire  abaissée  du  point  m',  sur  ce  plan,  a  pour  valeur 


1?-.' 


_       1  ^  Lx'  -♦-  Mv'  -♦-  Nz 
m'p'  = — ::=z=zzr— 

On  a  donc 

x'  1 


X     = 


.'^» 


*wp     l/L'-f-M'^N» 


Soil  0  Torigine  des  coordonnées,  qui  est  le  centre  de  la  surface;  on  a 


om"       x" 


om        X 


z\y  par  conséquent, 

om'  1 


om"^ 


^P    [/TTwT^ 


Soit  fx  le  point  où  la  droite  om"  perce  le  plan  mobile,  dont  le  point  m'' 
est  le  pôle;  et  soit  oa  le  demi-diamètre  de  la  surface,  dirigé  suivant  cette 
droite;  on  a,  comme  Ton  sait, 


om    =  — 
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d'où 


i 

oa        om' 


'^f 


^^       *^P     l/L'  -f-  M*  -+-  N' 


Cette  équation  exprime  les  relations  géométriques  qui  ont  lieu  entre  le  point 
directeur  m'  (x'  y',  z^)  et  le  plan  mobile. 
On  en  tire 


./„' 


I  mp 

oa  =  oa, 7  •  consl. 

om 

Ce  qui  donne  lieu  à  ce  théorème  : 

Si,  du  centre  d'une  surface  du  second  degré,  on  ^nène  un  rayon  à  chaqtie 
point  d'une  figure  proposée  A',  et  quon  prenne  sur  ce  rayon,  à  partir  du 
centre  de  la  surface,  un  segment  qui  soit  à  ce  rayon  divisé  par  la  distance 
du  point  de  la  figure  à  un  plan  fixe,  et  multiplié  par  le  carré  du  demi- 
diamètre  de  la  surface,  compris  sur  ce  rayon,  dans  une  raison  constante:  le 
plan  mené  par  l'extrémité  de  ce  segment,  parallèlement  au  plan  diamétral 
conjugué  à  la  direction  du  rayon,  enveloppera  une  autre  figure  A,  qui  sera 
CORRÉLATIVE  de  la  proposée. 

123.  Si  le  plan  fîxe  est  à  Tinfini^  cette  flgure  A  sera  précisément  la 
polaire  réciproque  de  la  proposée. 

Car,  dans  ce  cas,  on  a  L  =  0,  M  =  0,  N  =  0;  et  Téquation  du  plan 
mobile  se  réduit  à 

équation  du  plan  polaire  du  point  (x^yy'y  ^'),  par  rapport  à  la  surface  du 
second  degré. 

Et  la  formule  géométrique  prend  alors  la  forme  connue 

oa 
oii  =  — ;• 
om 

Ainsi  le  mode  de  transformation  exprimé  par  le  théorème  cî-dessus  com- 
prend, comme  cas  particulier,  celui  que  donne  la  théorie  des  polaires 
réciproques. 
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124.  Ce  mode  de  transformation  jouit  de  la  propriété  suivante^  qui  est 
l'une  des  plus  utiles  dans  les  applications  de  cette  théorie;  savoir  : 

Le  plan  corrélatif  dhm  point  est  parallèle  au  plan  diamétral  de  la  sur^ 
face  auxiliaire,  conjugué  à  la  droite  qui  va  du  centre  de  cette  surface  à  ce 
point. 

Sous  ce  premier  rapport^  le  mode  général  de  transformation  oflre  donc 
les  mêmes  facilités^  dans  ses  applications^  que  celui  des  polaires  réci- 
proques. 

125.  Mais^  sous  un  autre  rapport^  il  oflre  un  grand  avantage  que  n'a 
pas  cette  théorie.  C'est  que,  à  un  même  point  de  l'espace,  considéré  comme 
appartenant  successivement  aux  deux  figures,  ne  correspond  pas,  dans  les 
deux  figures,  un  même  plan,  comme  cela  a  lieu  dans  la  théorie  des  polaires. 
Ainsi  par  exemple,  au  point  pris  pour  centre  de  la  surface  auxiliaire, 
considéré  comme  appartenant  à  la  figure  A',  correspond  l'infini  dans  la 
surface  A;  et  à  ce  point,  considéré  comme  appartenant  à  la  figure  A,  cor- 
respond le  plan  fixe  dans  la  figure  A'. 

Cette  difl*érence  rend  notre  mode  de  transformation  immédiatement  appli- 
cable à  plusieurs  relations  métriques,  auxquelles  la  théorie  des  polaires 
réciproques  n'est  pas  propre. 

Quelques  exemples  éclairciront  cela. 

126.  Mais  disons  d'abord  que  le  mode  de  transformation  se  simplifie 
quand  la  surface  du  second  degré  est  une  sphère.  Alors  les  plans  de  la 
figure  A  sont  perpendiculaires  aux  rayons  menés,  du  centre  de  la  sphère, 
aux  points  correspondants  de  la  figure  A';  et  la  formule  de  transformation 
est,  en  comprenant  le  rayon  de  la  sphère  dans  le  coefficient  constant: 


f^r 


mp 
OfA  =  A. 


om 


Et  si  l'on  vient  à  supposer  que  le  plan  fixe  P,  sur  lequel  sont  abaissées 
les  perpendiculaires  m'/?',  soit  à  l'infini,  la  formule  se  réduit  à 


X 

OfA=    ; 

om 
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128.  Il  faudra  se  rappeler  toujours^  dans  les  applications  de  la  formule 
générale,  que,  au  point  o  considéré  dans  la  figure  A,  correspond  le  plan 
fixe  dans  la  figure  A'. 

D'où  il  suit  que  : 

l''  A  un  plan  M  mené  par  le  point  o,  et  considéré  comme  appartenant 
à  la  figure  A,  correspond,  dans  la  figure  A',  un  point  situé  dans  le  plan 
fixe  P; 

Ce  point  est  sur  la  perpendiculaire  au  plan  M,  menée  par  le  point  o  (126). 

2°  A  une  droite  L,  menée  par  le  point  o,  et  considérée  comme  appar- 
tenant à  la  figure  A ,  correspond,  dans  la  figure  A',  une  droite  située  dans  le 
plan  P; 

Cette  droite  est  Fintersection  de  ce  plan  par  le  plan  mené  avec  le  point  o, 
perpendiculairement  à  la  droite  L. 

128.  La  formule 

om' 


7np 

ne  donne  directement  que  les  points  m'  de  la  figure  A',  correspondant  aux 
plans  de  la  figure  A,  et  non  les  plans  de  la  figure  A',  correspondant  aux 
points  de  la  figure  A.  Mais  il  est  facile  d'en  tirer  la  manière  de  construire  ces 
plans.  Pour  cela,  étant  donné  un  point  s  de  la  figure  A,  on  concevra,  mené 
par  ce  point,  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  os;  on  prendra,  dans  la  sur- 
face A',  le  point  correspondant  à  ce  plan,  et  la  droite  correspondant  à  la 
droite  os  :  le  plan  mené  par  ce  point  et  par  cette  droite  sera  le  plan 
cherché. 

D'où  Ton  conclut  que  : 

Pour  construire  le  plan  S'  de  la  figure  A',  correspondant  à  un  point  s  de 
la  figure  A,  on  tirera  la  droite  os  y  sur  laquelle  on  prendra  le  point  s'  déter- 
miné par  la  formule 

os=  X,  — -  • 
os 

Par  le  point  o,  on  mènera  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  os;  ce  plan 
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Ton  aura  un  plan  S,  correspondant  au  point  s  y  qui  sera  le  plan  polaire  du 
point  0  par  rapport  à  cette  surface  A'  *. 

A  trois  plans  diamétraux  rectangulaires  de  la  sphère,  correspondront 
trois  points  situés  dans  le  plan  S,  qui  seront  tels  que  le  plan  polaire  de 
chacun  d'eux ,  par  rapport  à  la  surface  A',  passera  par  les  deux  autres.  Les 
droites  menées  du  point  o,  à  ces  trois  points,  seront  rectangulaires,  comm< 
étant,  par  construction,    respectivement  perpendiculaires  aux  trois  plan& 
diamétraux  de  la  sphère;  et  ces  trois  droites  seront  trois  axes  conjuguée 
relatifs  au  point  o,  puisque  ce  point  est  le  pôle  du  plan  S,  par  rapport  à 
surface  A'.  Ainsi  trois  axes  conjugués,  relatifs  au  point  o,  sont  rectauj 
laires;  ce  qui  prouve  que  la  surface  A'  est  de  révolution,  et  quelle 
point  0  pour  foyei*,  et  le  plan  S  pour  plan  directeur  correspondant. 

Cette  surface  est  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport  au  plai^HHm^vni  P, 
puisque  la  direction  de  son  plan  directeur  S  dépend  de  la  position  du  centz^  -W^  're  s 
de  la  sphère  proposée,  et  que  ce  centre  est  pris  arbitrairement  ^^K^^m^^^ns 
Tespace. 

Si  la  sphère  enveloppe  le  point  o,  la  surface  A'  ne  coupera  pas  le  plai 
parce  que  si  elle  le  coupait,  à  la  courbe  d'intersection  correspondrai! 
cône  circonscrit  à  la  sphère,  et  ayant  le  point  o  pour  sommet. 

Et  si,  au  contraire,  le  point  o  se  trouve  au  dehors  de  la  sphère  A 
plan  P  coupera  la  surface  A'. 

132.  Cest  un  théorème  de  Géométrie  élémentaire,  facile  à  démoni 
que  «  si  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencoi 
»  une  sphère  en  deux  points,  et  qu'on  mène  les  plans  tangents  en 
»  points,  la  somme  ou  la  diflerence  des  valeurs  inverses  des  distances^ 
»  ces  plans,  au  point  fixe,  sera  constante.  »  Ce  sera  la  somme  quand  le  po. 
fixe  sera  pris  au  dedans  de  la  sphère,  et  la  différence  quand  il  sera  pris  ^ 
dehors. 

Prenons  pour  le  point  fixe  le  point  o,  et  appliquons  ce  théorème  k\^ 

*  Car,  en  gënëral,  le  plan  correspondant  ou  point  s  est  le  plan  polaire,  par  rapport  à  la 
surface  Â',  du  point  qui  correspond  h  Tinfini  de  la  première  figure  (27);  et  ici  ce  point  est  le 
centre  de  la  surface  auxiliaire,  c*est-à-dire  le  point  o  (125). 


I 
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droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  deux  plans  tangents  à  la  surface^ 
passe  par  le  pôle  du  plan  fixe;  et  que,  par  conséquent,  le  théorème  peut  être 
énoncé  ainsi  : 

Si^  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  tramversale  qui  reticontre 
en  deux  points  une  surface  du  second  degré,  de  révolution  ;  la  somme  ou  la 
différence  des  distances  de  ces  points,  à  un  foyer  de  la  surface,  divisées  par 
les  distances  des  mêmes  points,  au  plan  polaire  du  point  fixe,  sera  comtante. 

Ce  sera  la  somme  si  le  point  fixe  est  situé  dans  Tintérieur  de  la  surface^  et 
la  différence  s'il  est  situé  en  dehors. 

Nous  pourrions,  par  la  même  méthode  de  transformation,  démontrer 
diverses  autres  propriétés  nouvelles  des  foyers  des  surfaces  de  révolution  ; 
mais  elles  se  présenteront  dans  nos  applications  du  principe  d'homographie. 

135.  Deuxième  application.  Soit  un  polygone  régulier,  de  m  côtés,  cir- 
conscrit à  un  cercle,  et  soit  n  un  nombre  plus  petit  que  m.  La  somme  des 
puissances  n  des  perpendiculaires  abaissées,  d'un  point  fixe  o,  sur  les  côtés 
du  polygone,  sera  constante,  quelle  que  soit  la  position  du  polygone  par 
rapport  à  ce  point.  Cela  résulte  d'un  théorème  de  Stewart,  qui  donne 
l'expression  de  la  somme  de  ces  puissances  n,  en  fonction  du  rayon  du 
cercle,  du  nombre  m  et  de  la  distance  du  point  o  au  centre  du  cercle  *. 

Appliquant  à  ce  théorème  la  formule 

m'p' 


om 

on  en  conclut  le  suivant  : 

Si,  autour  du  foyei*  d'une  conique,  on  fait  tourner  une  rose  des  vents, 
de  m  rayons; 

n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m; 

La  somme  des  puissances  n  des  distances  des  m  points  où  ces  rayons  ren- 
contreront la  conique,  à  une  droite  fixe,  divisées  respectivement  par  les  puis- 
sances n  des  distances  de  ces  points,  au  foyei^  de  la  courbe,  sera  constante. 

136.  On  peut  remplacer,  dans  ce  théorème,  la  distance  de  chaque  point 

*  Some  gênerai  theorems  of  considérable  use  in  the  higher  parts  of  mathematics  ;  prop.  40. 
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obtiendra  ainsi  un  théorème  correspondant^  dans  une  conique  quelconque^ 
au  théorème  de  Cotes. 

L'expression  de  ce  théorème  est  un  peu  compliquée.  Pour  la  simplifier^ 
nous  supposerons  que  la  droite  qui^  dans  la  nouvelle  figure^  est  corrélative 
du  point  0  de  la  première  figure,  soit  située  à  Finfini.  Alors  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Si  l'on  divise  Fespace  angulaire^  autour  du  foyer  d'une  conique,  en  2m 
parties  égales^  en  menant  2m  rayons ,  dont  le  premier  coïncide  avec  le 
gra)id  axe;  et  qu'aux  points  on  ces  rayons  rencontrent  la  courbe,  on  lui 
mène  ses  tangentes  : 

Le  produit  des  distances  des  tangentes  de  rang  impair,  au  foyer,  sera 

Et  le  produit  des  distances  des  tangentes  de  rang  pair,  au  foyer,  sera 


6«« 


c*"  ^ 


égal  à  - 

a  et  h  étant  les  deux  demi-axes  principaux,  et  c  l'excentricité  de  lu 
conique. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  on  a  ce  théorème  : 

Si  l'on  divise  l'espace  angulaire,  autour  du  foyer  d'une  parabole,  en  2m 
parties  égales,  par  2m  rayons  y  dont  le  premier  coïncide  avec  l'axe  de  la 
parabole,  et  qu'on  mène  les  tangentes  à  la  courbe,  aux  m  points  où  les  rayons 
de  rang  pair  la  rencontrent;  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  du 
foyer,  sur  ces  tangentes,  sera  égal  à  la  puissance  m  de  la  distance  du  foyer 
à  la  directrice. 

§  XXIV.  Autres  modes  de  consthuction  des  figures  corrélatives  :  par 

LE  DÉPLACEMENT  FLM ,  OU  INFINIMENT  PETIT,  d'uN  CORPS  SOLIDE  LIBRE  DANS 
l'espace;  par  la  considération  d'un  SYSTÈME  DE  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN 
CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

143.  Quand  on  a  un  corps  solide,  placé  d'une  manière  quelconque  par 
rapport  à  trois  axes  coordonnés,  qye  nous  supposerons  rectangulaires;  on 
sait  que  si  Ton  fait  éprouver  à  ce  corps  un  mouvement  infiniment  petit,  les 
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Et,  en  yéntrml.  k%  pkmà  m^mma  mut  Irajecîoires  des  points  d'une 
fmrfate  dm  de^t  m.  t^Kekfft^iU  mmt  $etomle  smrface  géométrique ,  à  laquelle 
OH  peut  wi^/ker  m  /Jmk*  kvnfen^tê  par  mmt  mièmt  droite. 

144.  Aioêi;  qa^ùà  uoe  fifun^.  de  forme  quelconque^  éprouve  un  dépla- 
cemeot  iofionDent  petit.  ie$  pblk^  nomiaiu  aux  trajectoires  de  ses  points 
enveloppent  one  seeomie  fifure  qui  e^t  eorrétatîre  de  la  première. 

Voilà  donc  une  onniêre  très-^^mple  de  concevoir  la  description  des 
figures  corrélatives. 

145.  Cette  méthode  oflre  des  avanta^  dans  la  Géoméirie  spéculative, 
parce  que  les  figures  v  ont  une  dépendance  particulière,  qui  n'a  pas  lieu 
dans  la  théorie  des  polaires;  c'est  que  chaque  plan  de  la  nouvelle  figure 
passe  par  le  point  correspondant  de  b  figure  proposée.  Cela  fait  que  la 
seconde  partie  du  principe  de  corrélation,  c*est-à-dire  le  théorème  lY,  n'a 
plus  besoin  de  démonstration  :  il  est  une  conséquence  immédiate  de  la 


construction  des  figures. 

146.  Mais  il  y  a,  entre  les  deux  figures,  un  rapport  de  relations  métriques 
beaucoup  plus  simple ,  qui  repose  sur  ce  théorème  : 

//  existe,  dans  le  corps,  un  certain  axe  qui  na  de  mouvejnent  que  dans  sa 
propre  direction; 

Les  plaM  normaux  aux  trajectoires  de  deux  points  quelconques  a,  b  du 
corps  rencontrent  cet  axe  en  deux  points  a,  S,  qui  sont  les  pieds  des  perpen-- 
diculaires  abaissées  sur  lui,  des  points  a ,  b  ; 

De  sorte  que  ton  a  toujours 

«€  ^=  a6 .  COS.  (aby  X); 

X  désignant  la  direction  de  Taxe  en  question. 

Ainsi  Ton  aura ,  entre  les  distances  des  points  de  la  figure  proposée ,  et  les 
segments  que  les  plans  correspondants,  dans  la  figure  corrélative,  intercep- 
teront sur  Taxe  X,  des  équations  de  cette  forme.  Ces  équations  serviront  à 
convertir  les  relations  métriques  de  la  figure  donnée,  en  relations  apparte- 
nant à  la  nouvelle  figure. 
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Nous  nous  bornons^  pour  le  moment^  à  énoncer  cette  proposition^  pour  ne 
pas  surcharger  cet  écrit  de  détails  étrangers  à  son  but  principal;  nous  nous 
proposons  de  revenir  sur  ce  sujets  pour  établir^  par  de  simples  considérations 
de  Géométrie^  les  propriétés  générales  du  mouvement  d'un  corps  solide; 
lesquelles  propriétés  sont  nombreuses  et  intéressantes /et  sont  susceptibles^ 
quoique  purement  géométriques^  d'apporter  quelque  lumière  dans  plusieurs 
questions  de  Mécanique. 

147.  lie  déplacement  fini  quelconque  d'un  corps  solide^  dans  l'espace^ 
peut  donner  lieu  aussi  à  la  construction  de  figures  corrélatives.  Cette  con- 
struction est  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

Si  Fon  a,  dans  ^espace,  deux  figures  égales,  et  placées  d'une  manière 
quelconque ,  l'une  par  rapport  à  t autre  ; 

Que  Von  joigne,  par  des  droites,  les  points  de  la  première  figure  aux 
points  correspondants  de  la  seconde;  et  que,  par  le  milieu  de  chacune  de  ces 
droites  on  lui  mène  un  plan  normal; 

Tous  ces  plans  envelopperont  une  figure  qui  sera  corrélative  de  chacune 
des  deux  figures  proposées,  et  corrélative,  aussi,  d'une  troisième  figure^  for- 
mée  par  les  points  milieux  des  droites  qui  joignent  les  points  homologues 
dans  les  deux  preinières. 

Donc^  si  la  première  est  plane^  la  troisième  sera  plane  aussi;  et  les  plans 
menés  par  ses  diflerents  points  passeront  par  un  même  point  (ce  point  sera 
situé  dans  le  plan  de  cette  troisième  figure). 

Si  la  première  figure  est  une  surface  du  second  degré^  la  troisième  figure 
sera  aussi  une  surface  du  second  degré;  et  les  plans  menés  par  ses  points 
envelopperont  une  autre  surface  du  second  degré. 

Nous  donnerons  dans  un  autre  écrit  la  démonstration  de  ces  théorèmes^ 
qui  peut  se  faire  par  de  simples  considérations  de  Géométrie^  ou  par  TÂna- 
lyse  *. 

On  peut  vérifier  aisément  ces  théorèmes,  au  moyen  des  formules  suivantes,  relatives  au 
déplacement  fini  d'un  corps  solide  dans  Tespace,  en  fonctions  des  six  coeflicicnts  indépendants 
qui  suffisent  pour  exprimer  ce  déplacement. 
Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  corps,  dans  sa  position  primitive,  el  x',  y\  z'  les 
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148.  Le  mode  de  construction  des  figures  corrélatives,  que  nous  a  fourni 
Je  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  solide,  peut  être  présenté  d'une 
autre  manière,  où  n'entre  pas  l'idée  de  mouvement.  Voici  comment  : 

Soil  une  vis  y  placée  d'une  manière  quelconque  dans  P  espace;  cofwevans 
que,  par  tous  les  points  d'une  figure  proposée,  passent  des  hélices  de  la 
vis  : 

4**  Les  plans  normaux  à  ces  hélices,  menés  par  les  points  de  la  figure , 
envelopperont  une  seconde  figure,  qui  sera  corrélative  de  la  première  ; 

5°  Le  segment  compris  sur  l'axe  de  la  vis  y  entre  deux  j>lans  normaux, 
sera  égal  à  la  projection  orthogonale  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
correspondants. 

De  sorte  que  les  relations  métriques  de  la  première  figure  seront  faciles 
à  transporter  dans  la  seconde. 

1 49.  11  résulte  de  là  que  si  l'on  coupe  la  surface  d'une  vis  (à  filets  trian- 
gulaires ou  rectangulaires ,  indifféremment)  par  un  plan  quelconque,  et  que, 

coordonnées  du  même  point  considéré  après  le  déplacement;  ces  coordonnées  ont  des  valeurs 
de  la  forme 

1— \/i  — (L>-4-M'-f-N^ 


x'=  l  -ha;V/l  — (L»-f-M*-f-iV)  -t-  {Hz  -  Nj/)  -+- ,  ^         — .  L  .  (La?  h-  My  -♦-  Nz). 


î/'=m-+-î/t/l  — (L*-f-M»-t-N«)-+-(Na?  — Lz)H , ,     '    — — ^  .M  .(Lj?-hMyH-Na), 

L*H-  M"  H-  SS' 

1— i/l—(L« -*-»!» -^N») 


s'  =  in-zV/i-(L*-*-M»-f-N»j4-(Ly-Ma;)H , ,     „, — ^ .  N  .  (La: -+- My -♦- Ni)  ; 

OÙ  Ij  m,  n,  L,  M,  N,  sont  six  coefficients  indépendants. 

Ces  formules  sont  la  généralisation  de  celles  d*Euler,  qui  ne  convenaient  qu'à  un  déplacement 
infiniment  petit  du  corps  solide. 

Elles  peuvent  servir  aussi  pour  la  transformation  d*un  système  de  coordonnées  rectangulairet 
en  un  autre  système  de  coordonnées  rectangulaires.  Et,  sous  ce  rapport,  elles  satisfont  à  une 
question  qui  a  occupé  dans  tin  temps  les  Géomètres  :  trouver  de  telles  formules  qui  ne  con- 
tiennent que  les  trois  coefficients  indépendants  nécessaires  et  suffisants  pour  exprimer  la  po- 
sition des  nouveaux  axes,  et  où  ces  coefficients  entrent  d'une  manière  symétrique. 

Les  formules  de  Monge,  qui  ont  résolu  cette  question  (Mémoires  de  l'Académie  de  Turin; 
années  1784  et  i785),  ont  l'inconvénient  de  contenir  six  expressions  radicales  différentes.  Les 
formules  précédentes  n'en  contiennent  qu'une. 
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151.  Quant  aux  relations  métriques  de  la  nouvelle  figure,  on  les  con- 
clura de  celles  de  la  figure  proposée,  au  moyen  de  la  proposition  suivante^ 
dont  la  démonstration  est  sans  difiiculté,  mais  serait  ici  sans  intérêt  : 

Si  l'on  prend  un  certain  axe  fixe,  parallèle  à  la  résultante  de  toutes  les 
forces  (Paxe  que  M.  Poinsot  a  appelé  Vaxe  central  des  moments  *),  le  seg-- 
ment  intercepté  sur  cet  axe,  par  deux  plans  quelconques  appartenant  à  tune 
des  deux  figures,  sera  égal  à  la  projection  orthogonale,  sur  cet  axe,  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  correspondants,  dans  l'autre  figure. 


§  XXV.  Cakactékes  particuliers  de  divers  modes  de  construction 

DES    figures  corrélatives. 

152.  Nous  avons  vu  que  la  théorie  des  polaires  réciproques  nWre  pas 
la  construction  la  plus  générale  des  figures  corrélatives,  parce  qu^elle  ne 
permet  de  disposer  que  de  neuf  constantes,  au  lieu  de  quinze.  Il  en  est  de 
môme  des  autres  modes  que  nous  venons  d'exposer  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, dans  chacun  desquels  on  ne  peut  disposer  que  de  six  constantes. 
Dans  ces  dernières  méthodes,  les  figures  corrélatives  ont  un  caractère  parti- 
culier; c'est  que  les  plans  d'une  figure  passent  par  les  points  de  l'autre  figure 
auxquels  ils  correspondent.  Mais  ces  méthodes  ont  un  autre  caractère  propre, 
qui  leur  est  commun  avec  celle  des  polaires  réciproques,  et  qui  ne  se  pré- 
sente pas  d'une  manière  aussi  palpable  :  c'est  une  réciprocité  parfaite  entre 
deux  figures  corrélatives;  réciprocité  qui  consiste  en  ce  que  si,  après  avoir 
construit  la  figure  corrélative  A'  d'une  figure  A,  on  voulait,  par  le  même 
mode  de  construction ,  former  la  figure  corrélative  de  A',  on  retrouverait  la 
figure  A.  Cela  a  lieu,  comme  on  sait,  dans  la  théorie  des  polaires,  parce  que 
le  point  fixe,  par  lequel  passent  tous  les  plans  polaires  des  différents  points 
d'un  plan^  a  précisément  pour  plan  polaire  ce  plan  (118).  11  en  est  de  même 
dans  la  construction  des  figures  corrélatives,  par  voie  de  mouvement  infini- 

*  Éléments  de  Statique;  G'  édition,  page  358. 
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directeur  parcourt  ce  plan,  le  plan  mobile  tournera  autour  d'un  point  de  la 
surface  A',  dont  les  coordonnées  sont  données  par  les  trois  équations 

X  =  LU,     Y  =  MU,     Z=:NU; 

et  ce  point  est  précisément  celui  où  le  plan  mobile  touche  la  surface  A', 
quand  le  point  directeur  est  en  a  (théorème  IL) 

Soient  a?",  y",  z"  les  coordonnées  de  ce  poinL  Remplaçons,  dans  les 
trois  équations  précédentes,  X,  Y,  Z,  U  par  X",  Y",  Z",  U",  pour  indiquer 
que  les  trois  variables  y  ont  les  valeurs  a:",  y",  z";  nous  aurons  les  trois 
équations 

L'équation 

X"x  -+-  Y"y  H-  Z"z  =  U" 

représente  un  plan  mobile,  entraîné  par  le  mouvement  du  point  (a?",  y'',  z'^). 
Si  nous  supposons  que  ce  point  soit  sur  la  surface  A',  les  trois  équations 
précédentes  auront  lieu;  par  conséquent  Téquation  générale  de  son  plan 
mobile  se  réduira  à 

Lx  •¥■  My  -f-  Nz  =  i . 

C'est  précisément  Féquation  du  plan  tangent  à  la  surface  A. 
L'équation 

.  X"x  -4-  Y'y  -+-  Z"z  =  U" 

est  donc  «elle  qui  convient  au  second  plan  mobile,  pour  qu'il  enveloppe 
la  surface  A,  pendant  que  son  point  directeur  parcourt  la  surface  A'. 

Or,  on  voit  que,  pour  former  cette  équation,  il  faut  changer,  dans  l'équa- 
tion du  premier  plan  mobile,  les  coordonnées  courantes  en  celles  du  second 
point  directeur,  et  celles  du  premier  point  directeur  en  coordonnées  cou- 
rantes. On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  général  : 

Quand  l'équation  d'un  plan  mobile  contient^  au  premier  degré,  les  coof*- 
dannées  x',  y',  z'  d'un  point  directeur;  si  l'on  y  change  les  coordoivnées  cou-' 
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cipal  relatif  à  cette  origine^  on  trouve  que  le  plan  du  moment  principal  d^un 
point  quelconque  (a?',  y',  z'),  a  pour  équation 

(z'A,  -  y'A,  -  M.)  X  ^  (x'A,  -  z'A,  -  M,)  y 
H- (.y'A.  —  x'A^  —  M,)  2  -*-  x'i\I,H-.y'M,-+-jc'M.=:0; 

et  une  simple  vérification  fait  voir  que  cette  équation  reste  la  même 
quand  on  y  change  les  coordonnées  courantes  a?,  y,  z,  en  x',  y',  z'  et  vice 
versa. 

L'équation  du  plan  mobile^  dans  ce  dernier  mode  de  construction  des 
figures  corrélatives^  a  tout  à  fait  la  même  forme  que  celle  du  plan  normal 
à  la  trajectoire  d'un  point  d'une  figure  en  mouvement  :  il  y  a  en  effet , 
dans  ces  deux  questions^  des  rapports  intimes  remarquables,  dont  il  serait 
hors  de  propos  de  parler  ici ,  et  sur  lesquels  nous  reviendrons  ailleurs. 

155.  Il  nous  reste  à  faire  voir  que,  chaque  fois  que  Féquation  du  plan 
mobile  sera  symétrique,  comme  dans  les  exemples  précédents,  elle  aura 
nécessairement  la  forme  de  l'équation  du  plan  polaire  d'un  point  par  rapport 
à  une  surface  du  second  degré,  ou  celle  du  plan  normal  à  la  trajectoire  d'un 
point  d'un  corps  solide  en  mouvement. 

En  effet,  l'équation  générale  du  plan  mobile  est  de  la  forme 

(ax  -+-  6y  -4-  cz  —  d)  x'  -4-  (a'x  -♦-  b'y  •+■  c'z  —  d')  y'  -+-  (a"x  -*-  b"y  -^  c"z  —  d")  z' 

—  (a"'x  -♦-  b"'y  -+-  c'"z  —  d'")  =  0. 

Cette  équation  sera  la  même,  après  le  changement  de  a?,  y,  z  en  ar',  y', 
z^  et  vice  versa,  si  son  premier  membre  est  resté  identiquement  le  même^ 
soit  avec  le  même  signe ,  soit  avec  un  signe  différent. 

Dans  le  premier  cas,  en  comparant  le  premier  membre  à  ce  qu'il  devient 
par  le  changement  en  question,  on  trouve  les  six  conditions  : 

d  =  a",    d'  =  6",     d"=c",     6  =  a',    c^a'\     c'  =  6"; 
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et;  dans  le  second  cas^  on  trouve  les  conditions 

a  =  0,    6=0,     r  =0,    d"  =  0, 
rf  =  — a",     rf'  =  ~6",     rf"  =  -c",     6t=— a',     c=-o',     c  =  — 6'. 

Telles  sont  les  deux  seules  solutions  de  la  question. 

Les  deux  équations  du  plan  mobile,  qui  y  correspondent,  sont 

ax'x  -4-  b'y'y  -♦-  c"z'z  ■+■  b  {y'x  -^  x'y)  -^  c  (z'x  -+-  x'z)  -+-  6"  (z'y  -♦-  y'z) 
—  d  (x  -^  X')  — -d'  (y  -4-  y')  -  d"  (z  -*-  z')  —  d"'  =  0 

et 

6  (y'x  —  x'y)  -*-  c  (z'x  —  x'z)  ^  6"  {z'y  —  y'z)  —  d  (x  —  x')  —  d'  (y  —  y')  —  d"  (z  —  z')  «  0. 

Faisons 

a«2A,    6'  =  2B,    c"«2C,     6=D,    c==E,    6"=F,     d«~G,    d'=— H,    d''=— I: 

la  première  équation  devient 

(2Ax'  -^  Dy'  -h  Ez  -4-  G)  X  -h  (2By'  -4-  Dx'  -*-  Fz'  ^  H)  y 
H-  (2Cz'  -4-  Ex'  -^  Fy'  -♦-  I)  z  -^  Gx'  -4-  Hy'  -k-  \z  -  d' "  —  0. 

G^est  Féquation  du  plan  polaire  du  point  (x',  y',  z'),  par  rapport  à  la 
surface  du  second  degré  qui  a  pour  équation 

d'" 
Ax'  -4-  By'  -4-  Cz'  -4-  Dxy  -♦-  Exz  -4-  Fyz  -4-  Gx  -♦-  Hy  -♦-  Iz =  0, 

Donc,  dans  le  premier  cas,  le  plan  mobile  pourra  toujours  être  considéré 
comme  le  plan  polaire  du  point  directeur,  par  rapport  à  une  surface  du 
second  degré. 

Nous  devons  faire  observer  que  cette  surface  pourrait  être  imaginaire; 
alors,  en  changeant  le  signe  du  dernier  terme  de  son  équation,  on  aurait  une 
surface  réelle.  Ainsi  Ton  pourrait  encore,  dans  ce  cas,  diriger  le  mouve- 

87 


686  MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE 

ment  du  plan  mobile  par  la  considération  d'une  surface  auxiliaire^  du  second 
degré. 

Dans  le  second  cas^  si  Ton  fait 

Féquation  du  plan  mobile  devient 

(«  —  x')  ^  -*-  (y  —  y')  ^  -4-  («  —  x')  (îh  —  {y'x  —  x'y)  «TN  —  (x'z  —  z'x)  ^M  —  (z'y  — y'«)  <ÎL  =  0. 

Cest  Féquation  du  plan  normal  à  la  trajectoire  du  point  (x^,  y',  z'),  consi- 
déré comme  appartenant  à  une  figure  de  forme  invariable^  qui  a  éprouvé 
un  mouvement  infiniment  petit. 

Remarquons  que  cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y  fait  x  ='  x', 
y  =  y\z  =  z'. 

1S6.  De  cette  analyse^  il  résulte  que  : 

Quand  l'équation  d'un  plan  mobile  contient,  au  premier  degré,  les  coor^ 
données  x',  y',  z'  (Tun  point,  et  quelle  reste  la  même  quand  on  y  change 
les  coordonnées  courantes  x,  y,  z  en  x',  y',  z'  et  vice  versa,  elle  ne  peut 
avoir  que  deux  formes  différentes;  et  le  plan  mobile  peut  être  considéré 
comme  le  plan  polaire  du  point  (x',  y',  z'),  par  rapport  à  une  surface  du 
second  degré,  déterminée;  ou  bien  comme  le  plan  normal  à  la  trajectoire 
du  point  (x',  y',  z'),  regardé  comme  appartenant  à  un  corps  solide  qui 
éprouve  un  mouvement  infiniment  petit. 

Mais  on  conçoit  que  ces  deux  formes  de  Féquation  du  plan  mobile  pour- 
raient avoir  d'autres  interprétations  géométriques;  comme  nous  Favons  fait 
voir  à  Fégard  de  la  seconde ,  qui  convient  aussi  au  plan  du  moment  prin- 
cipal d'un  système  de  forces,  relatif  au  point  (a?',  y',  z'). 
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Pareillement^  les  points  by  6  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  mêmes  points;  il  en  est  de  même  des  points  c,  y  et  des  points  rf,  S; 
donc  trois  quelconques  de  ces  quatre  systèmes  de  deux  points  forment  une 
involution  (Note  X,  art.  12  W^^  p.  555);  et,  par  suite,  les  huit  points  ont 
entre  eux  la  relation  que  nous  voulions  démontrer  (même  Note,  n**  9). 

158.  Maintenant,  pour  faire  Tapplication  de  la  formule  (1),  que  nous 
nous  proposons,  écrivons  ainsi  cette  formule 

fie   sin.A,G       ad   sin.  A,  D 
6c'sin.B,C       ôct'sin.  B,  D 

Le  second  membre  est  constant,  quels  que  soient  le  point  c  et  son  plan 
polaire  G.  Que,  dans  le  plan  C,  on  prenne  un  point  m  :  son  plan  polaire  M  pas- 
sera par  le  pôle  c  du  plan  G.  Le  rapport  des  distances  du  point  m,  aux  deux 
plans  A,  B,  sera  égal  à^j^i-^i^j  je  rapport  des  distances  du  plan  M,  aux 
deux  points  a,  6,  sera  égal  à^;  et,  d'après  Téquation  ci-dessus^  ces  deux 
rapports  seront  entre  eux  dans  une  raison  constante. 

On  a  donc  cette  propriété  générale  des  surfaces  du  second  degré  : 
Étant  pris  dans  V espace  deux  points  fixes  a ,  b ,  e/  leurs  plans  polaires 
A,  B,  par  rapport  à  une  surface  du  secoiid  degré  ;  si  Fon  mène  un  plan 
transversal  quelconque,  le  rapport  de  ses  distances  aux  deux  points  a,  b, 
se7'a  au  rapport  des  distames  du  pôle  de  ce  plan,  aux  deux  plans  A ,  B ,  dans 
une  raison  constante^  quel  que  soit  le  plan  transversal. 

159.  Si  le  plan  transversal  est  tangent  à  la  surface,  son  pôle  sera  le 

point  de  contact;  on  en  conclut  que  : 

* 

Etant  pris  dans  l'espace  deux  points  fixes,  et  leurs  plans  polaires  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré;  le  rapport  des  distances  d^un  point 
quelconque  de  là  surface,  à  ces  deux  plans,  sera  au  rapport  des  dista^ices  du 
plan  tangent  à  la  surface,  en  ce  point,  aux  deux  points  fixes,  dans  une  rai- 
son constante. 

D'après  cela ,  on  reconnaît  que  plusieurs  des  théorèmes  que  nous  avons 
démontrés,  sur  les  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  menés  par 
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161.  D'abord)  elle  établit  une  relation  générale  entre  trois  plans  quel- 
conques et  leurs  pôlcs^  pris  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré; 
relation  qui  fait  voir  que^  trois  plans  étant  donnés^  on  ne  peut  pas  prendre 
arbitrairement  trois  points  pour  représenter  les  pôles  des  trois  plans  ^  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré.  Deux  de  ces  points  peuvent  être 
pris  arbitrairement^  mais  le  troisième  doit  être  assujetti  à  une  certaine 
condition^  exprimée  par  Féquation  (2).  L'expression  géométrique  de  cette 
condition  est  que  le  troisième  pôle  doit  être  pris  sur  un  certain  plan  déter- 
miné. 

Car  Féquation  (2)  fait  connaître  le  rapport  (l)  •  (b)>  fl^^  lui-même  déter- 
mine la  position  du  plan  mené  par  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  A^B^ 
et  par  le  pôle  e  du  troisième  plan  C. 

162.  Nous  conclurons  de  là,  d'abord,  ce  théorème  : 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  telles,  que  deux  plans 
donnés  aient  chacun  le  même  pôle  par  rapport  à  ces  surfaces;  les  pôles  d'un 
plan  transversal,  mené  arbitrairement,  seront  sur  un  même  plan  qui  passera 
par  la  droite  d'intersection  des  plans  donnés. 

163.  Si  le  plan  transversal  esta  l'inOni,  ses  pôles  seront  les  centres  des 
surfaces;  donc 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  telles,  que  deux  plans 
donnés  aient  chacun  le  même  pôle  par  rapport  à  toutes  ces  surfaces,  ces  sur- 
faces ont  leur  centres  situés  sur  un  même  plan. 

164.  La  même  équation  (2)  donne  le  rapport  (^)  :  (J);  ce  rapport  déter- 
mine sur  la  droite  ab  un  point  par  où  passe  le  point  G;  on  conclut  de  là 

que  : 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  telles,  que  deux  platis 
donnés  aient  chacun  le  même  pôle  par  rapport  à  ces  surfaces ,  les  plans 
polaires  d'un  point,  pris  arbitrairement  dans  l'espace ,  passeront  par  un 
même  point  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  pôles. 

165.  Désignons  par  L  le  plan  mené  par  le  point  a  et  par  la  droite  d'iD- 
tersection  des  plans  B,  C;  par  M  le  plan  mené  par  le  point  b  et  par  la  droite 
d'intersection  des  plans  C,  A;  et  enfin  par  N  le  plan  mené  par  le  point  c  et 
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Pareillement , 


cm 
am 


a 
C 


L'équatioD  (2)  devient  donc 


an    bl    cm 
on    cl    am 

équation  qui  prouve  que  les  trois  points/^  m,  n,  sont  en  ligne  droite. 
Donc  : 

Un  triangle  étant  pUcé  d'une  manière  quelconque  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré^  les  plans  polaires  de  ses  sommets  rencontretit,  res- 
pectivement,  les  côtés  opposés,  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème  pouvait  se  conclure  immédiatement  du  précédent^  par  la 
théorie  des  polaires  réciproques;  mais  il  nous  a  paru  intéressant  de  montrer 
que  Tun  et  l'autre  sont  exprimés  par  la  seule  équation  (2). 

167.  Des  deux  théorèmes  (165)  et  (166),  on  déduit  sans  difficulté  cette 
propriété  générale  des  surfaces  du  second  degré  : 

Etant  donné  un  tétraèdre,  et  étant  pris  les  pôles  de  ses  quatre  faces,  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré  y  et  les  plans  polaires  de  ses  quatre 
sommets  ; 

1*»  Les  droites  qui  joindront  les  sommets  du  tétraèdre  aux  pôles  des 
faces  opposées  à  ces  sommets,  seront  quatre  génératrices,  d'un  même  mode 
de  génération,  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe; 

2°  Les  droites  d'' intersection  des  plans  polaires  des  sommets  du  tétraèdre, 
par  les  faces  opposées  à  ces  sommets  respectivement,  seront  quatre  géné^ 
ratrices,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  second  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

168.  Ce  théorème  est  susceptible  d'une  multitude  de  conséquences.  Nous 
en  avons  exposé  déjà  plusieurs  dans  les  Annales  de  Mathématiques,  \.  XIX  ^ 
p.  76.  Nous  nous  bornerons  ici  à  faire  observer  qu'on  en  conclut  que  : 
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plans,  formeront  un  système  de  trois  diamètres  conjugués.  Ces  Irois  diamètres 
feront  connaître,  par  la  construction  que  nous  avons  donnée  dans  la 
Note  XXV,  les  trois  axes  principaux  de  la  surface. 

Ainsi  le  problème  est  résolu  complètement. 

Nous  nous  sommes  étendu  sur  cette  solution,  parce  que  nous  croyons 
qu'il  serait  utile  qu'on  ne  négligeât  aucune  occasion  de  construire  les  sur- 
faces du  second  degré  déterminées  par  diverses  conditions,  pour  hâter  le 
perfectionnement  de  leur  théorie,  et  arrivera  la  connaissance  de  la  relation 
si  désirée  qui  doit  exister  entre  dix  points  d'une  telle  surface.  Peul-êlre 
parviendra-t-on  d'abord,  en  s'occupant  de  ce  genre  de  questions,  à  quelques 
cas  particuliers  de  cette  relation,  qui  mettront  sur  la  voie  de  la  relation 
générale  elle-même. 
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v^v^\\\^^^'V\'V\'^^^v\^^'\^\^^^^^^^'V\^^^^\\\\'VV\f\\v\^\^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\^ 


SECONDE  PARTIE. 


PRINCIPE   D'HOMOGRAPHIE 


§  I.  Démonstration  du  principe  d^homographie. 

170.  Les  propositions  auxquelles  nous  avons  appliqué  le  principe  de 
dualité  nous  ont  souvent  conduit  à  des  propositions  d'une  plus  grande  géné- 
ralité^ dans  leur  genre  ^  que  ces  premières  dans  le  leur.  On  conçoit  donc 
qu'en  appliquant  le  nriéme  principe  à  ces  nouvelles  propositions^  on  en 
obtiendra  d'autres^  du  genre  des  premières^  mais  qui  pourront  être  plus 
générales  qu'elles.  Le  principe  de  dualité  oiïre  donc  le  moyen  de  généraliser 
une  foule  de  propositions  connues.  Mais  on  voit  sur-le-champ  que  ce  moyen 
devant  toujours  être  le  méme^  puisqu'il  se  réduit  à  répéter  deux  fois  le 
mécanisme  de  la  transformation  des  figures  par  le  principe  de  dualité;  on 
voit,  dis-je,  que  ce  moyen  peut  être  érigé  lui-même  en  principe  général  de 
rétendue,  immédiatement  applicable  aux  figures  proposées. 

171.  Voici  comment  nous  énoncerons  ce  principe  : 

Une  figure  de  forme  quelconque  élanl  donnée  dans  l'espace  y  on  peut 
toujours  concevoir  une  seconde  figure  du  même  genre,  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés  descriptives  que  la  première ,  c'est-à-dire  qu'à  chaque 
point  y  à  chaque  plan,  à  chaque  droite  de  la  première  figure ,  correspon-- 
dront,  dans  la  seconde,  un  point,  un  plan,  une  droite; 
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Aux  points  à  l'infini  dans  la  première  figure  y  correspondront,  dans  la 
seconde,  des  points  situes  tous  sur  un  même  plan;  de  sorte  qu'à  des  fais- 
ceaux de  droites  parallèles  y  appartenant  à  la  première  figure,  correspon- 
dront, dans  la  seconde,  des  faisceaux  de  droites  concourant  en  des  points 
situés  tous  sur  un  même  plan; 

Les  deux  figures  auront  entre  elles  des  relations  de  grandeur,  consistant 
en  ce  que  : 

1°  Ze  rapport  anharmonique  de  quatre  points  situes  en  ligne  droite,  dans 
la  première  figure,  sera  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
homologues,  dans  la  seconde  figure; 

2°  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  de  la  première  figure,  pas- 
sant  par  une  même  droite,  sera  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
plans  homologues,  dans  la  seconde  figure. 

Ainsi  a,  b,  c,  d  étant  quatre  points  quelconques  de  la  première  figure^ 
situés  en  ligne  droite^  <^t.^'>  6^  c'y  d'  étant  les  quatre  points  homologues 
dans  la  seconde  figure^  on  aura  toujours  Fégalité 

ca    da      c'a'    d'à' 
^*^ 7b''db^Vb''dV'' 

et  Â^  B^  G^  D  étant  quatre  plans  quelconques  de  la  première  figure^  pas- 
sant par  une  même  droite^  et  A'^  B'^  G'^  D'  étant  les  quatre  plans  homolo- 
gues dans  la  seconde  figure^  on  aura  Fégalité 

sin.  C,A    sin.  D,A       sin.  C'.A'    sin.  D'.Â' 

/9\  i — : —=: • —  . 

^^ sin.CB    sin.  D,B       sin. C, B' *  sin.  D, B' 

La  démonstration  de  ce  principe  est  bien  simple;  il  suffit  de  concevoir 
une  figure  A'  corrélative  de  la  proposée  A,  c'est-à-dire  sa  transformée  par 
le  principe  de  dualité;  puis  de  former  une  autre  figure  A'^  corrélative 
de  A';  il  est  clair  que  A"  sera  du  même  genre  que  A,  et  que  les  deux 
figures  auront  entre  elles  toutes  les  dépendances  comprises  dans  Ténoncé  du 
principe. 
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172.  Si  les  quatre  plans  A ^  B^  C^  D  étaient  parallèles  entre  eux,  on 
remplacerait  le  premier  membre  de  Téquation  (2)  par  le  rapport  anharmo- 
DÎque  des  quatre  points  où  ces  plans  rencontreraient  une  transversale  queU 
conque;  ainsi  soient  a,  6,  y,  i  ces  points,  on  aurait 

yoL    âa      sin.  C',A'    sin.  D',A' 
^ ^  *  jë  "^  sin.  C,  B'  *  sin.  D',  B'  ' 

On  agirait  de  même  si  les  quatre  plans  correspondants  A',  B^,  G^,  D^,  de 
la  seconde  figure ,  étaient  parallèles  entre  eux. 

173.  Ces  formules  se  simplifîent  quand  un  ou  deux  des  points  qui  y 
entrent  sont  à  TinGni. 

Si  le  point  d,  de  la  première  figure,  est  situé  à  Finfini^  Téquation  (1) 
deviendra 

ca      c'a'    d'à'    . 

Si  Tun  des  quatre  points  a',  6',  c',  e/',  de  la  seconde  figure,  est  aussi  situé 
à  TinGni,  Féquation  deviendra  encore  plus  simple;  car  le  second  membre  ne 
contiendra  que  deux  segments,  de  même  que  le  premier. 

174.  Les  deux  équations  (1)  et  (2)  sont  susceptibles  d'interprétations 
géométriques  qui  faciliteront,  dans  beaucoup  de  questions,  les  applications 
du  principe  d'homographie. 

L'équation  (1  )  s'écrit  sous  la  forme 

ca    c'a'       da     d'à' 
Tb'Tb'^db'Jb'' 

Le  second  membre  est  indépendant  de  la  position  du  point  e,  situé  sur  la 
droite  a6,  et  de  son  homologue  c'  ;  nous  pouvons  donc  écrire 


ca    c'a' 


-:-  =  const., 


quel  que  soit  le  point  c  sur  la  droite  a6. 
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Menons  par  le  point  c  un  plan  quelconque  M;  considérons-le  comme 
appartenant  à  la  première  figure^  et  menons  par  le  point  &  le  plan  M'  qui 
lui  correspondra  dans  la  seconde  figure.  Soient /^^  q^  les  distances  du  plan  M 
aux  deux  points  a,  b;  on  aura 

p       ca 
q       cb 

Soient  pareillement  p^ ,  q^,  les  distances  du  plan  M'  aux  points  a',  b' ; 
on  aura 

p        ca 

On  a  donc 

P  P 

—  :  —  =  const. 

Le  plan  M  a  été  mené  arbitrairement  par  le  point  c;  et  ce  point  avait 
une  position  quelconque  sur  la  droite  ab;  de  sorte  que  le  plan  M  a  une 
position  tout  à  fait  arbitraire  dans  Fespace.  Cette  équation  exprime  donc 
que  : 

Dans  deux  figures  homographiques ,  le  rapport  des  distances  d'un  plan 
quelconque  de  la  première^  à  deux  points  fixes  de  cette  figure,  est  au  rap- 
port  des  distances  du  plan  homologue ,  dans  la  seconde  figure,  aux  deux 
points  fixes  qui  correspondent  à  ceux  de  la  première  figure,  dans  une  raison 
constante. 

175.  Maintenant  considérons  Téquation  (2)^  et  écrivons-la  sous  la  forme 

sin.  C,Â     sin.C',A'       sin.  D,  A    siu.D',  A' 
sin.C,B  *  sin.  C,  B'  ""  sin.  D,  B    sin.  D',B' 

Le  second  membre  est  indépendant  de  la  position  du  plan  G^  qui  est  arbi- 
traire^ pourvu  seulement  que  ce  plan  passe  par  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  A,  B;  on  a  donc 

sin.  c,  A    sin.C',A' 

: =  const. 

sin.C,B    sin.C',B' 


MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE.  699 

Prenons^  dans  le  plan  G /un  point  quelconque  m  appartenant  à  la  première 
figure;  et^  dans  le  plan  C^  le  point  correspondant  m'  de  la  seconde  figure.  Le 
rapport  des  distances  du  point  m^  aux  deux  plans  A,  B^  sera  égal  à  ^.°' ^ ^ ; 
le  rapport  des  distances  du  point  mJy  aux  deux  plans  A',  B',  sera  égal  à 
^^°' ^; y .  Ces  deux  rapports  seront  entre  eux  dans  une  raison  constante^ 
d'après  Téquation  ci-dessus.  On  en  conclut  ce  principe  : 

Dans  deux  figures  homographiques ,  le  rapport  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  la  première,  à  deux  plans  fixes  appartenant  à  cette  première 
figure,  est  au  rapport  des  distances  du  point  homologue  dans  la  seconde 
figure,  aux  deux  plans  fixes  qui  correspondent  aux  deux  premiers,  dans  une 
raison  constante. 

Cette  raison  ne  dépend  que  de  la  position  des  plans  fixes  auxquels  on 
rapporte  les  points  des  deux  figures. 

176.  L'un  des  deux  plans  fixes  de  chaque  figure  peut  être  prisa  Tinfini  : 
nous  allons  voir  ce  que  devient  alors  le  théorème. 

Supposons  que  le  plan  B  soit  à  Tinfini  :  les  quatre  plans  A',  B^  C^  D  étant 
alors  parallèles  entre  eux^  nous  nous  servirons  de  Féquation  (3)^  dans 
laquelle  S  est  à  Finfini.  Cette  équation  devient 


ou 


ou  enfin 


rot       8m.C',A'    sin.D',Â' 
<fa        siD.  es  B'  '  8in.  D',  B'  ' 

^"  '  8in.  C,  B'  "**      *  sin.  D',  B 


sin.  C,  A' 
va  :       ■  =  const., 

8in.C',B 


quel  que  soit  le  plan  C  et  le  plan  C'^  qui  lui  correspond  dans  la  seconde 
figure. 

/a  est  proportionnel  à  la  distance  d'un  point  quelconque  du  plan  C  au 
plan  A,  puisque  le  plan  C  est  parallèle  au  plan  A  ;  ^^^  ^; g>  est  proportioQiiel 
à  la  distance  d'un  point  du  plan  C'^  aux  deux  plans  A^^  B';  on  conclut  donc 
de  là  que  : 
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phiques^  à  un  point  et  à  son  plan  polaire  par  rapport  à  la  première  surface^ 
correspondront  un  point  et  son  plan  polaire  par  rapport  à  la  seconde;  à 
deux  droites ,  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  première  surface,  corres- 
pondront deux  droites,  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  seconde. 

184.  D'après  cela,  soient  trois  diamètres  conjugués  de  la  première 
surface  1;  la  polaire  de  chacun  d'eux  est  située  à  Finfini,  dans  le  plan  des 
deux  autres;  donc,  à  ces  diamètres  correspondront,  dans  la  surface  homo- 
graphique  1' ,  trois  droites  passant  par  le  point  G',  qui  seront  telles  que  la 
polaire  de  Tune  d'elles  sera  dans  le  plan  des  deux  autres;  et  ces  polaires 
seront  toutes  trois  dans  le  plan  polaire  du  point  G'.  On  peut  dire  que  ces  trois 
droites  sont  telles,  que  la  polaire  de  chacune  d'elles  passe  par  le  point  de 
concours  des  deux  autres. 

Nous  avons  déjà  eu  à  considérer,  dans  la  première  partie  de  cet  écrit,  le 
système  des  trois  droites  menées  par  un  point  fixe ,  de  manière  que  chacune 
d'elles  ait  sa  polaire,  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  comprise 
dans  le  plan  des  deux  autres.  Nous  les  avons  appelées  axes  conjugués,  rela- 
tifs au  point  fixe. 

Ainsi,  par  un  point  donné,  on  peut  mener  une  infinité  de  systèmes  de 
trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré.  Ces  sys- 
tèmes de  trois  axes  conjugués  jouissent  de  nombreuses  propriétés,  dont 
plusieurs  sont  des  généralisations  des  propriétés  connues  des  systèmes  de 
diamètres  conjugués  des  surfaces  du  second  degré.  Nous  avons  déjà  dé- 
montré un  certain  nombre  de  ces  propriétés;  mais  la  matière  est  loin  d'être 
épuisée,  et  nous  aurons  à  y  revenir  dans  plusieurs  de  nos  applications  de  la 
théorie  des  figures  homographiques. 

§  III.  Lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  trois  plans  tangents 

A  UNE  SURFACE  DU  SECOND  DEGRÉ,  ASSUJÉTIS  A  CERTAINE  CONDITION. 

185.  On  sait  que  si  l'on  mène  trois  plans  rectangulaires,  tangents  à  une 
surface  du  second  degré,  2,  leur  point  d'intersection  a  pour  lieu  géomé- 
Irique  une  sphère  concentrique  à  la  surface.  Ge  théorème  est  du  à  Monge. 
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Pour  le  généraliser  par  la  déformation  homographique  ^  au  lieu  de  dire 
que  les  trois  plans  tangents  sont  rectangulaires^  considérons -les  comme 
étant  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  d^une  sphère,  qui  soient  conjugués 
entre  eux. 

Concevons  cette  sphère  et  ses  trois  plans  diamétraux  conjugués;  dési- 
gnons-la par  U,  et  soit  W  la  sphère  décrite  par  le  point  d'intersection  des 
trois  plans  tangents  à  la  surface  1.  Faisons  la  déformation  homographique. 
Nous  aurons  deux  surfaces  du  second  degré,  l'y  U'  ;  un  plan  T  correspondant 
à  rinfini  de  la  première  figure;  trois  plans  tangents  à  la  surface  2',  ayant 
pour  traces,  sur  le  plan  I',  trois  droites  telles,  que  la  polaire  de  chacune 
d'elles,  par  rapport  à  la  surface  U ',  passera  par  le  point  de  rencontre  des  deux 
autres  (184).  Le  point  de  rencontre  de  ces  trois  plans  engendrera  une  surface 
du  second  degré,  W,  homographique  de  W,  et  qui  par  conséquent  aura  une 
courbe  d'intersection,  commune  avec  U',  située  sur  le  plan  I'  (parce  que  les 
deux  surfaces  U  et  W  étant  semblables  et  semblablement  placées,  ont  une 
courbe  d'intersection  à  l'infini);  et  ce  plan  V  aura  même  pôle  dans  les  deux 
surfaces  2'  et  W  (parce  que  ce  pôle  correspondra  au  centre  commun  des 
deux  surfaces  U  et  W). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  général  : 

Étant  données  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré;  si,  dans  un 
plan  fixe,  on  prefid  arbitrairement  trois  droites  telles,  que  la  polaire  de  cha- 
cune d'elles ,  par  rapport  à  la  seconde  surface,  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  deux  autres;  et  que,  par  ces  trois  droites,  on  mène  trois  plans  tan- 
gents à  la  première  surface;  le  point  de  rencontre  de  ces  trois  plans  aura 
pour  lieu  géométrique  une  surface  du  second  degré,  qui  coupera  la  seconde 
surface  sur  le  plan  fixe;  et  le  pôle  de  ce  plan,  dans  cette  nouvelle  surface, 
sera  le  mê^ne  que  dam  la  première  des  deux  surfaces  proposées. 

Ce  théorème  général  est  susceptible  de  plusieurs  corollaires. 

186.  D'abord,  si  le  plan  V  esta  l'infini,  on  en  conclut  que  : 

Étant  données  deux  surfaces  du  second  degré;  si  l'on  mène  trois  plans 
tangents  à  la  première,  qui  soient  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués de  la  seconde,  le  point  d'intersection  de  ces  trois  plans  sera  sur  une 
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troisième  surface  du  second  degré,  semblable  à  la  seconde  et  semblablement 
placée. 

Quand  la  seconde  surface  est  une  sphère^  ce  théorème  est  précisément 
celui  de  Monge  y  d'où  nous  sommes  parti. 

187.  Si  le  plan  I'  coupe  la  seconde  surface  suivant  une  conique^  les  trois 
droites  prises  dans  ce  plan  seront  telles  que  le  pôle  de  chacune  d'elles^ 
par  rapport  à  cette  conique,  sera  le  point  de  concours  des  deux  autres; 
on  peu!  donc  donner  au  théorème  ce  second  énoncé,  moins  général  que  le 
premier,  seulement  parce  qu'il  ne  permet  plus  de  supposer  à  Finfini  le  plan 
fixe  : 

Si  Von  a  dans  l'espace  une  surface  du  second  degré  et  une  conique ,  et 
que,  par  trois  droites  prises  dans  le  plan  de  cette  courbe,  de  manière  que  le 
pôle  de  chacune  d'elles,  par  rapport  à  ta  courbe,  soit  le  point  de  cofwours 
des  deux  autres,  on  mène  trois  plans  tangents  à  la  surface;  leur  point  d'in- 
tersection  aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  du  second  degré,  passant 
par  la  conique,  et  telle,  que  le  cône  qui  lui  serait  circonscrit  suivant  cette 
courbe  aurait  pour  sommet  le  pôle  du  plan  de  cette  courbe,  pris  par  rapport 
à  la  surface  proposée. 

La  dernière  partie  de  ce  théorème  prouve  que  si  la  conique  est  une 
section  de  la  surface  proposée,  les  deux  surfaces  se  toucheront  suivant  cette 
courbe. 

188.  On  peut  supposer,  dans  les  théorèmes  précédents,  que  Tun  des 
diamètres  principaux  de  la  première  surface  devienne  nul ,  c'est-à-dire  que 
cette  surface  se  réduise  à  une  conique;  on  aura  de  nouveaux  théorèmes,  dont 
nous  n'énoncerons  que  le  suivant  : 

Si  l'on  a  deux  coniques  situées  d'une  manière  quelconque  dam  l'espace, 
et  que,  par  trois  droites  prises  dans  le  plan  de  la  seconde,  de  manière  que  le 
pôle  de  chacune  d'elles  par  rapport  à  cette  seconde  courbe,  soit  le  point  de 
concours  des  deux  autres,  on  mène  trois  plans  tangents  à  la  première  coni- 
que, leur  point  d'intersection  aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  du 
second  degré,  qui  passera  par  la  seconde  conique;  et  le  cône  circonscrit  à 
cette  surface,  suivant  cette  courbe,  aura  pour  sommet  le  pôle  de  la  droite 
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d'intersection  des  plans  des  deux  coniques ,  pris  par  rapport  à  lapre- 
mière. 

II  résulte^  de  la  dernière  partie  de  ce  théorème^  que^  si  les  plans  des  deux 
courbes  sont  parallèles^  le  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  surface^  suivant 
la  seconde  courbe,  sera  le  centre  de  la  première; 

Et  que,  si  la  première  conique  a  son  centre  sur  le  plan  de  la  seconde^ 
cette  seconde  conique  sera  une  section  diamétrale  de  la  surface. 

On  pourrait  supposer  que  la  première  conique  eût  un  de  ses  axes  nul, 
et  se  réduisit  à  une  ligne  droite  limitée  à  deux  point  fixes.  Des  trois  plans 
tangents  à  cette  conique,  deux  passeraient  par  Fun  de  ces  points,  et  l'autre 
par  le  sScond  point.  Et  les  théorèmes  précédents  s'appliqueraient  encore  à 
ce  cas. 

On  pourrait  inéme  supposer  que  Tun  des  deux  points  extrêmes  de  la  droite 
fixe  fût  à  Tinfini. 

189.  Reprenons  le  cas  général  de  deux  surfaces  quelconques.  Si  le  plan  V 
est  tangent  à  la  première ,  il  est  clair  que  tout  point  de  ce  plan  appartiendra 
à  la  troisième  surface,  parce  qu'on  pourra  le  considérer  comme  l'intersec- 
tion de  trois  plans  tangents  à  la  surface ,  menés  par  les  trois  droites  prises 
dans  ce  plan;  ces  trois  plans  se  confondant  avec  ce  plan  lui-même.  Il  résulte 
de  là  que,  dans  ce  cas,  la  troisième  surface  sera  le  système  de  deux  plans 
dont  l'un  est  le  plan  fixe. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  surfaces  du  second  degré ^  et  un  plan  fixe,  tangent 
à  la  première  ;  si  par  trois  droites  prises  dans  ce  plan ^  de  manière  que  la 
polaire  de  chacune  d'elles ,  par  rapport  à  la  seconde  surface ,  passe  par  le 
point  de  concours  des  deux  autres^  on  mène  trois  plans  tangents  à  la  pre- 
mière surface,  le  point  d intersection  de  ces  trois  plans  sera  toujours  sur  un 
même  plan. 

La  première  surface  peut  se  réduire  à  une  conique,  comme  dans  les  théo- 
rèmes précédents;  et,  à  la  seconde  surface,  on  peut  substituer  une  conique. 
On  aurait  ainsi  divers  autres  théorèmes. 

1 90.  En  appliquant  le  principe  de  dualité  au  théorème  de  Monge ,  ou 
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au  théorème  généra]  (185),  on  obtient,  sur-le-champ,  celte  autre  propriété 
générale  des  surfaces  du  second  degré  : 

Étant  donmes  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré;  si,  par  un 
point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  la  seconde  (184),  le 
plan  déterminé  par  trois  des  points  de  rencontre  de  ces  trois  axes  avec  la 
première  surface,  roulera  sur  une  troisième  surface  du  second  degré,  qui 
aura  pour  centre  d'homologie  avec  la  seconde  surface  le  point  fixe;  et  ce  point 
aura  le  même  plan  polaire  dans  cette  troisième  surface  et  dans  la  première 
des  deux  proposées. 

Nous  entendons  ici,  avec  M.  Poncelel,  par  centre  dliomobgie  des  deux 
surfaces,  le  sommet  d'un  cône  (réel  ou  imaginaire)  circonscrit  afhx  deux 
surfaces. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  montrer  les  diverses  conséquences  de  ce 
théorème  général. 


§  IV.  Propriétés  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués  d'une  surface 

DU  SECOND  degré,  RELATIFS  A  UN  POINT. 

i  91 .  Soient  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré  ;  la 
somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  de  leurs  extrémités,  sur  un 
plan  diamétral  fixe,  sera  constante. 

Faisant  la  déformation  homographique ,  on  conclut  de  là,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  ci-dessus  (184),  et  par  le  principe  de  relations  mé- 
triques du  numéro  176,  cette  propriété  générale  des  surfaces  du  second 
degré  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré,  et  quon  prenne  sur  chacun  d'eux  un  des  deux 
points  oii  il  perce  la  surface,  on  aura  ainsi  trois  points  qui  seront  tels,  que 
la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  un  plan  fixe  mené  par  le  point 
donné  y  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  distances  des  mêmes  points 
au  plan  polaire  du  point  donné,  sera  constante. 
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Si  Ton  prend  le  plan  fixe  parallèle  au  plan  polaire  du  point  fixe^  le  théo- 
rème sera  susceptible  d'un  autre  énoncé,  qui  exprimera  une  proposition  déjà 
démontrée  d'une  autre  manière  (1"^  partie,  §  XI ,  n**  49 ). 

192,  Concevons,  menés  par  le  point  fixe,  trois  plans  rectangulaires;  pour 
chacun  d'eux  on  aura  l'équation  qui  exprime  le  théorème  ci-dessus.  Ajoutant 
membre  à  membre  ces  trois  équations,  on  voit  qu'il  en  résulte  une  autre 
propriété  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués,  relatifs  à  un  point.  Cette 
propriété  est  le  théorème  du  numéro  52. 

193.  Si,  dans  le  théorème  général  (191),  on  suppose  le  point  fixe  situé 
à  l'infini,  et  si  l'on  observe  que  les  trois  axes  conjugués,  relatifs  au  point 
fixe,  percent  son  plan  polaire  en  trois  points  dont  chacun  a  pour  polaire, 
par  rapport  à  la  section  de  la  surface  par  ce  plan,  la  droite  qui  joint  les  deux 
autres  ;  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  un  plan  diamétral  d'une  surface  du  second  degré,  on  pretid 
trois  points  tels  que  chacun  d'eux  ait  pour  polaire,  par  rapport  à  la  section 
de  la  surface  par  ce  plan,  la  droite  qui  joint  les  deux  autres^  et  que  par 
ces  points  on  mène  les  trois  cordes  de  la  surface,  parallèles  au  diamètre 
coujugué  au  plan  diamétral;  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  trois 
points,  à  une  droite  fixe  située  dans  ce  plan,  divisés  respectivement  par 
les  carrés  des  trois  cordes,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois 
points. 

La  droite  fixe,  située  dans  le  plan  diamétral ,  peut  être  à  l'infini  ;  et  on  en 
conclut  que  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  trois  cordes  est 
constante. 

194.  Si  l'on  remplace,  dans  ces  théorèmes,  les  trois  cordes  par  les  pro- 
duits des  segments  faits  par  la  conique  située  dans  le  plan  diamétral,  sur  des 
parallèles  à  une  même  droite,  menées  par  les  trois  points  en  question,  on 
aura  de  nouveaux  énoncés,  où  n'entrera  plus  la  considération  de  la  surface, 
et  qui  exprimeront  des  propriétés  des  coniques. 


90 
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§  V.  Autres  propriétés  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré,  relatifs  a  un  point. 

195.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées,  des  six  extré- 
mités de  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré,  sur  un 
plan  fixe  mené  arbitrairement  dans  Tespace ,  est  constante. 

On  conclut  de  là,  par  le  principe  de  relations  métriques,  du  numéro  176, 
cette  propriété  générale  des  surfaces  du  second  degré  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugues  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré;  la  somme  des  carrés  des  distances  des  six  points 
oit  ils  percefwit  la  surface,  à  un  plan  fixe  mené  arbitrairement  dans  l'espace, 
divisés  respectivement  par  les  carrés  des  distances  de  ces  points  au  plan 
polaire  du  point  fixe,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes 
conjugués,  relatifs  au  point  fixe. 

196.  Si,  dans  la  première  figure,  on  prend  pour  le  plan  fixe  celui  qui 
correspond  à  Tinfini  de  la  seconde  figure,  on  aura,  par  le  principe  du  nu- 
méro 177,  ce  théorème,  qui  n'est  autre  que  le  précédent,  où  le  plan  fixe  est 
situé  à  Tinfini  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré;  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des 
distances  des  six  points  oii  ils  perceront  la  surface,  au  plan  polaire  du 
point  fixe,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes  con-- 
jugués. 

197.  Et  appliquant  le  théorème  ci-dessus  (195)  à  trois  plans  rectangu- 
laires, on  aura  trois  équations  qui,  ajoutées  membre  à  membre,  donneront 
lieu  au  théorème  suivant  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré,  ils  rencontreront  la  surface  en  six  points,  dont  les 
carrés  des  distances  à  un  second  point  fixe  quelconque,  divisés  respective- 
ment par  les  carrés  des  distances  de  ces  points  au  plan  polaire  du  premier 
point  fixe,  auront  une  somme  constante. 
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§  VI.  Propriété  très-générale  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués, 

RELATIFS  A  UN  POINT,  DE  LAQUELLE  LES  AUTRES  SE  DÉDUISENT. 

198.  Dans  nos  applications  du  principe  de  dualité,  nous  sommes  par- 
venu à  plusieurs  propriétés  des  axes  conjugues  d'une  surface  du  second  degré, 
relatifs  à  un  point,  concernant  les  plans  tangents  à  la  surface,  aux  points  où 
ces  axes  la  rencontrent.  Les  propriétés  de  ces  mc^mes  axes,  que  nous  venons 
de  trouver  dans  les  paragraphes  précédents,  concernent  les  points  mêmes  où 
ces  axes  percent  la  surface.  Celles-ci  peuvent  être  exprimées  toutes  sous  un 
seul  énoncé  très-général,  que  nous  allons  présenter  comme  application  du 
principe  d'homographie. 

Soient  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré;  si,  d'un 
point  fixe  0,  on  mène  des  droites  aux  six  points  A,  a,  B,  6,  C,  c,  où  ils  ren- 
contrent la  surface,  la  somme  des  carrés  de  ces  six  droites  est  constante, 
quel  que  soit  le  système  des  trois  diamètres  conjugués. 

Ainsi  l'on  a 

ÏÎâ'  -h  Ôô* -♦-  ÔB -♦-  Ô5*-f-  ÔC*-t-  Oc=  const. 

Concevons  une  sphère  qui  ait  pour  centre  le  point  0;  et  soient  A',  a',  B', 
6',  C,  c'  les  points  où  ses  six  rayons  qui  aboutissent  aux  points  A,  a,  etc., 
la  rencontrent;  on  aura 

ÔÂ~'     oô"* 


H-  elc.  =  roiisl. 


OA'         0«' 


Faisons  la  figure  homographique,  et  désignons  par  les  mêmes  lettres  les 
points  correspondants,  dans  cette  figure,  aux  points  0,  A,  a,  etc.,  de  la 
première.  Soient  L,  /,  M,  m,  N,  n  les  points  où  les  six  droites  OA,  Oa, 
OB,  06,  OC,  Oc,  dans  la  nouvelle  figure,  percent  le  plan  qui  corres- 
pond à  l'infini  de  la  première  :  on  aura,  en  appliquant  à  chacun  des 
termes  de  l'équation  ci -dessus  la  formule  du  numéro  173,  le  théorème 
suivant  : 
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par  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées^  des  points  A^  A'^  sur  ce  plan 
fixe;  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Si,  autour  d'un  point  fixe,  pris  arbitrairement  par  rapport  à  une  surface 
du  deuxième  degré,  on  fait  tourner  trois  droites  rectangulaires,  qui  ren- 
contreront ta  surface  en  six  points;  la  somme  des  cadrés  des  distances 
de  ces  points  au  plan  polaire  du  point  fixe,  divisés  respectivement  par  les 
carrés  des  distances  de  ces  mêmes  points  au  point  fixe,  sera  constante. 

201 .  Ce  théorème  a  lieu  aussi  pour  trois  seulement  des  six  points  où  les 
trois  droites  rectangulaires  rencontrent  la  surface;  parce  que  les  six  termes 
de  Féquation  sont  égaux  deux  à  deux.  Gar^  A^  a  étant  les  points  où  Tune  des 
trois  droites  menées  par  le  point  0  rencontre  la  surface^  et  L  le  point  où 
elle  perce  le  plan  polaire  du  point  0^  on  a,  entre  les  quatre  points  0^  L^  A,  a, 
la  relation  harmonique  : 

OA^^LA 
Oa  ""la 

Mais  AP  et  ap  étant  les  perpendiculaires  abaissées  sur  le  plan^  on  a 


^onc 


Ce  qu'il  fallait  prouver. 


LA 

AP. 

La 

ap 

OA 

Oa 

AP 

ap 

§  vil.  Propriétés  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système 


DE  POINTS  dans  l'eSPACE. 


202.  Soient  a,  b^  c^ ....  plusieurs  points  situés  en  ligne  droite^  g  leur 
t:entre  des  moyennes  distances,  et  0  un  autre  point  quelconque  de  cette 
droite;  on  aura 

(<) oa -♦- o6 -♦- oc -f- •  •  =  n  .  oj: 

fi  étant  le  nombre  des  points. 
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Formons  la  figure  homographiqùe  :  noua  aurons  des  points  a^y  b',  &,.... 
situés  en  ligne  droite;  un  point  g' y  correspondant  au  point  ^;  un  point  o'  pris 
arbitrairement  pour  correspondre  au  point  o  ;  un  point  i'  correspondant  au 
point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  ab;  et  Ton  aura 


oa      ou' 

t'a' 

og      o'g' 

•  i'9'  ' 

ob      o'b' 

i(>' 

og      o'g' 

•              m              •              • 

•                         • 

L'équation  (1)  donne  donc  celle-ci  : 


o'a'       ob'      oc  og 

ta        tb        i c  t  g 


I  ^1 


Cette  équation  a  lieu  entre  les  points  a\  6',  r', ....  g'  et  /',  quel  que  soit  le 
point  o',  sur  la  droite  qui  unit  ces  points. 
Si  Ton  suppose  le  point  o'  à  Tinfîni  ^  on  aura 

(3) 7^  ■^?î7"*"77"*'  •  =  "  7:r  • 

i  a       1 0        te  \  g 

Ainsi  le  point  g'^  qui  correspond  au  centre  des  moyennes  distances  g  des 
points  ttj  by  Cy  .,..y  est  déterminé  par  la  condition  que  la  valeur  inverse  de  sa 
distance  au  point  i',  soit  moyenne  entre  les  valeurs  inverses  des  distances  des 
points  a' y  6',  c', ....,  à  ce  point  /'.  On  dit  que  ig'  est  moyenne  harmonique 
entre  les  distances  i'a^y  î'6',  l'c',  etc.,  et  que  le  point  g'  est  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  des  points  a',  6',  e', ....,  par  rapport  au  point  i' 
(1^«  partie,  §  XII). 

Nous  avons  démontré  directement,  dans  la  première  partie,  §  XII,  Tidentité  des  équations 
(2)  et  (5),  en  montrant  comment  on  passe  de  Tune  à  l'autre. 
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Nous  dirons  donc  que  : 

«  Quand  on  a  plusieurs  points  en  ligne  droite^  et  leur  centre  des  moyennes 
»  distances;  si  Ton  fait  la  transformation  homographique^  on  aura  des  points 
»  en  ligne  droite^  et  \e\xv  centre  des  moyennes  harmoniques,  par  rapport  au 
»  point  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  droite  sur  laquelle  sont  les  points  de 
»  la  première  figure.  » 

203.  Remarquons  que  Téquation  (2)  donne^  quand  le  point  o'  se  confond 

avec  le  point  g' , 

^'^'     ^'ik'     ,~'^' 

9^       9^       9^  n 

l'a'       t'6;       i'c 

relation  très-simple ,  entre  les  différents  points  et  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques. 

204.  Si  le  point  t'  est  pris  à  TinGni^  on  aura^  dans  Féquation  (i), 

t'o'  l'a' 

i  a  ta 

et  elle  deviendra 

0  a  -f-oo  -k-  0  c  -^  .,.n  .og  . 

Le  point  o'  est  quelconque  :  cette  équation  exprime  donc  que  le  point  g'  est  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  a',  b',  c', ...  ;  de  sorte  que  :  fe  centre 
des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points  en  ligne  droite,  relatif  à 
un  point  de  cette  droite,  est  précisément  leur  centre  des  moyennes  distances, 
quand  ce  point  est  à  l'infini. 

Ce  qui  a  été  remarqué  par  M.  Poncelet  *,  et  ne  Tavait  pas  été  par  Mac- 
Laurin. 

205.  Soient  des  points  a,  b,  c, ....,  situés  d'une  manière  quelconque  sur 
un  plan^  et  g  leur  centre  des  moyennes  distances.  Ce  point  jouit  de  la  pro- 
priété que  si^  par  tous  ces  points^  on  mène  des  droites  parallèles  entre  elles , 

*  Mémoire  sur  les  centres  des    moyennes   harmoniques.  Voir  Journal  de   M.   Creiie, 
année  4828. 
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mais  sous  une  direction  arbitraire^  elles  rencontreront  une  transversale  quel- 
conque ^  en  des  points  dont  le  dernier  sera  le  centre  des  moyennes  distances 
de  tous  les  autres.  Faisant  la  figure  homographique^  et  observant  que  toutes 
les  droites  parallèles  ont^  pour  correspondantes^  des  droites  concourant  en 
un  même  points  et  que  ce  point  appartient  à  une  droite  qui  correspond  à  la 
droite  située  à  Tinfini  sur  le  plan  de  la  première  figure^  on  aura  ce  théorème  : 

Etant  donnés,  sur  un  plan,  un  système  de  points  et  une  ligne  droite;  si, 
par  un  point  pris  arbitrairement  sur  cette  droite,  on  mène  des  rayons  à  tous 
les  points  donnés,  et  un  dernier  rayon  au  centre  des  moyennes  harmoniques 
des  points  où  une  transversale  quelconque  rencontre  ces  rayons,  relatif  au 
point  où  cette  transversale  rencontre  la  droite  fixe;  ce  dernier  rayon  tournera 
autour  d'un  point  fixe,  quand  le  point  pris  sur  la  droite  fixe  parcourra 
cette  droite. 

Ce  point  fixe  a  été  appelé^  par  M.  Poncelet,  le  centre  des  moyennes  har- 
moniques du  système  de  points^  relatif  à  la  droite  fixe*. 

206.  Ainsi  nous  pouvons  dire  que  : 

«  Quand  on  a  sur  un  plan  un  système  de  points^  et  leur  centre  des 
»  moyennes  distames,  la  déformation  homographique  donne  un  système  de 
»  points  et  leur  centre  des  moyennes  harmoniques,  relatif  à  la  droite  qui 
»  correspond  à  Tinfini  sur  le  plan  de  la  première  figure.  » 

207.  Soit  un  système  de  points  situés  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace  ^  et  leur  centre  des  moyennes  distances;  si  on  les  projette  tous  sur 
un  plan ^  par  des  droites  parallèles  entre  elles^  on  aura^  en  projection^  un 
système  de  points  et  leur  centre  des  moyennes  distances.  Faisant  la  figure 
homographique^  et  observant  que  les  droites  projetantes  deviendront  des 
droites  concourant  en  un  même  point  d'un  plan  fixe^  correspondant  à  Tin- 
fini  de  la  première  figure,  on  aura,  d'après  ce  qui  précède,  ce  théorème  : 

Etant  donnés  un  plan  et  un  système  de  points  dans  l'espace;  si,  d'un  point 
pris  arbitrairement  dans  ce  plan,  on  mène  des  rayons  à  tous  ces  points,  et 

*  Mémoire  sur    les    centres  des   moyennes    harmoniques.  Voir  Journal   de   M.   Crelle, 
annëe  1828. 
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Daps  le  paragraphe  suivant^  nous  allons  présenter  quelques  autres  pro- 
priétés du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points^  qui 
sont  d'un  autre  genre ^  et  qui  nous  paraissent  être  les  plus  importantes  de 
cette  théorie,  parce  que  les  premières  s'en  déduisent  aisément. 


§  VIII.  Autres  propriétés  du  centre  des  moyennes  harmoniques 


d'un  système  de  points. 


21 1 .  Soit  un  système  de  points  dans  l'espace,  et  leur  centre  des  moyennes 
distances  :  ce  point  jouit  de  la  propriété  que  sa  distance  à  un  plan  transversal 
quelconque,  multipliée  par  le  nombre  des  points,  est  égale  à  la  somme  des 
distances  de  tous  les  points  à  ce  plan. 

Faisant  la  déformation  homographique,  on  aura  un  système  de  points  et 
leur  centre  des  moyennes  harmoniques;  par  rapport  au  plan  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  première  figure  (208).  Appliquant  à  la  propriété  du  centre 
des  moyennes  distances,  que  nous  venons  d'énoncer,  le  principe  des  rela- 
tions métriques,  du  numéro  (176),  on  obtient  ce  théorème  : 

Le  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points,  pris  par 
rapport  à  un  plan  donné ^  jouit  de  la  propriété  que  la  somme  des  distances 
de  tous  ces  points  à  un  plan  transversal  mené  arbitrairement,  divisées  res- 
pectivement par  les  distances  des  mêmes  points  au  plan  donné,  est  égale  à  la 
distance  du  centre  des  moyennes  harmoniques  au  plan  transversal,  divisée 
par  sa  distance  au  plan  donné,  et  multipliée  par  le  nombre  des  points. 

Ainsi,  soient  1  le  plan  donné,  et  n  le  plan  transversal  mené  arbitrairement. 
Représentons  par  a/,  6/, ....  gi  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points 
a,  6, ....,  et  de  leur  centre  des  moyennes  harmoniques  g,  sur  le  plan  I;  et  par 
an,  bn, ....  gn  les  perpendiculaires  abaissées,  des  mêmes  points,  sur  le  plan  n. 
On  aura 

an       bn  gn 

h h  •  •  •  =  H  .  — > 

ai       01  ig 

quel  que  soit  le  plan  transversal  :r. 
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21 2,  Ce  théorème  peut  servir  à  définir  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques d'un  système  de  points,  par  rapport  à  un  point  donné.  On  peut  même 
4ui  donner  un  énoncé  plus  caractéristique;  car  si  Ton  suppose  que  les  points 
soient  matériels  et  aient,  respectivement,  leurs  masses  proportionnelles  aux 
valeurs  inverses  des  distances  des  points  au  plan  donné;  on  voit  que  le 
centre  de  gravité  de  ces  points  sera  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
points  du  système.  De  sorte  qu'on  peut  dire  que  : 

Le  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points,  relatif  à 
un  plan  donnée  est  le  centre  de  gravité  de  ces  points,  supposés  matériels , 
et  ayant  leurs  masses  en  raison  inverse  des  distances  de  ces  points  au  plan 
donné. 

Cette  définition  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de 
points,  relatif  à  un  plan,  comprend  les  propriétés  de  ce  point,  que  nous 
avons  démontrées  dans  le  paragraphe  précédent;  c'est-à-dire  que,  de 
cette  définition,  on  déduit  aisément  ces  propriétés.  De  cette  manière,  la 
théorie  du  centre  des  moyennes  harmoniques,  bien  que  plus  générale  que 
celle  du  centre  des  moyennes  distances,  devient  une  simple  application  de 
celle-ci. 

213.  On  peut  encore  supposer  que  les  points  du  système  soient  sollicités 
par  des  forces  parallèles  entre  elles,  et  égales  aux  valeurs  inverses  des 
distances  de  ces  points  au  plan  donné;  alors  on  dira  que  :  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  ces  points,  par  rapport  à  ce  plan,  est  le  centre 
de  ces  forces  parallèles,  c'est-à-dire  le  point  par  où  passera  leur  résultante, 
quelle  que  soit  leur  direction  commune. 

C'est  sôus  ce  point  de  vue  que  M.  Cauchy  a  considéré  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points  *,  et  qu'il  est  parvenu,  par  des 
considérations  de  Statique,  à  en  conclure  les  autres  propriétés  de  ce  point. 
Ce  célèbre  Analyste  a  tiré  de  là  aussi  un  moyen  facile  d'exprimer,  par  trois 
équations,  dans  le  système  de  coordonnées  ordinaire,  la  position  du  centre 


•  Voir,  dans  le  tome  XVI  des  Annales  de  Mathématiques,  le  rapport  de  MM.  Legendre,  Ampère 
4*1  (inuchy  sur  le  Mémoire  sffr  Ips  centres  des  moyennes  harmonir/nes,  de  M.  Poncelel. 
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des  moyennes  harmoniques^  soit  d'un  système  de  points^  soit  d'un  corps 
solide^  de  forme  donnée. 

214.  Si,  dans  le  théorème  général  (211),  on  suppose  le  plan  trans- 
versal n  à  Finfini,  les  rapports  ^;-^,  ....  seront  égaux  à  Funité,  et  Féqua- 
lion  deviendra 

i        i  n 

ai      bi  gi 

Celle-ci  prouve  que  : 

La  somme  des  valeurs  inverses  des  distances  de  plusieurs  points,  à  un 
plan,  est  égale  à  la  valeur  inverse  de  la  distance,  à  ce  plan,  du  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  ces  points ,  par  rapport  au  plan,  multipliée  par  le 
nmnbre  des  points. 

215.  Si  Ton  suppose,  dans  le  théorème  général  (211),  le  plan  trans- 
versal parallèle  au  plan  fixe,  on  conclut  cette  autre  propriété  du  centre  des 
moyennes  harmoniques  : 

Quand  on  a  un  système  de  points  et  leur  centre  des  moyennes  har- 
moniques par  rapport  à  un  plan;  si,  d'un  point  quelconque  de  C espace,  on 
mène  des  rayons  à  tous  ces  points,  et  qu'on  prenne  le  rapport  de  chojque 
rayon  au  segment  compris  entre  le  po'mt  auquel  ce  rayon  est  mené  et  le 
point  oii  il  perce  le  plan;  le  rapport  relatif  au  centre  des  moyennes  har- 
moniques, multiplié  par  le  nombre  des  pointa,  sera  égal  à  la  somme  de 
tous  les  autres  rapports. 


§  IX.  Propuiéïés  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système 

DE  points  qui  se  MEUVENT  DANS  l'eSPACE. 

216.  Soient  des  points  A,  B,  C, ....,  auxquels  on  imprime  des  mouve- 
ments quelconques,  mais  uniformes  et  rectilignes  :  on  sait  que  leur  centre 
des  moyennes  dislances  parcourt  une  droite. 

Soient  «,  g,  y, ....  les  positions  de  ces  points  après  un  temps  B\  et  a,  6, 
c, leurs  positions  après  un  autre  temps  /.  On  aura,  puisque  les  meuve- 
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ments  sont  uniformes  : 


Aa       0        fie       0 


Faisons  la  figure  homographique  :  nous  aurons  un  système  de  points  Â'^ 
B'^  C, ....  qui  parcourront  des  droites^  de  manière  qu'au  bout  du  temps  û  ils 
seront  en  a',  6',  /, ....,  et  qu'au  bout  du  lemps  /  ils  seront  en  a',  6',  c', .... 
On  aura^  en  désignant  par  i,  j,  k, ....  les  points  où  ces  droites  percent  un 
plan  fixe  P^  correspondant  à  Finfini  de  la  première  figure  : 


ou 


A  a 

ta 

Ax 

e 

A'a' 

■•^•' 

~AÔ~ 

-5 

B'6' 

«6' 

Bg 

6 

B'6' 

•          • 

•  ib'  ' 

• 

•            •            m 

• 

A'a' 

AV 

e 

ta 

•  m' 

'^V 

B'6' 

B'b 

e 

ib' 

•     • 

•  i6' 

> 

t 

•        • 

.Le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  ces  points,  par  rapport  au  plan  P, 
parcourra  une  droite,  correspondant  à  la  droite  décrite  par  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  A,  B,  C,.... 

Les  distances  des  points  a'  et  a',  au  point  i,  sont  entre  elles  comme  les 
distances  de  ces  points  au  plan  P  :  on  peut  donc  les  remplacer  par  ces 
dernières,  dans  la  première  des  équations  précédentes;  il  en  est  de  même 
des  distances  des  points  /3'  et  6'  au  point  7;  et  ainsi  des  autres.  On  a  donc  ce 
Ihéorème  : 

Si  des  points  situés  dans  t  espace  prenmnt  des  mouvements  rectilignes, 
de  manière  que  les  espaces  qu'ils  parcourent,  divisés  respectivement  par  les 
distances  des  points,  dans  leurs  nouvelles  positions ,  ù  un  plan  fixe,  soient 
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autour  delà  pre7nière,  on  fait  tourner  un  plan  transversal,  et  que  l'on  conçoive 
les  plans  tangents  au  cône  suivant  les  arêtes  comprises  dam  ce  plan,  dans 
chacune  de  ses  positions;  la  somme  des  sinus  des  angles  que  ces  plans  feront 
avec  la  seconde  droite,  divisés  respectivement  paroles  sinus  des  angles  qu'ils 
feront  avec  la  première ,  sera  constante  pour  toutes  les  positions  du  plan 
transversal. 

22 A.  En  appliquant  aux  surfaces  du  second  degré ^  et  parliculièrement 
aux  surfaces  coniques^  les  théorèmes  généraux  de  ce  paragraphe^  on  obtient 
diverses  propriétés  nouvelles  de  ces  surfaces. 

Si  Ton  prend  une  surface  de  révolution  ayant  un  foyer,  et  si  Ton  observe 
que  la  distance  de  chaque  point  de  la  surface,  au  plan  directeur,  est  propor- 
tionnelle à  la  distance  de  ce  point  au  foyer,  le  ihéorème  (218)  exprimera 
la  propriété  générale  des  surfaces  de  révolution,  démontrée  dans  nos  appli- 
cations du  principe  de  dualité  (§  XXIII,  n""  133).  Ainsi  Ton  voit  que  cette 
propriété,  qui  paraissait  d'un  genre  tout  particulier  aux  surfaces  du  second 
degré,  de  révolution,  dérive  d'une  propriété  très-générale  des  surfaces  géo- 
métriques, comme  nous  l'avons  dit  alors. 

225.  ,Les  deux  théorèmes  (222  et  223)  donneront  diverses  propriétés 
des  cônes  du  second  degré,  lesquelles  seront  applicables  immédiatement  aux 
coniques  sphériques ;  et  plusieurs  correspondront  à  des  propriétés,  connues, 
des  coniques  planes. 

Et  si  le  cône  est  supposé  de  révolution,  on  aura  diverses  propositions 
concernant  un  petit  cercle  tracé  sur  la  sphère.  Nous  énoncerons  les  quatre 
suivantes,  qui  sont  assez  simples,  et  qui  nous  paraissent  nouvelles  : 

Un  petit  cercle  étant  tracé  sur  la  sphère  : 

i^  La  somme  des  sinus  des  arcs  menés  par  les  extrémités  d'un  diafnètre 
quelconque  du  petit  cercle,  jïerpendiculairement  sur  un  grand  cercle  fixe^ 
est  constante; 

2®  La  somme  des  sinus  des  distances  d'un  point  fixe  de  la  sphère,  aux  arcs 
de  grands  cercles  tangents  aux  extrémités  d'un  diamètre  du  petit  cercle,  est 
constante  ; 

3®  Si,  par  un  point  quelconque,  pris  sur  un  grand  cercle  fixe ,  on  méfie 
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oteiMP  arcs  tangents  au  petit  cercle;  la  somme  ou  la  différence  des  valeurs 
inversé  des  sinus  des  distances  des  points  de  contact,  au  grand  cercle  fioce, 
est  constante; 

Ce  sera  la  somme,  si  le  grand  cercle  fixe  ue  rencontre  pas  le  petit  cercle 
proposé;  la  différence,  s'il  le  rencontre. 

4**  Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  un  arc  transversal  qui  ren- 
contre  le  petit  cercle  en  deux  points,  et  qu'on  mène  les  arcs  tangents  en  ces 
points;  la  somme  ou  la  différence  des  valeurs  inverses  des  sinus  des  distances 
de  ces  arcs  tangents,  au  point  fixe,  est  constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  le  point  fixe  est  pris  dans  Tintérieur  du  petit  cercle; 
la  différence,  s'il  est  pris  au  dehors. 


S  XI.  Généralisation  du  théorème  de  Newton,  sur  le  rapport  constant  du 

PRODUIT  des  abscisses  AU  PRODUIT  DES  APPLIQUÉES,   DANS   UNE  COURBE  GÉO- 
MÉTRIQUE. 

226.  Le  théorème  de  Newton,  appliqué  aux  surfaces,  consiste  en  ce  que  : 
Dans  toute  surface  géométrique,  de  quelque  point  de  l'espace  qu'on  mène 
deux  transversales,  parallèles  à  deux  axes  fixes,  le  rapport  des  produits  des 
segments  faits  sur  ces  deux  transversales,  entre  ce  point  et  la  surface,  sera 
constant. 

Ainsi  soit  M  ce  point,  et  soient  A,  A',  A'^ ...  et  B,  B\  B'^, ....,  les  points  où 
lea  deax  transversales  renconireut  la  surface;  on  aura 

MA.  MA'.  MA''... 

IIP   uvK  ftin''     ^  consi. , 
niis  •  no  «ims  ... 

quel  que  soit  le  point  M. 

C^est  cette  propriété  des  surfaces  géométriques  que  nous  allons  généra- 
liser, en  supposant  que  les  deux  transversales,  au  lieu  d'être  respectivement 
parallèles  à  deux  droites  Qxes,  concourent  en  deux  points  fixes. 

Pour  cela,  concevons  un  plan  fixe  quelconque  P,  et  soient  E,  F  les 

93 
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points  où  les  transversales  MA,  MB,  le  rencontrent.  Le  rapport^  sera 
constant,  quel  que  soit  le  point  M.  On  pourra  donc  écrire  ainsi  réquation  ci- 
dessus  : 

MA    MA^    MA^' 
MË*  ME  "mÊ"  ' 
(^) MB    MB-    MB-       =^^"^^- 


MF     MF     MF 

Faisons  la  transformation  homographique.  Nous  aurons  une  surface  géo- 
métrique, un  plan  fixe,  puis  deux  transversales,  issues  d'un  point  quelconque 
de  l'espace,  et  passant  par  deux  points  fixes  i,  j.  Ces  transversales  rencon- 
treront la  surface  en  des  points  a,  a',  a",...  6,  6',  6",...  et  le  plan  fixe  en  e 
et  f;  et  Ton  aura 

MA       ma    ia 
ME       me  *  te 

m^mbjb 
MF""iii/-'j7' 


L'équation  (4)  devient  donc 


ma 
ia 


na   ma'   ma"        l^^\ 

\a     ta      ta  \  te  / 

mh   mb'   mV'      Jmfy 

jb  '  jW  "W"'\Jfi 


const.  ; 


n  étant  le  nombre  des  points  où  chacune  des  transversales  rencontre  la  surr^ 
face.  On  lire  de  là 

* 

ma.fwo'.wa"...    ta. ta'. ta"...       /we\"    ImfY 

(2).    .     .     .    -7 — -r, — 777- •-  V    .w  ..n     =[—]  -l-T     X  const.  «  consl. 

in6.fii6.m6...   j6.j6.j6...       \tel     \j/J 

■ 

Ce  qm'  exprime  cotte  propriété  générale  des  surfaces  géométriques  : 

Quand  on  a  une  surface  géométrique  et  deux  points  fixes  i,  j;  de  quelque 
point  m  de  Vespace  qu'on  mène  deux  transversales,  passant  respectivement 
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par  ces\dèiif9;'rpoints-  fixes  ;  le  rapport  des  produits  des  segments  coinpHs 
entre  le  point  m  et  la  surface,  sur  ces  deux  droites,  sera  au  rapport  des  pro- 
duits compris  sur  ces  mêmes  droites  entre  les  deux  points  i,  jyCt  la  surface, 
dans  une  raison  constante. 

227.  Supposons  le  point  m  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  ij\  Soient  c, 
&,  c",  •.,.  les  points  où  cette  droite  rencontre  la  surface  :  les  rapports 


ma    ma' 
mô'  mb 


y  :rv,....  seront  égaux  à  Tunité;  et  Téquation  deviendra 


jc.jV.jV... 

a=  const. 


te. te  .te  ... 


On  a  donc 


."     .'^  /^'  -*,."       j-  --»  ^•-" 


ou 


ma. ma. ma  .„    ta. ta. ta  ...      je. je. je  ... 
mb .  mb\  m6",..  '  jb  ,jb\  jV\..      ic .  te',  te"... 


ma.ma'.ma".,,        jb  .ib'.ib"...        te .  te',  te"... 

X  -^ — - — X 1 =  t 

to .  ta',  ta"...        mb .  mb\  mb"...     je .  je'.Je".,. 


Cette  équation  exprime  le  beau  théorème  de  Garnot  sur  les  surfaces  géomé- 
triques. (Voir  Géométrie  de  position,  p.  291.) 

On  savait  que  ce  théorème  donne ^  comme  cas  particulier^  celui  de 
Newton,  mais  on  n'avait  pas  cherché  à  remonter^  de  ce  cas  particulier^  au 
théorème  général  de  Garnot.  Le  principe  d'homographie,  en  présentant  sous 
un  nouveau  point  de  vue  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  deux  théorèmes, 
sert  à  passer  aussi  facilement  du  cas  particulier  au  théorème  général ,  que 
du  théorème  général  au  cas  particulier. 

228.  Ge  théorème  conduit  naturellement  à  une  solution  graphique  du 
problème  des  tangentes  et  de  celui  des  rayons  de  courbure  des  courbes 
géométriques.  Nous  donnerons  cette  solution,  qui  est  étrangère  à  notre  objet 
actuel,  dans  une  Note  à  la  siiite  de  cet  écrit. 

229.  Le  théorème  de  Newton  ne  pouvait  s'appliquer  aux  courbes  tracées 
sur  la  sphère  :  le  théorème  général  s'applique  à  ces  figures.  Pour  le  faire  voir, 
il  suffit  de  substituer  dans  Féquation  (2),  aux  segments  ma,  ia, ...,  les  sinus 
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des  arcs  correspondants^  sar  la  sphère.  Nous  nVons  pas  besoin  d^énoncer  le 
théorème  de  Géométrie  sphérique  qui  en  résulte. 


§  XII.  Généralisation  des  propriétés  des  surfaces  géométriques^  rapportées 
A  trois  axes  coordonnés.  —  Théorèmes  très-généraux. 

230.  Soient  trois  axes  coordonnes  OXy  Oy,  Oz;  que^  par  un  point  de 
l'espace^  on  mène  trois  plans ^  parallèles  respectivement  aux  plans  yz, 
zxy  xy  :  soient  a,  6,  c  les  points  où  ils  rencontreront  les  trois  axes  Oa?, 
Oy,  Oz. 

Si  Ton  a,  entre  les  trois  segments  Oa,  06,  Oe,  une  relation  constante, 
F  (Oa,  Oby  Oc)  =  0,  du  degré  w;  le  point  m  sera,  dans  toutes  ses  positions^ 
sur  une  surface  de  Tordre  n  ; 

Réciproquement,  si  le  point  m  appartient  à  une  surface  de  Tordre  n,  il  y 
aura,  entre  les  trois  segments  Oa,  06,  Oc*,  une  relation  constante 

(1) F(0a,06,0c)  =  0, 

du  degré  n. 

C'est  cette  propriété  des  surfaces  géométriques  que  nous  allons  géné- 
raliser. 

Faisons  la  figure  homographique.  Nous  aurons  trois  axes  O'a?',  0'y% 
0'^',  et  un  plan,  correspondant  à  Tinfini  de  la  première  figure,  qui  cou- 
pera ces  trois  axes  en  trois  points  A',  B',  C;  de  sorte  que  ces  trois 
points  correspondront  à  ceux  qui  sont  situés,  à  Tinfini,  sur  les  droites  Ox^ 
Oy,  Oz. 

Au  point  m  correspondra  un  point  m';  et  aux  trois  plans  menés  par  le 
premier,  parallèlement  aux  plans  yOzy  zOXy  xOy,  correspondront  trois 
plans  menés  par  le  second,  et  passant  respectivement  par  les  droiles  B'C, 
C'A',  A'B'.  Soient  a',  6',  &  les  poinis  où  ces  plans  rencontrent  les  trois  axes 
O'x'f  O'y',  0'^',  respectivement^  Soient  enfin  trois  points  rf,  e,  f,  pris  arbî- 
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trairement  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Oz,  et  d',  e\  f\  les  points  correspondants, 
sur  les  axes  C'a?',  C'y',  O'z'.  On  aura 

Oa      O'o'    AV 


Od 

O'rf' 

'  k'à' 

06 
Oe 

0'6' 
O'e' 

B'6' 
B'e' 

Oc 

Oc' 

:  : 

et  Téquation  (i)  deviendra 


Q[    O'f  '  v:f'  • 


„r/0'a'   0'rf'\   ^,   /o'fc'    0V\   ^    /O'e'    o'r\   ^,"1      ^ 

Les  facteurs  Od^  Oe^  0/,  sont  des  constantes,  que  nous  pouvons  comprendre 
dans  les  coefficients  de  Féquation,  laquelle  sera  simplement 

„  /O'a'    O'd'     0'6'   O'e'     O'e'   Or\ 
\A'o'  '  A'd'     B'6'  '  B'c'     Ce'  '  ^['1 

Remplaçons  les  lettres  accentuées  par  les  mêmes  lettres  sans  accent; 
Féquation  deviendra 

„/0a    OD     06   OE     Oc    0F\ 

(5) F   — :  —  »   -— : — >  — : —  =0. 

^  '  \\a   AD     B6    BE     Bc    CF/ 

Cette  équation  signifie  que  : 

5i  Von  a  un  tétraèdre  OABC,  et  trois  points  fixes  D,  E,  F,  pris  sur  ses 
trois  arêtes  au  sommet  OA,  OB,  OC,  et  que,  par  les  trois  arêtes  à  la  base, 
BC,  CA,  AB,  on  mène  trois  plans,  qui  rencontrent  respectivement  ces  trois 
premières  arêtes  en  trois  points  a,  b,  c,  de  manière  que  les  trois  rap- 
ports 

Oo   OD     06    OE     Oc   OF 
Â^'Âd'    B6BÊ'    Cc'cF 
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aient  entre  eux  nne  relation  constante^  du  degré  lï;  le  peint  d'intersection  de 
ces  trois  plans  sera  sur  une  surface  de  l'ordre,  n  ; 

Et  réciproquement. 

231.  Ce  théorème,  déjà  très-général  par  lui-même,  est  susceptible  d'un 
grand  nombre  de  corollaires;  mais  on  peut  encore  le  généraliser,  et  lui 
donner  une  expression  qui  le  rende  propre  à  un  plus  grand  nombre  encore 
de  conséquences. 

Pour  cela,  observons  que  les  trois  rapports  qui  y  entrent  sont  des  rap- 
ports anharmoniques  de  quatre  points,  situés  respectivement  sur  les  trois 
arêtes  au  sommet  du  tétraèdre.  A  ces  trois  arêtes,  on  peut  donc  substituer 
trois  autres  droites,  prises  arbitrairement  dans  Tespace.  Soient  donc  A',  D', 
a',  A''  les  points  où  les  plans  ABC,  DBG,  aBC,  OBC,  qui  passent  par  Faréte 
BC  et  par  les  points  A,  D,  a,  0,  respectivement,  rencontrent  une  trans- 
versale fixe  quelconque.  On  aura 

Oa    DO       A"a'    D'A' 


Aa    DA       A'o'     D'A' 


Soient  pareillement  B',  E',  6',  B"  les  points  où  les  plans  BAC,  EAG,  6AC, 
OAC  rencontrent  une  seconde  transversale  fixe;  et  C,  F',  c',  C",  les  points 
où  les  plans  CÀB,  FAB,  cAB,  OAB  rencontrent  une  troisième  transversale 
fixe.  On  aura  les  deux  égalités  de  rapports  anharmoniques  : 


06    EO  _  B"6'    E'B" 
B6*Êb""W   "Êly' 

Oc    FO       Ce     F'C 


^1  r*t  > 


Ce    PC       Ce'     PC 

L'équation  (3)  devient  donc 


yir>'t\ 


A  'a'    D'A"      B  "//    E'B"      CV    F'C     __ 

^^^ ^'âv    DX'  W'TÏT'    CV'F'c'"" 


Quand  cette  équation  sera  du  degré  n^  par  rapport  aux  trois  rapports 
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qui  y  entrent^  le  point  d'intersection  des  trois  plans  a'BC,  b'CA,  c'AB,  sera 
sur  une  surface  de  l'ordre  n;  

Et  réciproquement. 

Ce  théorème  est  d'une  extrême  fécondité^  à  cause  de  rindétermination 
de  position  des  trois  transversales  et  du  triangle  ÂBG. 

Nous  allons  examiner  les  principaux  corollaires  qu'on  en  déduit. 

232.  D'abord  on  remarque^  sur-le-champ^  que  les  trois  rapports 


D'A"      E'B"      F'C 


'r»ff 


D'A'       EB'       F'C 

étant  des  constantes ,  nous  aurions  pu  les  comprendre  dans  les  coefficients 
de  Féquation  :  nous  ne  lavons  pas  fait  immédiatement^  parce  que^  comme 
nous  le  verrons^  la  présence  de  ces  rapports  peut  être  utile  pour  donner 
plus  de  généralité  à  Féquation  y  et  la  rendre  susceptible  d'un  plus  grand 
nombre  de  conséquences ,  en  permettant  de  supposer  les  points  A',  B',  C, 
A^',  B'',  C"  à  l'infini. 

Maintenant  ^  comprenons  les  trois  rapports 


D'A"      EB"       F'C 


D'A'       E'B'        F'C 


dans  les  coefficients  de  l'équation^  ou  bien  supposons  que  les  points  fixes 
D,  E^  F  soient  à  l'infini^  ce  qui  nous  conduira  au  même  résultat  :  l'équation 
se  réduit  à 


/A"o'     B"6'     C"c'\ 


Celle-ci  qui  prouve  que  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  ABC  et  trois  droites  fixes  quel- 
conques,  qui  rencontrent  le  plan  du  triangle  en  trois  points  A' ^W^C,  et  sur  ^ 
lesquelles  sont  pris  trois  points  fixes  A",  B'',  C"j 

Si,  par  les  trois  côtés  hC,CA,  Mi,  du  triangle,  on  inène  trois  plans,  ren- 
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contrant  y  respectivement^  les  trois  droites  en  trois  points  a',  b',  c',  tels  qu'il 
y  ait  entre  les  rapports 

AV_     B"6'     C'V 

une  relation  constante^  du  degré  n:  le  point  d'intersection  des  trois  plans  aura 
pour  lieu  géométrique  une  surface  de  l'ordre  n. 
Et  réciproquement. 

233.  Supposons  quc^  dans  Téquation  (4)^  les  points  Â'^  B'^  G'  soient  à 
Tinfini;  et  comprenons  les  segments  A"D',  B"E',  C'T',  qui  sont  des  con- 
stantes^ dans  les  coefficients  de  Féquation;  elle  deviendra 

F(A"o',  B"6',  CV)  =  0. 

Conséquemment  : 

Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  trois  droites  quelconques,  parallèles 
au  plan  de  ce  triangle;  et  étant  pris,  sur  ces  droites,  trois  points  fixes 
A',B',C'; 

Si,  par  les  trois  côtés  du  triangle,  on  mène  trois  plans  qui  rencontt^it  res-^ 
pectivement  les  droites  en  trois  points  a',  b',  c',  de  manière  que  les  segments 
A'a',  B'b',  Ce'  aient  entre  eux  une  relation  constante,  du  degré  n  ;  le  lieu 
géométrique  du  point  de  rencontre  des  trois  plans  sera  une  surface  de 
l'ordre  n. 

Et  réciproquement. 

234.  Maintenant^  supposons  que^  dans  Féquation (4)^  lès  points  A''^  B^^ 
C"  soient  à  Tinfini;  et  comprenons  les  constantes  A'D'^  WEf^  CT'  dans  les 
coefficients  de  Féquation  ;  elle  deviendra 

Celle-ci  prouve  que  : 

Etant  donnés  un  triangle  ABC,  et  trois  droites  quelconques,  menées  par 
trois  points  A',  B',  C,  pris  dans  le  plan  du  triangle; 

Si,  par  les  côtés  de  ce  triangle,  on  mène  trois  plans  qui  rencontrent,  res-^ 


MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE.  733 

peclivementy  ces  trois  droites  en  des  points  a',  b',  c',  tels  que  l'on  ait,  entre 
les  valeurs  inverses  des  segments  A'a',  B'b',  Ce',  une  relation  du  degré  n  ; 
le  point  d'intersection  des  trois  plans  aura  pour  lieu  géométrique  une  surface 
de  tordre  n. 

Et  réciproquement. 

235.  Supposons  que  le  triangle  ÂBG  soit  à  Tinfini;  les  trois  transver- 
sales conservant  des  directions  arbitraires  dans  Tespace,  les  points  À',  B',  QJ 
seront  à  rinQni;  etTéquation  (4),  si  nous  comprenons  les  constantes  À''  D', 
g//  g/^  çji  p/^  jigjjjs  |gg  coeificients,  se  réduira  à 

F  (A'V,  B'7/,  C V)  =  0. 

Ce  qui  prouve  que  : 

Etant  données  trois  transversales  dans  I! espace,  sur  lesquelles  S07it  pris 
trois  points  fixes  A'',  B",  C;  si,  par  chaque  point  d'une  surface  de  l'ordre 
n,  on  mène  trois  plans,  ^respectivement  parallèles  à  trois  plans  fixes,  et  ren- 
contrant respectivement  les  trois  transversales  en  trois  points  a',  b',  c',  il 
y  aura  toujours,  entre  les  trois  segments  A"a',  B"b',  C"c',  une  relation  du 
degré  n. 

236.  Tels  sont  les  quatre  théorèmes  principaux  qui  se  déduisent  de 
Téquation  (4).  Mais  chacun  d^eux  est  encore  susceptible  de  plusieurs  corol- 
laires, à  cause  de  Tindétermination  de  position  des  trois  droites  fixes. 

Le  dernier  donne  immédiatement  le  principe  sur  lequel  repose  le  sys- 
tème de  coordonnées  en  usage,  si  Ton  suppose  que  les  trois  transversales 
passent  par  un  même  point,  que  ce  point  soit  Torigine  des  segments 
comptés  sur  elles,  et  que  les  trois  plans  menés  par  chaque  point  de  l'es- 
pace soient  parallèles,  respectivement,  aux  plans  formés  par  ces  droites  deux 
à  deux. 

237.  On  peut  supposer,  dans  les  quatre  théorèmes,  que  les  trois  trans- 
versales se  confondent,  de  sorte  que  les  trois  segments  qui  servent  à  déter- 
miner la  position  d'un  point  dans  Tespace,  seront  comptés  sur  une  même 
droite,  à  partir  de  trois  origines  différentes,  qui  pourront  môme  se  réunir 

en  une  seule. 
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Dans  cette  hypothèse,  le  théorème  (233)  prend  cet  énoncé  : 

Etant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  ABC  et  une  droite  parallèle  à  son 
plan,  sur  laquelle  est  pris  un  point  fixe; 

Si,  par  les  trois  côtés  du  triangle,  on  mène  trois  plans  qui  fassent  sur  la 
droite,  à  partir  du  point  fixe,  trois  segments  entre  lesquels  il  y  ait  um  rela^ 
tion  du  degré  n,  le  point  d'intersection  des  trois  plans  aura  pour  lieu  géomé- 
trique une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  réciproquement. 

238.  On  peut  changer  Fénoncé  de  ce  théorème^  en  prenant  sur  la 
droite  donnée  deux  points  fixes  au  lieu  d'un  seul  ;  alors  le  théorème  s^ex- 
prime  ainsi  : 

Etant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  et  une  droite  parallèle  à  son 
plan,  sur  laquelle  sont  pris  deux  points  fixes  0,0^  ;  si,  par  les  côtés  du 
triangle,  on  mène  trois  plans,  de  manière  que  les  six  segments  quils 
feront  sur  la  droite  00'  aient  entre  eux  une  relation  constante,  du  degré 
n,  le  point  d'intersection  des  trois  plans  engendrera  une  surface  de 
l'ordre  n. 

En  effets  soient  a,  b,c  les  points  où  les  trois  plans  rencontrent  la  droite 
00';  si  Ton  remplace^  dans  la  relation  donnée  entre  les  segments  Oa^ 
O'a,  Ob,  O'b,  Oc,  O'c,  les  segments  O'a,  O'b,  O'c  par  leurs  valeurs 
(00' — Oa),  (00' — Ob),  (00' — Oc),  on  aura  une  relation  entre  les  trois 
autres  segments  Oa,  06,  Oc;  et  cette  relation  sera  encore  du  degré  n. 
Donc,  par  le  théorème  précédent,  le  point  d'intersection  des  trois  plans 
sera  sur  une  surface  de  Tordre  n. 

239.  On  a  pareillement,  dans  la  Géométrie  plane,  le  théorème  sui- 
vant : 

Si,  autour  de  deux  points  fixes  A,  B,  on  fait  tomner  deux  droites, 
de  manière  que  les  quatre  segments  qu'acnés  feront  sur  une.  droite 
fixe  00',  parallèle  à  AB,  aient  entre  eux  une  relation  constante,  du  degré 
n,  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  engendrera  une  courbe  de 
Cordre  n. 
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240.  Donc  : 

Si  ta  relation  entre  les  qxuitre  segments  est  du  premier  degré ,  le  point 
d'intersection  des  deux  droites  engendrera  une  droite  ; 

Et  si  la  relation  entre  les  quatre  segments  est  du  second  degré ,  le  point 
^intersection  des  deux  droites  engendrera  une  conique. 

241.  Réciproquement: 

5i  le  sommet  d'un  angle,  dont  les  deux  côtés  tournent  autour  de  deux 
points  fixes,  comme  pôles,  parcourt  une  ligne  droite,  les  segments  que  ses 
deux  côtés  feront  sur  une  droite  fixe  de  longueur  donnée,  parallèle  à  celle 
qui  Joint  les  deux  points  fixes,  auront  e^itre  eux  une  relation  du  premier 
degré; 

Et  si  le  sommet  de  l'angle  parcourt  une  conique,  les  quatre  segments 
aurofU  entre  eux  une  relation  constante,  du  second  degré. 

242.  Ce  dernier  théorème  exprime  une  propriété  générale  des  coniques^ 
qui  est  la  clef  d'un  grand  nombre  de  propositions  concernant  le  cercle^ 
démontrées  par  Stewart  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Propositiones  geometricae 
inore  veterum  demonstratœ.  Quelques  théorèmes  du  même  Géomètre ,  donnés 
comme  porismes  par  R.  Simson  dans  son  Traité  des  Porismes,  sont  aussi 
des  conséquences  du  théorème  précédent. 

Si^  au  lieu  de  prendre  la  transversale  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  fixes ^  on  lui  suppose  une  direction  arbitraire^  on  conclura^  du 
théorème  (232)^  la  propriété  des  coniques  que  jious  avons  énoncée  dans  le 
paragraphe  34  de  notre  quatrième  Époque^  et  de  laquelle  peuvent  dériver 
aussi  plusieurs  des  propositions  de  Stewart^  relatives  au  cercle. 

243.  Reprenons  le  cas  général  des  figures  dans  Tespace^  et  supposons 
que,  dans  le  théorème  (234),  les  trois  transversales  passent  par  un  même 
point  du  plan  ÂBG;  nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  un  triangle  et  un  angle  trièdre  ayant  son  sommet  situé  dans 
son  plan ,  et  dont  les  trois  arêtes  correspondent  respectivement  à  ses  trois 
côtés; 

Si,  par  ces  trois  côtés,  on  mène  trois  plans  qui  fassent  respectivement,  sur 
les  trois  arêtes  correspondantes  de  l'angle  trièdre,  à  partir  de  son  sommet, 
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trois  segmcnls  qui  soient  tels  qiCil  y  ait,  entre  leurs  valeurs  invei^ses,  une 
relation  du  degré  n ,  le  point  d'intersection  des  trois  plans  aura  pour  lieu 
géométrique  une  surface  de  l'ordre  n. 
Et  réciproquement. 

244.  Nous  avons  démontré,  dans  la  première  partie  de  cet  écrit  (§  XV, 
n°  77),  que  dans  ce  cas,  où  les  segments  ont  entre  leurs  valeurs  inverses 
une  relation  du  degré  n,  le  plan  déterminé  par  leurs  extrémités  enveloppe 
une  surface  a  laquelle  on  peut  mener,  par  une  même  droite,  n  plans  tangents. 
Supposant  que  la  surface  soit  plane,  on  conclut  de  là  et  du  théorème  pré- 
cédent, que  : 

Etant  donnés  y  dans  l'espace,  un  triangle  et  un  angle  trièdre  ayant  son 
sommet  situé  dans  le  plan  du  triangle;  si,  par  chaque  point  d'un  plan 
transversal  quelconque,  on  mène  trois  plans  passant  par  les  trois  côtés  du 
triangle,  ils  rencontreront  respectivement  les  trois  arêtes  de  l'angle  trièdre 
en  trois  points;  et  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  passera  par  un 
point  fixe. 

Cest  le  théorème  que  nous  avions  présenté  comme  la  généralisation  d'un 
porismc  d'Euclide,  pouvant  servir  à  la  construction  de  figures  corrélatives 
dans  Tespace  (cinquième  Époque,  §  32),  et  dont  nous  avons  déjà  donné  une 
démonstration  (1^«  partie,  §  XX,  n°  112). 

245.  Enfin,  supposons,  dans  le  théorème  (234),  que  les  trois  transver- 
sales soient  perpendiculaires  au  plan  du  triangle  ABC  :  les  segments  A'a% 
B'6',  C'&  seront  proportionnels  aux  tangentes  des  inclinaisons  des  trois  plans 
a'BC,  fr'CA,  c'AB  sur  le  plan  ABC;  et  les  valeurs  inverses  de  ces  segments 
seront  proportionnelles  aux  cotangentes  de  ces  inclinaisons;  le  théorème 
peut  donc  prendre  cet  énoncé  : 

Si,  par  tes  trois  côtés  d'un  triangle,  on  mène  trois  plans,  de  manière  que 
les  cotangentes  de  leurs  inclinaisons  sur  le  plan  du  triangle  aient  entre  elles 
tme  relation  constante,  du  degré  n ,  le  point  d'intei^section  de  ces  trois  plans 
aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  réciproquement. 

246.  Dans  Téquation  (4),  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A'^ 
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D',  a',  A",  exprimé  par 


A'V    D'A 


t  kfi 


A'o'     D'A 


/A' 


on  peut  substituer  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  menés  par  le 
côté  BC  du  triangle  ABC  et  par  les  quatre  points  A',  D',  a',  A",  respective- 
ment. Aux  deux  autres  rapports  anharmoniques  qui  entrent  dans  Téqualion^ 
on  substituera  pareillement  les  rapports  anharmoniques  de  quatre  plans  :  ces 
rapports  s'expriment  entre  les  sinus  des  angles  que  les  plans  font  entre  eux. 
Maintenant^  si  Ton  considère  que  les  sinus  relatifs  aux  plans  qui  passent  par 
les  points  D'^  E'^  F'  sont  constants^  et  qu'on  peut  les  comprendre  dans  les 
coefficients  de  Téquation^  on  aura  une  équation  entre  les  sinus  des  inclinai- 
sons des  trois  plans  a'BC,  b'Ck,  e'AB,  sur  le  plan  ABC  et  sur  les  trois  plans 
ûxes  A''BC,  B"CA,  C'AB;  ceux-ci  forment^  avec  le  plan  ABC,  un  tétraèdre 
fixe  ;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Eta7it  donné  un  Iclraèdre;  si,  par  les  trois  arêtes  d  la  base,  on  mène  trois 
plans,  de  manière  que  les  rapports  des  sinus  de  leurs  inclinaisons  sur  la 
base,  aux  sinus  de  leurs  inclinaisons  sur  les  faces  respectivement  adja- 
centes aux  trois  arêtes,  aient  entre  eux  une  relation  du  degré  n,  le  lieu 
géométrique  du  point  d'intersection  des  trois  plans  sera  une  surface  de 
Cordre  n. 

Et  réciproquement. 

247.  Le  rapport  des  sinus  des  inclinaisons  d'un  plan  mené  par  une 
arête  d'un  tétraèdre,  sur  les  deux  faces  adjacentes,  est  égal  au  rapport  des 
perpendiculaires  abaissées,  d'un  point  de  ce  plan,  sur  ces  deux  faces;  le 
théorème  donne  donc  le  suivant  : 

Etant  donné  un  tétraèdre;  si  Fon  prend,  dans  l'espace,  un  point  qui  soit 
tel  que  ses  distances  à  trois  faces  du  tétraèdre,  étant  divisées  par  sa  dis- 
lance  à  la  quatrième  face,  les  trois  quotients  aient  entre  eux  une  relation 
constante,  du  degré  n ,  ce  point  aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  de 
tordre  n. 

Et  réciproquement. 
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248.  Ainsi  soient  r,  r',  r",  r'",  les  distances  d'un  point  de  Tespace  aux 
quatre  faces  du  tétraèdre  :  on  aura^  entre  les  trois  rapports 


une  relation  du  degré  n, 


r        r'        r" 

^ni  ^in         ^in 

r         r         r 


I  r        r'       r"\ 
F   — »    — y    —   =0. 


Multipliant  tous  les  ternies  par  r''^'',  on  aura  une  équation  homogène  du 
degré  n,  entre  les  distances  r,  r',  r",  r'". 

Ainsi  : 

Quand  un  point  est  pris  de  manière  que  ses  distances  à  quatre  plans  fixes 
aient  entre  elles  une  relation  constante,  du  degré  n,  ce  point  a  pour  lieu  géomé- 
trique une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  réciproquement,  étant  donnés  une  surface  géométrique  de  tordre  n , 
*(?/  quatre  plans  fixes,  les  distances  de  chaque  point  de  la  surface,  à  ces 
quatre  plans,  auront  toujours  entre  elles  une  certaine  relation  homogène,  du 
degré  n. 

249.  Ainsi^  par  exemple^  étant  donnés  quatre  plans  dans  Tespace;  si^ 
de  chaque  point  d'un  cinquième  plan^  on  abaisse^  sur  ces  premiers  plans ^ 
des  perpendiculaires  r,  r',  r'^,  r'"^  on  pourra  trouver  trois  quantités  a, 
S,  y,  telles  que  l'on  aura,  entre  ces  quatre  perpendiculaires,  la  relation 
constante 

r  -4   ar'-4-  6r"H-rr"'  =  0. 

Les  trois  quantités  a^  6,  y  y  ne  dépendront  que  de  la  position  du  cin- 
quième plan  par  rapport  aux  quatre  premiers^  et  varieront  avec  la  position 
de  ce  plan. 

Pareillement^  si^  de  chaque  point  d'une  surface  du  second  ordre^  on  abaisse 
des  perpendiculaires  r,  r',  r",  r'"  sur  quatre  plans  fixes,  on  pourra  trouver 
neuf  quantités  constantes,  a ,  b ,  c ,  d ,  e ,  f ,  g ,  h ,  i ,  telles  qu'on  aura,  entre 
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ces  perpendiculaires  y  la  relation  constante 

Ces  théorèmes  sont  des  porismes.  Ils  sont  propres  à  montrer  la  nature  de 
ce  genre  de  propositions^  et  font  voir  comment  nous  avons  pu  dire/ dans 
notre  Note  III  sur  les  Porismes  d'EucIide,  que  la  Géométrie  de  Descartes 
avait  remplacé  cette  doctrine. 

250.  Les  théorèmes  démontrés  dans  ce  paragraphe  sont  de  ceux  qui 
nWrent  pas  de  difficuhés  à  la  Géométrie  analytique;  mais  par  celte  voie  il 
faut  une  démonstration  particulière  pour  chacun  d'eux  ^  et  Ton  ne  découvre 
pas  les  rapports  intimes  qui  ont  lieu  entre  eux.  II  est  intéressant  de  voir  que 
tous  ces  théorèmes^  au  nombre  desquels  se  trouve  le  principe  même  de  la 
Géométrie  analytique  en  usage  ^  sont  ou  des  expressions  diiïérentes  ou  des 
corolIah*es  les  uns  des  autres^  et  tous  des  conséquences  d'un  même  et  unique 
principe  exprimé  par  Féquation. 

Tous  ces  théorèmes  s'appliquent  d'eux-mêmes  à  la  Géométrie  plane,  el  la 
plupart  ont  leurs  analogues  aussi  dans  la  Géométrie  de  la  sphère,  où  il  sufGra 
de  remplacer,  par  des  rapports  de  sinus  d'arcs  de  grands  cercles,  les  rapports 
de  segments  rectilignes. 


§  XIII.  Généralisation  du  système  de  coordonnées  en  usage. 

251.  Chacun  des  théorèmes  contenus  dans  le  paragraphe  précédent  peut 
servir  de  principe  à  un  système  de  coordonnées  analogue  au  système  en 
usage,  et  dans  lequel  les  trois  variables  qui  détermineront  chaque  point  de 
l'espace,  s'élèveront,  dans  l'équation  d'une  surface,  au  degré  même  marqué 
par  l'ordre  de  cette  surface,  c'est-à-dire  par  le  nombre  de  points  (réels  ou 
imaginaires)  où  la  surface  sera  rencontrée  par  une  ligne  droite  quelconque. 
De  tous  ces  systèmes  de  coordonnées,  il  en  est  un  que  nous  allons  examiner, 
parce  qu'il  conserve  une  analogie  parfaite  avec  le  système  en  usage,  dont  il 
est  une  généralisation  très-simple. 
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Concevons  que,  dans  le  théorème  (232),  les  trois  droites  transversales 
soient  les  arêtes  au  sommet  d'un  tétraèdre  OÂBG,  dont  la  base  soit  le 
triangle  ÂBG;  et  remplaçons  les  points  a',  6',  d^  dans  Téquation,  par  les 
points  a,  6,  c.  On  aura  ce  théorème  : 

Si,  par  les  trois  arêtes  à  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  OABC,  on  mètie  trois 
plans  qui  rencontrent  respectivement  les  arêtes  opposées  aux  points  a,  b,  c^ 
tels  que  fon  ait,  entre  les  trois  rapports 

Oa     06     Oc 
Ââ'   B6'    Ce' 

une  relation  constante,  du  degré  n ,  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection 
de  ces  trois  plans  sera  une  surface  de  l'ordre  n* 

Et  réciproquement. 

252.  Puisqu'on  a,  pour  tous  les  points  d'une  surface,  une  relation  con- 
stante 

^lOa     06     Oc\       ^ 
F   — >    — >   —  =0, 
\Aa     B6     Ce/         ' 

entre  les  trois  rapports 

Oa      06      Oc 
Âô'    B6'    Ce' 

il  est  clair  qu'on  peut,  en  prenant  ces  ti'ois  rapports  pour  variables  indé- 
pendantes, représenter  la  surface  par  cette  équation  ;  c'est-à-dire  que  chaque 
système  de  valeurs  de  ces  trois  rapports,  qui  satisfera  à  l'équation,  donnera 
trois  points  a,  b,  c,  sur  les  trois  axes  fixes  OÂ,  OB,  OC;  et  les  plans  menés 
par  ces  trois  points  et  par  les  côtés  BC,  CÂ,  ÀB,  de  la  base  ABC,  se  coupe- 
ront en  un  point  qui  appartiendra  à  la  surface. 

Appelons  ces  trois  rapports  les  coordonnées  de  ce  point,  et  désignons-les 
^^T  x,y,  z\  l'équation  de  la  surface  sera 

F  (x,  y,  z)  =  0. 

Si  cette  équation  est  du  premier  degré,  elle  représentera  un  plan; 
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et,  en  général,  si  elle  est  du  degré  n,  elle  représentera  une  surface  de 
Tordre  n. 

Deux  équations  du  premier  degré  donneront  tous  les  points  d'une 
droite. 

Ainsi  une  ligne  droite  sera  représentée  par  les  deux  équations 

X  =  az  -4-  a , 

En  général,  les  formules  que  Ton  aura  à  considérer,  dans  ce  système  de 
coordonnées,  seront  de  même  forme  que  les  formules  du  système  en  usage; 
seulement  les  coordonnées  courantes,  au  lieu  d'être  des  lignes,  seront  des 
rapports,  et  leurs  coefficients  seront  respectivement  égaux  aux  coefficients 
des  équations  relatives  aux  mêmes  questions,  dans  le  système  usité,  multipliés 
par  des  constantes  (230). 

253.  Les  figures  construites  par  ce  système  de  coordonnées  pouvant  être 
considérées  comme  les  homographiques  des  figures  construites  au  moyen 
d'équations  de  même  forme,  dans  le  système  ordinaire,  on  voit  sur-le-champ 
que  tous  les  points  de  ces  dernières  figures,  qui  se  trouvaient  à  FinOni,  ont 
pour  correspondants,  dans  les  premières,  des  points  situés  sur  la  base  ÂBG. 

Ainsi,  des  équations  qui  représentaient  des  droites  parallèles  entre  elles, 
représenteront,  dans  le  nouveau  système,  des  droites  concourant  en  un 
même  point  du  plan  ABC. 

Des  équations  qui  représentaient  des  plans  parallèles  entre  eux,  repré- 
senteront des  plans  passant  par  une  même  droite,  située  sur  la  base  ABC. 

Ainsi  les  deux  équations 

x  =  a«  -♦-  a, 

représentent  une  première  droite  ;  et  ces  deux-ci  : 


X  =  az  +  a , 
y  =  6^  -4-  6', 
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représentent  une  seconde  droite  qui  rencontre  la  première  en  un  point  situé 
sur  la  base  ABC. 
Les  deux  équations 

ax  -+-  6y  -4-  cz  -+-  d  ==  0, 
ax  -H  hy  -4-  es  -♦-  d'=  0, 

OÙ  les  coefficients  des  variables  sont  les  mômes,  représentent  deux  plans  qui 
se  coupent  sur  la  base  ABC. 
Les  deux  équations 

Ax*H-Bi/*-t-C:»H-K  =  0, 

A  (x  —  «)*  -4-  B  (y  -  €)'  -+-  C  (z  —  y)*  h-  K'  =  0, 

représentent  deux  surfaces  du  second  degré,  ayant  une  courbe  d'intersec- 
tion sur  le  plan  ABC;  parce  que,  dans  le  système  ordinaire,  ces  deux  équa- 
tions représentent  deux  surfaces  semblables  et  semblablement  placées,  et 
qui,  conséquemment,  ont  une  courbe  plane  d'intersection  (réelle  ou  imagi- 
naire), située  à  Tintini. 

2S4.  Mais  ces  rapprochements  entre  les  deux  systèmes  de  coordonnées, 
propres  à  faire  ressortir  les  propriétés  caractéristiques  du  nouveau  système, 
sont  insuffisants  pour  mettre  en  état  d'en  faire  usage  dans  les  questions 
auxquelles  ne  s'applique  pas  le  principe  d'homographie.  Car  on  sent  qu'il 
sera  indispensable  de  connaître  les  rapports  qui  ont  lieu  entre  les  coeffi- 
cients de  diverses  équations  et  les  éléments  fixes  du  système. 

Par  exemple,  on  sait,  dans  le  système  ordinaire,  ce  qu'expriment  les 
coefficients  a,  6,  dans  les  équations 

X  =  az  -f-  a, 
y  =  bz  -t-  6 , 

d'une  ligne  droite  :  ce  sont  des  tangentes  trigonométriques.  Il  faudra  donc 
aussi  savoir  ce  qu'expriment  ces  coefficients,  et  beaucoup  d'autres,  dans  le 
nouveau  système. 
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Pour  cela,  il  faudra  exposer  le  système  directement  et  avec  méthode, 
comme  si  celui  d'où  nous  le  déduisons  n'était  pas  connu.  Alors  ce  nouveau 
système  de  coordonnées  pourra  conduire  à  des  résultats  qui  échapperaient 
à  la  méthode  de  transformation  homographique. 

2S5.  Nous  avions  déjà  exposé  succinctement  le  principe  de  ce  nouveau 
système  de  coordonnées,  dans  la  Correspondance  mathématique  de  M.  Que- 
telet  (t.  VI,  p.  81,  année  1830);  et  nous  en  avons  fait  alors  une  applica- 
tion pour  démontrer  une  des  propriétés  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré,  relatifs  à  un  point.  Nous  n'insisterons  pas 
davantage  ici  sur  cet  objet.  Nous  allons  seulement  démontrer  une  certaine 
relation  générale  entre  les  trois  coordonnées  d'un  point  et  la  distance  de  ce 
point  à  l'origine;  relation  qui  sera  souvent  utile  dans  les  applicalions  du 
système  de  coordonnées,  et  qui,  du  reste,  est  un  théorème  de  Géométrie 
qui  mérite  par  lui-même  d'être  connu. 

Soient  les  trois  axes  coordonnés  oxy  oy,  oz;  par  un  point  m,  menons 
trois  plans  parallèles  aux  trois  plans  coordonnés;  ils  rencontreront  les  trois 
axes  aux  points  a,  6,  c;  les  segments  oay  ob,  oc  y  sont  les  coordonnées  du 
point  m  :  soient  menés,  par  le  point  o,  un  axe  fixe  oK;  el,  par  les  points  m, 
a,  b,  c,  des  plans  parallèles  entre  eux;  ils  rencontreront  l'axe  oK  en  des 
points ft,  a,  6 y  y;  et  l'on  aura,  comme  on  sait, 

o/!A  =  oa  -f-  o6  +  oy, 

ou 

(«) — -f-  — -♦-  — =  i. 

Oll  0/U,  0/A 

Faisons  la  ligure  homographique.  Nous  aurons  trois  axes  o^x'y  o^y'y  o'z\ 
coupés  en  A,  B,  C,  par  le  plan  qui  correspond  ;i  l'inflni  de  la  première 
figure.  Si,  par  un  point  m'  et  les  trois  côtés  du  triangle  ABC,  on  mène 
trois  plans,  ils  rencontreront  les  trois  axes  aux  points  a',  6',  c'  :  que,  par 
une  droite  prise  dans  le  plan  ABC,  on  mène  quatre  plans  passant  par  les 
quatre  points  w*',  a',  //,  c'y  ils  rencontreront  un  axe  (/'K'  en  quatre  points 
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ix', a, 6',  y' ;  et  l'on  aura,  en  appelant  i  le  point  où  Taxe  o'K'  rencontre  le 
plan  ABC, 


O'a' 

ta         Oa 

0>' 

«>'        0/A 

o'ë' 

tê'       06 

oy 

oV 

iy'       oy 

oV 

'  »>'         OA* 

On  a  donc,  à  cause  de  Féquation  (1), 


'  '     _'/>'      ^'  t     ^'  ' 


ooL        06         oy        Ou. 
ta.  16  ly         ifi 

256.  Celle  équation  exprime  un  Ihéorème  de  Géométrie,  très-général, 
susceptible  de  j)Iusieurs  corollaires,  à  cause  de  Tindéterminalion  de  direc- 
tion de  Taxe  o'K',  et  de  la  position  de  la  droite  prise  dans  le  plan  ÂBC 

Si  Taxe  o'K'  est  mené  parallèlement  au  plan  ABC,  Féquation  devient 

oV -4- o'ê' -4- 0 v  =  oy . 

Si,  l'axe  o'K'  conservant  une  direction  quelconque,  on  suppose  que  la 
droite  prise  dans  le  plan  ABC  soit  à  Finfini,  on  aura 


o'a       o'a' 

o'ê'       o'h' 
iî'       B6' 

o'r'      o'c' 

iV       A  a' 

iy'       Ce' 

Soit  h  le  point  où  la  droite  o'm'  rencontre  le  plan  ABC  :  on  aura  aussi 


0>' 

&m' 

iy 

hm' 

L'équation  (2)  devient  donc 

o'a'       o'W 

-1-    U 

o'c' 

o'm' 


Att'       W       Ce'        hm' 
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Les  rapports 

oV      &b'      oc' 
Aa'    W    Ce'' 

sont  les  coordonnées  du  point  m^,  dans  le  nouveau  système  de  coordonnées; 
nous  pouvons  donc  dire  que  : 

La  somme  des  coordonnées  d'un  point  est  égale  à  la  dislance  de  ce  point  à 
l'origine  y  divisée  par  sa  distance  an  point  où  la  droite  qui  le  joint  à  l'origine 
perce  le  plan  de  la  base  *. 

2S7.  Nous  avons  fait  dériver  le  nouveau  système  de  coordonnées  du 
système  en  usage ^  par  la  transformation  homographique.  Si  cette  transfor- 
mation était  faite  de  manière  que  les  trois  points  A^  B^  G,  fussent  à  Finfini^ 
alors  on  aurait  un  nouveau  système^  semblable  au  premier;  et  Féquation  (2) 
du  paragraphe  précédent  fait  voir  que  Féquation  d'une  surface  étant 
V {x^y^  z)  =0  dans  le  premier  système,  Féquation  de  la  surface  cor- 
respondante, dans  le  second  système,  serait  de  la  forme  F  (>^,  j^y,  vz)  ==  0. 

Ajoutons  que  les  trois  axes  du  nouveau  système  étant  indéterminés  de 
position,  on  peut  supposer  qu'ils  se  confondent  avec  les  premiers;  de  sorte 
que  les  équations  F  (a?, y,  z)-—  0,  F  (Ax-,  ju^,  v^)  =  0,  qui  se  rapportent  à 
un  même  système  d'axes  coordonnés,  représentent  deux  surfaces  honiogra- 
phiques. 

C'est  un  tel  mode  de  déformation  des  surfaces  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  la  Correspondance  polytechnique  (t.  III,  p.  326,  année  1813),  pour 
appliquer  immédiatement,  aux  surfaces  du  second  degré,  les  propriétés  de  la 
sphère. 

*  Nous  nous  sommes  servi  de  ee  théorème,  sans  le  démontrer  alors,  pour  faire  une  applica- 
tion du  nouveau  système  de  coordonnées  (Correspofulanre  malhématique  de  M.  Quetelet,  t.  VI, 
p.  86).  Ce  théorème  est  Fun  de  ceux  auxquels  se  prête  la  méthode  statique  de  J.  Ceva.  (Voir  la 
Note  vu  de  V Aperçu  historique,  p.  296.) 
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§  XIV.  Démonstration  géométrique  de  trois  propriétés  générales 

DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

238.  Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  du  principe  d'honoo- 
graphic,  nous  avons  eu  souvent  à  considérer  des  points  et  des  droites  situés 
à  Tinfini,  qui  se  transformaient,  dans  la  figure  homographique,  en  des 
points  et  des  droites  situés  dans  un  même  plan.  Mais  on  peut  avoir  à  consi- 
dérer, à  FinOni,  des  figures  plus  compliquées;  alors  le  principe  d'homo- 
graphie sera  très-utile,  parce  qu'il  offrira  le  moyen  de  représenter  avec 
vérité  l'image  de  ces  figures,  dans  un  plan  situé  à  distance  finie.  Tout  ce 
qui  se  passerait  à  l'infini,  dans  la  question  proposée,  aura  lieu,  ou  s'exé- 
cutera en  réalité^  sur  ce  plan.  Il  suffira  donc  d'étudier  les  propriétés  de  la 
figure  située  dans  ce  plan,  et  d'en  transporter  l'énoncé  à  la  figure  située  à 
l'infini.  Par  là,  on  saisira  mieux  l'ensemble  et  les  rapports  de  toutes  les 
parties  d'une  figure  proposée  dans  l'espace;  plusieurs  de  ses  parties  qui, 
situées  à  l'infini,  échapperaient  aux  yeux  et  à  l'esprit,  deviendront  palpables 
dans  la  nouvelle  figure.  On  évitera  des  constructions  que  l'on  serait  obligé 
de  concevoir  idéalement  sur  des  objets  entièrement  à  l'infini  ;  et  les  raison- 
nements, devenus  plus  faciles,  seront  en  même  temps  plus  lumineux  et 
plus  convaincants. 

Ainsi,  par  exemple,  quand  on  a  deux  surfaces  du  second  degré,  si  l'on 
veut  connaître  la  nature  des  relations  qui  ont  lieu  entre  les  deux  courbes 
d'intersection  de  ces  surfaces  par  un  plan  situé  à  l'infini,  il  suffira  de  conce- 
voir deux  surfaces  homographiques,  et  de  les  couper  par  un  plan  réel  qui 
représentera  l'infini  de  la  première  figure;  les  relations  générales  des  deux 
sections,  transportées  aux  deux  surfaces  primitives,  deviendront  des  pro- 
priétés de  ces  deux  surfaces. 

Cette  marche  va  nous  conduire  aisément  à  trois  propriétés  des  surfaces  du 
second  degré;  propriétés  dont  on  n'a  connu  jusqu'ici  que  des  cas  particuliers, 
et  que  nous  allons  présenter  dans  une  généralité  nouvelle,  qui  en  fera  mieux 
connaître  la  nature  et  la  raison  première. 
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Mais  nous  sommes  obligé  de  rappeler,  préalablement,  les  propriétés  géné- 
rales du  système  de  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan. 

259.  Quand  on  a  deux  coniques  quelconques  dans  un  plan ,  il  y  a  à 
considérer  : 

{"*  Trois  points  A,  B,  C,  qui  jouissent  de  la  propriété  que  tan  quel- 
conque d'entre  eux  a  même  polaire,  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre 
courbe  :  cette  polaire  commune  est  la  droite  qui  joint  les  deux  autres 

points. 

Ces  trois  points  sont  toujours  réels,  quand  les  deux  coniques  se  coupent 
en  quatre  points,  ou  ne  se  coupent  pas  du  tout;  et  l'un  d'eux  seulement  est 
réel,  quand  les  coniques  ne  se  coupent  qu'en  deux  points. 

Quand  les  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points,  ces  trois  points 
A,  B,  C,  sont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  le  point  de  ren- 
contre des  deux  diagonales  du  quadrilatère  qui  a  pour  sommets  les  quatre 
points  d'intersection  des  deux  courbes. 

2*^  Deux  droites  L,  L',  toujours  réelles ,  sur  lesquelles  sont  les  points 
d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  deux  courbes,  et  qui  jouissent  de 
la  propriété  que  si,  par  un  point  pris  sur  l'une  d'elles,  on  mène  quatre 
tangentes  aux  deux  coniques,  les  droites  qui  joindront  les  points  de  contact 
de  la  première  courbe,  aux  points  de  contact  de  la  seconde,  passeront,  deux 
à  deux,  par  deux  points  fixes.  Nous  avons  désigné  ces  deux  droites  par 
le  nom  d'axes  de  symplose  {Annales  de  Mathématiques ,  avril  et  juillet 
4828),  pour  les  distinguer  des  autres  sécantes  communes  aux  deux  co- 
niques, lesquelles,  deux  à  deux,  peuvent  être  aussi,  dans  certaines  cir- 
constances, des  axes  de  symptose,  c'est-à-dire,  peuvent  jouir  de  la  pro- 
priété que  nous  venons  d'énoncer;  mais  qui  peuvent  bien  aussi,  selon  la 
disposition  des  deux  coniques,  quand  elles  sont  des  hyperboles,  ne  pas 
jouir  de  cette  propriété. 

S""  Enfin  les  deux  points  fixes  dont  nous  venons  de  parler,  qui  sont 
des  points  de  concours  des  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  communes 
aux  deux  coniques.  La  propriété  caractéristique  de  ces  points  consiste  en 
ce  qu'wne  transversale  menée  par  l'un  d'eux,  si  elle  rencontre  l'une  des 


748  MEMOIRE  DE  GEOMETRIE. 

coniques^  rencontre  aussi  l'autre;  et  les  tangetites  aux  points  de  rencontre 
se  coupent,  deux  à  deux,  sur  les  deux  axes  de  symptose. 

Ces  deux  points^  qui^  dans  le  cas  de  deux  coniques  semblables  et  sem- 
blablement  placées,  sont  leurs  centres  de  similitude ,  ont  été  appelés  par 
M.  Poncelet^  dans  le  cas  générai  de  deux  coniques  quelconques^  leurs  centres 
d'hoMologie.  {Traité  des  propriétés  projectives / p.  164.) 

Quand  les  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points,  elles  peuvent  avoir 
trois  systèmes  de  deux  centres  d'homologie,  ou  n'en  avoir  qu'un  seul. 
Quand  elles  ne  se  coupent  qu'en  deux  points,  ou  qu'elles  ne  se  coupent  pas 
du  tout,  elles  n'ont  qu'un  seul  système  de  deux  eeotres  d'homologie.  {An- 
nales de  Mathématiques,  t.  XIX,  p.  30.) 

260.  Quand  les  deux  coniques  sont  les  courbes  d'intersection  de  deux 
surfaces  du  second  degré,  par  un  même  plan  transversal,  chaque  plan,  mené 
par  l'un  de  leurs  deux  axes  de  symptose,  coupe  les  deux  surfaces  suivant 
deux  coniques,  qui  ont  évidemment  aussi  cette  droite  pour  axe  de  symptose. 

Si  le  plan  transversal  ne  coupait  qu'une  des  deux  surfaces,  Tune  des 
coniques  serait  imaginaire  ;  mais  les  deux  axes  de  symptose  subsisteraient 
toujours,  parce  qu'il  existe  généralement  trois  systèmes  de  deux  axes  de 
symptose;  ce  qui  prouve  que  l'un  de  ces  systèmes  est  toujours  réel,  ainsi 
qu'il  arrive  dans  toutes  les  questions  qui  admettent  généralement  trois  solu- 
tions. 

Il  en  serait  de  même  si  le  plan  transversal  ne  rencontrait  aucune  des 
deux  surfaces,  ou  bien  s'il  en  touchait  une,  ou  s'il  les  touchait  toutes 
deux. 

Nous  dirons  que  : 

Quand  on  a  deux  surfaces  du  second  degré  et  un  plan  transversal  mené 
arbitrairement , 

i""  Il  existe  toujours  dans  ce  plan  deux  droites  h,  V,  qui  sont  telles 
qu'un  plan  mené,  par  l'une  d'elles,  coupe  les  deux  surfaces  suivafU  deux 
coniques  ayant  cette  droite  pour  l'un  de  leurs  axes  de  symptose. 

2^  Si  ces  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  réels,  les  deux 
droites  L,  U  seront  deux  des  six  cordes  communes  aux  deux  courbes; 
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les  quatre  autres  cordes  communes  pourront  jouir  de  la  même  propriété 
que  ces  deux  premières^  mais  ne  jouiront  pas  nécessairement  de  cette 
propriété. 

3**  Enfin  y  dans  tous  les  autres  cas  de  la  section  des  deux  surfaces  par  le 
plan  coupant  y  il  n'existera  que  deux  droites  L,  L'. 

261.  Considérons  maintenant,  dans  le  plan  transversal,  les  trois  points 

A,  B,  C,  relatifs  aux  deux  coniques  (259).  Lun  d'eux.  A,  est  le  point  de 
concours  des  deux  droites  L,  L';  ainsi  il  est  toujours  réel;  il  a  la  môme 
polaire  dans  les  deux  coniques;  celte  droite  a  pour  polaires,  dans  les  deux 
surfaces,  les  deux  droites  qui  vont  du  point  A  aux  pôles  du  plan  transversal, 
par  rapport  aux  deux  surfaces  respectivement. 

Si  les  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points,  ou  ne  se  coupent  pas  du 
tout,  les  deux  autres  points  B,  C  sont  toujours  réels.  Cela  a  encore  lieu 
quand  une  des  coniques  est  imaginaire,  c'est-à-dire  quand  le  plan  trans- 
versal ne  rencontre  pas  Tune  des  deux  surfaces.  En  eiïet,  ces  deux  points 

B,  G  jouissent  de  la  propriété  de  diviser  harmoniquemenl  le  segment  com- 
pris (sur  la  droite  qui  les  joint)  entre  les  deux  axes  de  symptose  des  deux 
coniques,  et  le  segment  compris  dans  une  troisième  conique,  arbitraire,  qui 
passerait  par  les  quatre  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  deux 
proposées.  Si  Tune  des  deux  coniques  ou  toutes  deux  sont  imaginaires,  ces 
deux  segments  ne  pourront  être  superposés,  parce  qu'alors  les  deux  axes 
de  symptose  rencontreraient  la  troisième  conique,  ce  qui  est  impossible, 
parce  que  les  points  de  rencontre  appartiendraient  aux  deux  premières,  dont 
nous  supposons  au  moins  l'une  imaginaire;  donc  ces  deux  segments  ne  sont 
point  superposés;  et  l'on  sait  qu'alors  les  deux  points  B,  C,  qui  les  divisent 
harmoniquement  l'un  et  l'autre,  sont  toujours  réels.  (Traité  des  propriétés 
jrrojeclives,  p.  201.)  Donc 

Étant  donnés  deux  surfaces  du  second  degré  et  un  plan  tramversal  : 

1®  Si  ce  plan  rencontre,  en  quatre  points,  la  courbe  d intersection  des 

deux  surfaces,  ou  ne  la  rencontre  pas  du  tout,  il  existera  dans  ce  plan  trois 

points  y  tels  que  les  droites  menées  de  Cun  quelconque  d'entre  eux  aux  pôles 

du  plan ,  pris  par  rapport  aux  deux  surfaces,  auront  la  même  polaire  dans 

9S 
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les  deux  surfaces,  celte  polaire  commune  sera  la  droite  qui  joindra  les  deux 
autres  points; 

2^  Si  le  plan  transversal  rencontre,  en  deux  points,  la  courbe  d'intersec- 
tion des  deux  surfaces,  deux  des  trois  points  en  question  seront  imagi- 
naires, et  le  troisième  sera  toujours  réel;  c'^est-à-dire  qu'il  existera  dans  le 
plan  un  point  tel,  que  les  deux  droites  qui  le  joindront  aux  pôles  du  plan, 
pris  par  rapport  aux  deux  surfaces,  auront  la  même  polaire  dans  les  deua; 
surfaces.  Celte  polaire  sera  située  dans  le  plan  transversal. 

Ces  principes  généraux  vont  nous  conduire  aisément  aux  théorèmes  que 
nous  avons  en  vue. 

262.  En  eiïet^  considérons  les  deux  surfaces  et  le  plan  transversal^  et 
formons  la  figure  homographique^  de  manière  que  le  plan  transversal  passe 
à  rinfini  ;  ses  pôles  deviendront  les  centres  des  nouvelles  surfaces;  les  droites 
menées  de  ces  pôles  au  point  A  deviendront  deux  diamètres  de  ces  sur- 
faces,  parallèles  entre  eux^  et  leurs  plans  conjugués  seront  aussi  parallèles 
entre  eux ,  parce  qu'ils  passeront  par  la  droite  correspondant  à  la  droite  BC, 
laquelle  sera  à  Finfini;  il  en  sera  de  même  des  droites  menées^  des  deux 
pôles ^  à  chacun  des  points  B^  G^  si  ces  points  sont  réels;  dans  ce  cas^  la 
courbe  d'intersection  des  deux  nouvelles  surfaces  aura  quatre  asymptotes  ou 
n'en  aura  aucune;  et^  dans  le  cas  où  les  points  B^G  sont  imaginaires^  cette 
courbe  d'intersection  aura  deux  asymptotes.  On  conclut  donc  de  là  ce  théo- 
rème^ dans  lequel  nous  supposons  les  deux  surfaces  concentriques^  pour 
rendre  l'énoncé  plus  facile  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  concentriques,  et,  du  reste ^ 
dans  une  position  quelconque  l'une  par  rapport  à  l'autre;  si  leur  courbe 
d'intersection  a  quatre  asymptotes,  ou  n'en  a  aucune,  il  existe  toujours  trois 
droites  diamétrales  dont  chacune  a  même  plan  conjugué  dans  les  deux  sur- 
faces; ces  trois  droites  forment,  dans  l'une  et  l'autre  surface,  un  système 
de  diamètres  conjugués; 

Et  si  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  a  seulement  deux 
asymptotes,  deux  de  ces  trois  droites  diamétrales  sont  imaginaires,  et 
la  troisième  est  réelle;  de  sorte  qu'il  existe  toujours  une  droite  diamé^ 
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irale,  et  il  n'en  existe  qu'une,  qui  a  même  plan  conjugué  dans  les  deux 
surfaces. 

263.  On  conclut  donc  de  là  que  si  l'une  des  deux  surfaces  est  un  eUip- 
solde,  le  système  des  trois  diamètres  conjugués  communs  existe  toujours; 
parce  que  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  ne  peut  avoir  aucune 
asymptote. 

Mais  51  les  deux  surfaces  sont  des  hyperboloïdes,  elles  n'ont  plus  nécessai- 
rement un  système  de  trois  diamètres  conjugués  communs,  ainsi  qu'on  l'avait 

supposé  d'après  l'énoncé,  trop  absolu,  du  théorème  de  Monge.  {Coirespon- 

»  - 

daiice  siêr  F  Ecole  polytechnique,  t.  H,  p.  319.) 

264.  Reprenons  les  deux  surfaces  quelconques  et  le  plan  transversal,  et 
considérons  les  deux  droites  L,  V.  Tout  plan,  mené  par  l'une  d'elles,  coupe 
les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  qui  ont  cette  droite  pour  axe  de 
symptose. 

Faisons  la  figure  homographique,  de  manière  que  le  plan  transversal  passe 
à  l'infini;  les  plans  menés  par  l'une  des  deux  droites  L,  V,  deviendront  des 
plans  parallèles,  et  les  deux  coniques  suivant  lesquelles  chacun  de  ces  plans 
coupera  les  deux  surfaces,  auront  un  axe  de  symptose  à  l'infini,  ce  qui 
prouve  qu'elles  seront  semblables  et  semblablement  placées.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Étant  données  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré,  placées  arbi- 
trairement  l'une  par  rapport  à  l'autre;  il  existe  toujours  deux  séries  de 
plans  parallèles ,  dont  chacun  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques 
semblables  entre  elles  et  semblablement  placées. 

Si  l'une  des  surfaces  est  une  sphère,  on  en  conclut  le  théorème  suivant, 
que  Monge  et  Hachette  ont  démontré  analytiquement,  et  dont  M.  Ponceleta 
donné  une  démonstration,  purement  géométrique,  dans  son  Traité  des  pro- 
priétés projectives,  p.  299  : 

Dans  toute  surface  du  second  degré ,  il  existe  deux  séries  de  plans  paral- 
lèles qui  la  coupent  suivant  des  cercles. 

265.  Remarquons  que  les  deux  droites  L,  L'  se  coupent  au  point  A,  qui 
devient,  dans  la  figure  homographique,  l'extrémité  à  l'infini  d'une  droite  dia- 
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fnétrale^  ayant  même  plan  conjugué  dans  les  deux  surfaces  (que  nous  suppo- 
sons eoncentric|ueSy;  les  plans  qui  coupent  les  deux  surfaces  suivant  des 
coniques  senililahles  et  semblablement  placées^  sont  donc  parallèles  à  cette 
droite.  Ainsi  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  concentriques,  les  deux 
plans  dianuHraux  qui  les  coupent  suivant  des  coniques  semblables  et  sem- 
blablement placées,  passent  jmr  l'un  de  leurs  trois  diamètres  conjugués  com- 
muns. 

266.  Quand  les  deux  coniques^  comprises  dans  le  plan  transversal^  ne 
se  coupent  pas^  les  droites  h,\J  ne  rencontrent  pas  la  surface;  quand 
les  deux  coniques  se  coupent  en  deux  points  seulement^  Tune  de  ces 
droites  passe  par  ces  deux  points,  et  la  seconde  ne  rencontre  pas  les 
coniques;  et  enfin,  quand  les  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points^ 
les  droites  L,  L'  passent  par  ces  points,  pris  deux  à  deux.  On  conclut  de 
là  que  : 

Quand  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  secopul  degré,  concen- 
triques, n\i  aucune  asymptote,  les  plans  des  deux  séries  de  courbes  en 
question  y  dam  le  théorème  (264),  les  coupent  suivant  des  ellipses; 

Quand  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  a  deux  asymptotes,  les 
plans  d'une  des  deux  séries  les  coupent  suivant  des  ellipses ,  et  les  plans  de 
l'autre  série  suivant  des  hyperboles  :  ces  derniers  plans  sont  parallèles  aux 
deux  asymptotes; 

El ,  quand  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  a  quatre  asymptotes, 
les  plans  des  deux  séries  les  coupent  suivant  des  hyperboles  :  les  plans  d'une 
série  sont  parallèles  à  deux  asymptotes  et  les  plans  de  l'autre  série  sont 
parallèles  aux  deux  autres  asymptotes. 

267.  Nous  avons  vu  que,  quand  les  deux  coniques  comprises  dans  le  plan 
transversal  ont  quatre  points  d'intersection  réels,  il  peut  y  avoir,  outre 
les  axes  de  symplose  L,  V,  deux  autres  systèmes  de  deux  droites  sem- 
blables (259);  donc 

Quand  la  courbe  d'intersection  de  deux  hypo^boloïdes  a  quatre  asymp- 
totes, il  peut  exister  six  séries  de  plans  parallèles  qui  les  coupent  suivant 
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des  coniques  semblables  et  semblablement  placées;  ces  plans  sont  parallèles 
u\ix  asymptotes  prises  deux  à  deux. 

268.  Enfin  ^  considérons  les  deux  centres  d'homologie  des  deux  coniques 
suivant  lesquelles  un  plan  transversal  coupe  deux  surfaces  du  second  degré. 
Supposons  que  le  plan  transversal  ait  le  même  pôle  dans  les  deux  surfaces. 
Autour  de  ce  pôle  faisons  tourner  un  plan  tangent  à  la  première  surface  :  sa 
trace  sur  le  plan  transversal  sera  tangente  à  la  courbe  d'intersection  de  cette 
surface  par  ce  plan  transversal;  eXy  quand  cette  trace  passera  par  Fun  des 
des  deux  centres  d'homologie,  elle  sera  aussi  tangente  à  la  section  de  la 
seconde  surface  par  le  plan  transversal.  Donc,  par  la  droite  qui  joint  Tun 
des  deux  centres  d'homologie  au  pôle  du  plan  transversal,  on  peut  mener 
deux  plans  tangents  communs  aux  deux  surfaces.  Donc  cette  droite  jouit  de 
la  propriété  que,  si  Ton  prend  un  quelconque  de  ses  points  pour  sommet 
commun  de  deux  cônes  circonscrits  aux  deux  surfaces,  par  cette  droite  on 
pourra  mener  deux  plans  tangents  aux  deux  cônes;  et  dès  lors  un  plan 
quelconque  coupera  les  cônes  suivant  deux  coniques  ayant,  pour  Fun  de 
leurs  centres  d'homologie,  le  point  où  ce  plan  coupera  la  droite  en  ques- 
tion. Nous  dirons,  par  cette  raison,  que  cette  droite  est  un  axe  ce^itral  d'ho- 
mologie  des  deux  cônes. 

Faisons  la  figure  homographique,  de  manière  que  le  plan  transversal 
passe  à  Finfini;  nous  aurons  deux  surfaces  concentriques,  et  Je  théorème 
suivant  : 

Etant  données  deux  surfaces  du  second  degré,  concentriques,  il  existe 
toujours  deux  droites  diamétrales  telles,  que  si  l'on  prend  un  point  quelconque 
de  Fune  d'elles  pour  sommet  commun  de  deux  cônes  circonscrits  aux  deux 
surfaces,  cette  droite  sera  un  axe  central  d'homologie  des  deux  côties;  cest- 
à-^ire  que  tout  plan  coupera  ces  deux  cônes  suivant  deux  coniques,  qui 
auront  un  de  leurs  centres  d'homologie  au  point  où  ce  plan  coupera  cette 
droite. 

269.  Si  Fon  prend  le  sommet  commun  des  deux  cônes  à  Finfini,  sur  Fune 
des  deux  droites,  ces  cônes  deviendront  deux  cylindres,  qui  auront  pour 
axe  commun  cette  droite.  Tout  plan  les  coupera  donc  suivant  deux  coniques 
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concentriques^  dont  le  centre  sera  sur  cette  droite;  mais  ce  centre  sera  en 
même  temps  leur  centre  d'homologie;  ce  qui  exige  que  les  deux  coniques 
soient  semblables  et  semblablement  placées.  Les  cylindres  seront  donc^  eux- 
mêmes,  semblables  et  semblablement  placés.  Donc: 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  concentriques,  il  existe  deux 
droites  diamétrales  telles,  que  si  Von  circonscrit,  atix  deux  surfaces,  deux 
cylindres  qui  aient  l'une  de  ces  droites  pour  axe  commun,  ces  deux  cylindres 
seront  semblables  et  semblablement  placés. 

270.  Si  Tune  des  surfaces  est  une  sphère,  il  en  résulte  que  : 

Dans  toute  surface  du  second  degré  qui  a  un  centre,  il  existe  deux  droites 
diamétrales  telles,  que  si  l'on  circonscrit  à  la  surfojce  un  cylindre  qui  ait  ses 
arêtes  parallèles  à  l'une  d'elles,  les  sections  droites  de  ce  cylindre  seront  des 
cercles. 

271.  Quand  les  deux  coniques,  comprises  dans  le  plan  transversal  (259), 
se  coupent  en  quatre  points,  elles  peuvent  avoir  six  centres  d'homologie; 
on  en  conclut  que  : 

Quand  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré,  concen- 
triques, a  quatre  asymptotes,  il  peut  exister  six  droites  diamétrales  telles,  que 
si  l'on  circonscrit,  aux  deux  surfaces,  deux  cylindres  qui  aient  l'une  de  ces 
droites  pour  axe  commun,  ces  deux  cylindres  seront  semblables  et  setnblable- 
m£nt  placés. 

§  XV.  Construction  géométrique  des  figures  homographiques. 

—  Divers  théorèmes  de  géométrie. 

272.  Pour  construire  une  figure  homographique  d^une  figure  proposée,  on 
pourra  prendre  arbitrairement,  dans  Fespace,  les  cinq  points  a',  fr',  c',  rf',  &, 
qui  devront  correspondre  respectivement,  dans  la  nouvelle  figure,  à  cinq 
points  désignés  a,  b,  c,  d,  e,  de  la  figure  proposée. 

Ces  cinq  points  suffiront  pour  déterminer  chaque  point  m'  et  chaque 
plan  M' de  la  nouvelle  figure,  qui  correspondront,  respectivement,  à  chaque 
point  m  et  à  chaque  plan  M  de  la  proposée. 
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Considérons  les  deux  tétraèdres  abcd,  a^b^&dK  Menons  dans  le  premier 
les  deux  plans  ehCy  mbc^  qui  rencontreront  Tarête  ad  en  e,  «;  et,  dans  le 
second^  les  deux  plans  e^b^dy  m'b'&y  qui  rencontreront  l'arête  a'rf'  en  c',  «'. 
Les  quatre  points  a'^  d'^  e'^  a'  seront^  dans  la  seconde  figure^  les  homo- 
logues des  quatre  points  a^  dy  e^  a,  de  la  première  figure.  On  aura  donc 
Téquation 

aoL    as       a'a'    oV 

Les  trois  points  a^y  d^y  e'y  sont  connus;  cette  équation  fera  donc  connaître 
le  point  «'.  De  sorte  que  le  plan  mené  par  Farêle  fr'c'  du  tétraèdre  a'fr'c'rf', 
et  par  le  point  cherché  m'^  sera  déterminé.  Par  deux  équations  semblables 
on  déterminera  les  plans  qui  passeront  par  les  arêtes  aCy  aby  respectivement^ 
et  par  le  point  cherché.  Ce  point  sera  donc  déterminé  par  Fintersection  de 
ces  trois  plans. 

273.  Maintenant^  déterminons  le  plan  M'  qui^  dans  la  seconde  figure , 
correspond  à  un  plan  M  de  la  première. 

Soit  ce  le  point  où  ce  plan  rencontre  Farête  ady  et  soit  a'  le  point  corres- 
pondant à  a  dans  la  seconde  figure  :  ce  sera  le  point  où  le  plan  cherché  M' 
rencontre  Farête  a'd\  On  aura^  entre  les  quatre  points  a  y  dySy  ay  et  les 
quatre  points  a',  rf',  e',  « ,  la  relation 


qui  fera  connaître  la  position  du  point  a^ 

On  déterminera^  par  deux  équations  semblables^  les  points  où  le  plan 
cherché  rencontre  deux  autres  arêtes  du  tétraèdre  a^V&d'.  Ainsi  ce  plan 
sera  déterminé. 

Si  le  plan  M  de  la  première  figure  est  à  Finfini^  la  solution  restera 
la  même;  seulement^  dans  Féquation  précédente^  qui  sert  à  déterminer 
la  position  du  point  J  du  plan  cherché  y  le  rapport  ^  sera  égal  à  Funité. 
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Le  problème  de  la  construction  géométrique  des  figures  homographiques 
est  donc  résolu  complètement. 

274.  Ce  mode  de  construction  peut  être  exprimé  par  trois  formules 
très-simples^  qui  se  prêteront  à  la  discussion  des  diiïérents  cas  qui  peu- 
vent se  présenter^  et  qui  nous  conduiront  à  divers  théorèmes  de  Géométrie  ^ 
qui  nous  paraissent  nouveaux. 

Reprenons  Féquation 


(A). 


CUL    as       a  a     ae 


iU  '  de       dV  '  d'i 


dans  laquelle  e,  a  sont  les  points  où  les  deux  plans  ebc,  rnbc  rencontrent 
l'arête  ad;  et  s'y  «',  les  points  où  les  deux  plans  correspondants^  €'b'&,  m'b^c\ 
rencontrent  l'arête  a'rf'.  Écrivons-la  sous  la  forme 


a£     a's' 


Le  rapport  ^  î  ^y  est  une  quantité  constante,  puisqu'il  ne  dépend  que 
de  la  position  du  point  fixe  e  de  la  première  figure  et  du  point  fixe  e'  qui  lui 
correspond  dans  la  seconde  figure.  Représentons  ce  rapport  constant  par  >.; 
il  viendra 


aa  a  a 


(^'^ rd=\'d' 


Pareillement,  6  et  S'  étant  les  points  où  les  deux  plans  fnac,  m'a'd  ren- 
contrent, respectivement,  les  deux  arêtes  6rf,  fr'rf',  des  deux  tétraèdres,  on 
aura 

66  6'6' 

("^ ;     •    •     •     'ïd  =  ^^'' 

fx  étant  une  constante. 

Et  enfin ,  \  V  étant  les  points  où  les  deux  plans  mab^  m'a^b\  rencontrent^ 
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respectivement^  les  deux  arêtes  cc/^  dd',  on  aura 

t  \  —=  ^ 

yd  y'd' 

V  étant  une  troisième  constante. 

275.  De  ces  équations^  on  conclut  ce  théorème  général  sur  les  figures 
homographiques  : 

Etant  donnés  deux  tétraèdres  quelconques  abcd,  a'b'c'd';  si,  par  chaque 
point  d'une  figure  donnée,  on  mène  trois  plans,  passant  par  les  trois  arêtes 
bc,  ca,  ab  du  premier  tétraèdre,  et  rencontrant  resj)€ctivenienl  les  arêtes 
opposées  en  a,  S,  y,  et  que,  sur  les  trois  arêtes  a'd',  b'd',  c'd'  du  second 
tétraèdre,  on  prenne  trois  points  a',  6',  y,  déterminés  par  les  trois  équa- 
tiom 

ta  oLa'       tb  6 '6'       yc  y'c' 

^'"^^''     '^^^Wd:'    W^^^r^' 

>,  ft,  V,  étant  trois  constantes, pnses  arbitrairement  : 

Le  point  d'intersection  des  trois  plans  «'b'c',  S'c'a',  /a'b',  appartiendra 
à  une  seconde  figure  qui  sera  homographique  à  la  première. 

276.  Le  rapport  ^  est  proportionnel  au  rapport  des  perpendiculaires 
abaissées^  d'un  point  quelconque  du  plan  abc,  sur  les  deux  faces  abc,  dbc  du 
premier  tétraèdre;  car  s  el  p  étant  ces  perpendiculaires^  on  a 

aa       s    sin.  ((/a,  dbc) 
ad      p    sin.  (adf  abc) 

Pareillement^  le  rapport^  est  proportionnel  au  rapport  des  perpendicu- 
laires abaissées^  d'un  point  du  plan  a'fr'c',  sur  les  deux  faces  a^b'c^,  d'I/c' 
du  second  tétraèdre. 

D'après  cela,  soient />,  q,  r,  s  les  distances  d'un  point  m  de  la  première 
figure  aux  quatre  faces  du  premier  tétraèdre^  et  p^,  q',  r',  s'  les  distances 
du  point  homologue  m',  de  la  seconde  figure,  aux  quatre  faces  corres- 

96 
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pondantes  du  second  tétraèdre;  les  trois  équations  (a)  se  changeront  en 
celles-ci  : 

^    ^  S  s'        S       ^  .s'       «  s' 


On  conclut  de  là  ce  théorème  général  : 

Etant  donnée  une  figure  dans  l'espace ,  et  étant  pris  deux  tétraèdres  quel-- 
conques,  dont  les  faces  se  correspondent  une  à  une; 

Si,  de  chaque  point  de  la  figure,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
quatre  faces  du  premier  tétraèdre ,  et  quon  prenne  les  rapports  de  la  pre- 
mière aux  trois  autres  : 

Puis,  qu'on  cherche  un  point  tel,  qu'étant  prises  ses  distances  aux  quatre 
faces  du  second  tétraèdre,  les  rapports  de  la  première  aux  trois  autres  soient 
respectivement  dans  des  raisons  constantes  avec  les  trois  premiers  rapports  ; 
ce  point,  qui  correspondra  ainsi,  dans  toutes  ses  positions,  aux  points  de 
la  figure  proposée,  appartiendra  à  une  secomle  figure  homographique  à  celle 
proposée. 

277.  Maintenant^  concevons  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  «,  ff,  y- 
le  rapport  ^  est  égal  à  celui  des  perpendiculaires  abaissées^  des  points 
a,  d,  sur  ce  plan.  Pareillement^  le  rapport  ^  est  égal  au  rapport  des 
perpendiculaires  abaissées,  des  points  o',rf',  sur  le  plan  «'S'/.  D'après  cela, 
soient  P,  Q,  R,S  les  perpendiculaires  abaissées,  des  quatre  sommets  du 
premier  tétraèdre,  sur  un  plan  M,  et  P',  Q',  R',  S',  les  perpendiculaires  abais- 
sées, des  sommets  du  second  tétraèdre,  sur  le  plan  correspondant  M'  de  la 
seconde  figure;  on  aura  les  trois  équations 


P  P'       Q  Q'       R  R' 

(''^ s='s^'   s^'^s^'  "s=^s^- 


D'où  Ton  conclut  ce  théorème  : 

Étant  domiée  une  figure  dans  l'espace,  et  étant  pris  deux  tétraèdres  quel- 
conques, dont  les  sommets  se  correspondent  un  à  un; 
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Si,  pour  chaque  plan  faisant  partie  de  la  figure,  on  fonnc  les  rapports 
de  ses  distances  aux  quatre  sommets  du  premier  tétraèdre  ; 

Puis  y  qu'on  mène  un  plan,  de  manière  que  les  rapports  de  ses  distances 
aux  quatre  sominets  du  second  tétraèdre  soient  respectivement,  aux  premiers 
rapports,  dans  des  raisom  constantes,  ce  plan  appartiendra,  dans  toutes  ses 
positions ,  à  une  figure  homographique  à  la  proposée. 

278.  Reprenons  les  trois  équations  (a)  : 


aa         o!q! 


oid  ad 


'_!' 


,66         6'6' 


yc  y'c' 


I 


yd  r'd' 


Ces  équations  comprennent  la  construction  complète  des  figures  homo- 
graphiques  les  plus  générales.  Car  elles  donnent  les  positions  des  trois  points 
«S^SyS  correspondant  respectivement  aux  trois  points  a,  6,  y;  et  ceux-ci 
déterminent  un  plan  et  un  point  de  la  figure  proposée.  Ce  plan  est  celui  des 
trois  points;  et  ce  point  est  Tinterseclion  des  trois  plans  menés  respective- 
ment par  ces  trois  points  et  par  les  arêtes  bc,ca,  ab  du  premier  tétraèdre. 
Les  trois  autres  points  a,  &,  y'  déterminent^  semblablement^  un  plan  et  un 
point  de  la  seconde  figure^  correspondant  respectivement  au  plan  et  au 
point  de  la  première. 

Ainsi  les  trois  équations  serviront  à  la  construction  des  points  et  des 
plans  d'une  figure  homographique  d'une  figure  proposée. 

279.  Les  quatre  points  a,  b,  c,  d,  qui  sont  les  sommets  du  premier 
tétraèdre  auquel  on  rapporte  la  figure  proposée,  peuvent  être  pris  arbitraire- 
ment dans  Tespace,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas  dans  un  même  plan;  il  en 
est  de  même  des  quatre  points  a',  b\  &,  d\  qui  leur  correspondent  dans  la 
figure  homographique  qu'on  veut  construire. 

On  pourra  donner  à  ces  divers  points  difTérentes  positions  qui  simplifie- 
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roni  les  trois  équations  ci-dessus,  ou  qui  établiront,  entre  les  figures,  des 
relations  de  position  particulières,  propres  à  la  transformation  de  certaines 
propriétés  de  grandeur  métrique  ou  angulaire,  de  superficie  ou  de  volume. 
280.  Supposons  le  sommet  d  du  premier  tétraèdre  situé  à  Finfini  :  les 
segments  arf,  erf,  yrf,  seront  infinis;  les  faisant  entrer  dans  les  constantes 
>.,/u,  V,  les  trois  équations  prendront  la  forme 


aa=  > 


a  a' 


(X 


'd' 


('') ^''-'^' 


•  _/ 


y  c 

rc  =  v  —7, 
y  a 


281.  Mais  il  nous  faut  peut-être  démontrer  rigoureusement  ces  équa- 
tions, c'est-à-dire  faire  voir  que  nous  pouvions  comprendre,  dans  les  coeffî 
cients,  les  segments  infinis.  Pour  cela,  reprenons  Féquation 


att    ea       oc  a'    c'a' 
ad    sd        a'rf'     e'd' 


qui  nous  a  servi  (274)  à  démontrer  les  trois  équations  («). 

Le  point  d  étant  à  Finfini,  les  deux  segments  ady  ed^  sont  infinis,  et  leur 
rapport  est  égal  à  Tunité;  Féquation  se  réduit  donc  à 


%a       Gt'a'    c'a' 


€(1       fx'd'  '  t'rf' 
OU 


OLU 


aa     I       s  a\ 

=7d''r''7d^) 


(ea  :  p^^  est  une  constante  indépendante  de  la  position  du  point  «  et  de  son 
homologue  a'  ;  on  a  donc 


CL  tt  OL  d 

«a  =  -—  X  consl.  ==  >  -r;; 
a  a  ca 
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Ainsi  il  est  prouvé  que^  dans  nos  formules  de  construction  des  figures 
homographiques^  nous  pouvons  faire  entrer^  dans  les  constantes ,  les  seg- 
ments infinis. 

282.  D'après  cela^  supposons  que  le  point  d  étant  k  Finfini^  auquel  cas 
on  a  les  formules  (b),  son  point  homologue  d^  soit  aussi  à  Tinfini  :  les  for- 
mules (a)  deviendront 

oa  =  >.a'a', 

(c).      .      .      .      , \tb  =  (^î'b', 

283.  Si^  au  contraire^  les  points  d,  d'  étant  à  distances  finies^  les 
deux  plans  abc  y  a^b^&  sont  Fun  et  Tautre  à  Finfini ,  les  formules  seront  de 
la  forme 

ad  =  X  ad' , 

(d) {  6rf  =  p6'd', 

Yd=  V  y'd'. 

Ces  formules  comprennent  le  mode  de  transformation  par  accroissement^ 
dans  des  rapports  données^  des  coordonnées  des  points  d'une  figure.  Mais 
la  transformation  qu'elles  donnent  est  plus  générale  que  celle-ci^  parce  que 
les  coordonnées  de  la  seconde  figure  peuvent  être  comptées  sur  d'autres  axes 
que  celles  de  la  figure  proposée. 

Nous  consacrerons  deux  des  paragraphes  suivants  (§§  XXIII  et  XXIV)  à 
ce  mode  de  déformation  homographique^  qui  est  susceptible  de  nombreuses 
applications. 

284.  Si  l'on  suppose  le  point  d  à  l'infini^  et  le  plan  a'b^d  aussi  à  l'infini^ 
les  formules  deviendront 


W 


i 

aa  = 

.'d'' 

66  = 

6-6'* 

y 

re  — 

r'C 
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2 8  S.  Toutes  ces  formules  sont  très-simples.  Elles  expriment  divers  théo- 
rèmes de  Géométrie  qui  seraient  nouveaux  et  qui  pourraient  offrir  quelque 
intérêt;  mais  comme  ils  ne  sont  que  des  corollaires  du  théorème  gé- 
néral (275),  nous  nous  dispenserons  de  les  énoncer. 

286.  Les  formules  (a)  peuvent  donner  lieu  encore  à  d'autres  cas  parti- 
culiers du  mode  général  de  construction  des  figures  homographiques ,  qu'on 
obtient  en  donnant  aux  sommets  a',  fr',  &,  rf',  du  second  tétraèdre ,  différentes 
positions  particulières  par  rapport  au  premier  tétraèdre.  Il  est  deux  de  ces 
cas  dont  nous  ferons  Fobjet  de  deux  paragraphes  particuliers  (§§  XVII  et 
XXII),  à  cause  de  leur  importance. 

287.  Les  formules  (a')  et  (a'')  sont  susceptibles  aussi  d'une  discussion 
analogue  à  celle  des  formules  (a),  et  de  différents  cas  particuliers,  comme 
celles-ci.  Mais  nous  n'entrerons  pas  dans  cet  examen,  qui  n'offre  aucune 
difficulté,  surtout  si  l'on  a  égard  aux  théorèmes  (176  et  177)  qui  se  rap- 
portent à  cette  question. 

288.  Le  théorème  (275)  donne  lieu  à  deux  propositions  de  Géométrie, 
que  l'on  peut  considérer  comme  indépendantes  de  la  théorie  des  figures  ho- 
mographiques. 

La  figure  construite  dans  le  théorème  (275)  étant  homographique  à  la 
figure  proposée,  aux  points  de  celles-ci,  qui  seront  sur  un  même  plan,  cor- 
respondront des  points  situés  aussi  sur  un  même  plan;  on  peut  donc  énoncer 
ce  simple  théorème  de  Géométrie  : 

Étant  donnes  un  tétraèdre  SABC  et  un  plan,  mené  arbitrairement  dans 
l'espace; 

Si,  par  chaque  point  de  ce  plan,  on  mène  trois  plans,  passant  par  les  trois 
arêtes  à  la  base  ABC  du  tétraèdre,  et  rencontrant  les  arêtes  opposées  en  a,e, 
y,  et  qu'on  forme  les  rapports  des  segments  que  ces  points  font  sur  ces  arêtes, 
lesquels  rapports  sont 

aS       6S       yS 

^'   ifi'    rC' 
Puis,   qu'on  ait   un  second   tétraèdre  quelconque  S'A'B'C,   et  qu'on 
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prefifie,  sur  ses  trois  arêtes  au  sommet,  trois  points  a',  S',  y  tels,  que  les  trois 
rapports 


a'S'      t'S'      r'S' 

soiefit^  respectivement,  aux  trois  premiers,  dans  des  raisons  données  et 
constantes  ; 

Les  plans  menés  par  les  trois  points  «',  S',  y',  et  par  les  trois  arêtes 
B'C,  A'C,  A'B',  respectivement,  se  rencontreront  en  un  jmnt  qui  aura 
pour  lieu  géométrique  un  plan. 

289.  Les  trois  points  «,  S,  y,  dans  le  théorème  (27S),  déterminent  un 
plan  appartenant  à  la  figure  proposée^  et  les  points  J,  6\  /  déterminent  le 
plan  correspondant^  dans  la  figure  homographique;  donc^  si  le  premier  plan 
tourne  autour  d'un  point  fixe^  le  second  tournera  aussi  autour  d'un  point; 
on  en  conclut  donc  ce  théorème  : 

Etant  donnés  un  tétraèdre  SABC  et  un  point,  situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace  ; 

Si  autour  de  ce  point  on  fait  tourner  un  plan  transversal,  qui  rencontre 
les  trois  arêtes  SA,  SB,  SC,  au  sommet  du  tétraèdre,  en  trois  jmnts  a,  S,  y; 
et  qu'on  forme  les  rapports  des  segments  que  ce  plan  fait  sur  ces  arêtes,  les- 
quels  rapports  sont 

aS       6S       yS 
^'     €B'     ^' 

Puis,  qu'ion  prenne  un  second  tétraèdre  quelconque  S'A'B'C ,  et  qu'on 
mène  un  plan  transversal  qui  rencontre  ses  arêtes  au  sommet,  S'A',  S'B', 
S'C,  ew  trois  points  «',  &,  y'  tels,  que  les  trois  rapports 


'O' 


a' S'      6' S'      r'S 


fr%t 


a'A'      6'B'       r'C 


soient  aux  trois  premiers  dans  des  raisons  comtantes,  ce  plan  passePHt  tou- 
jours ,  dam  toutes  ses  positions,  par  un  même  point. 

290.  Ce  théorème  et  le  précédent,  que  nous  venons  de  déduire  de  la 
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théorie  des  figures  homograpbiques  ^  en  renfermeot,  Fiin  et  Taotre^  toaleb 
doctrine.  Si  Fun  ou  Fautre  de  ces  deux  théorèmes  était  démontré  m  pnon 
et  directement ,  nous  en  conclurions  notre  principe  de  déformation  bomo^n- 
phique,  comprenant  les  relations  de  description  et  les  relations  de  grandeor 
des  figures. 

Cest  Fun  ou  Fautre  de  ces  deux  théorèmes  dont  nous  avons  voolo  parler 
dans  notre  Aj)erçu  historique  sur  les  méthodes  en  Géo^nétrk  (cinquiènie 
Époque,  §  28),  en  disant  que  toute  la  doctrine  de  transformation  de$  fi  furet 
en  d'autres  du  même  genre ^  reposait  sur  un  seul  et  unique  théorème  de 
Géométrie.  Nous  donnerons  dans  un  autre  écrit,  qui  traitera  du  rapport 
anhannonique  et  de  ses  nombreuses  applications,  la  démonstration  directe 
et  géométrique  de  ce  théorème.  De  sorte  que  le  principe  de  déformation 
homographique  se  trouvera  démontré  directement,  et  indépendanuneot  du 
princi|>e  de  dualité. 

§  XVI.  Construction  analytique  des  figures  homographiques. 

291.  La  propriété  des  figures  homographiques,  exprimée  par  le  théo- 
rème (276),  conduit  à  Fexpression  analytique  la  plus  générale  de  ces  figures, 
dans  le  système  des  coordonnées  de  Descartes. 

En  effet,  prenons  trois  axes  coordonnés  quelconques  ox,  oyyOz,  auxquels 
nous  rapporterons  les  deux  figures.  Soient 

Xx  -^  By  ^  Cz  —  i  =  Oy 
A'x  +  B'yH-C'jr  — i  =  0, 
A'x  +  B'y  -^  C'z  -4=0, 
A"x-f-B  'y-4-C"z— i  =  0, 

les  équations  de  quatre  plans  appartenant  à  la  figure  proposée;  et 

ax  -k-  bx  -^  cz  —  i  =  0, 
a'x  +  b'y  ^  c'z  —  i  =  0, 
a"x-^6"y-t-r"«-1==0, 

a"'x-^6"'y-f-c"'x-l  =  0, 
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les  équations  de  quatre  plans  donnés  qui  doivent  correspondre^  dans  la  nou- 
velle figure^  à  ces  quatre  premiers,  respectivement. 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  figure  proposée, 
eiXy  y,  z  celles  du  point  m  qui  lui  correspondra  dans  la  figure  cherchée. 
II  faut  déterminer  ces  coordonnées  Xy  t/y  Zy  en  fonction  de  X,  Y,  Z. 

Le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées,  du  point  M,  sur  le  premier  et 
\^  quatrième  plan  de  la  première  figure,  est  égal  à 

AX  -♦-  BY  -t-  CZ  —  i 

X  const.  ; 


A'"X  -4-  B'"Y  -t-  C'"Z  -  \ 


la  constante  étant  indépendante  des  coordonnées  X,  Y,  Z,  et  ne  renfermant 
que  les  coefficients  A,B^  C,  A'",  B'",  C",  des  équations  des  deux  plans, 
et  les  quantités  angulaires  relatives  aux  axes  coordonnés,  que  nous  suppo- 
sons obliques  pour  plus  de  généralité  ^. 

Le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  m  (a?,  y  y  z)y  de  la 
seconde  figure,  sur  le  premier  et  le  quatrième  plan  de  cette  figure,  aura 
une  expression  semblable  à  la  précédente. 

pn  aura  donc,  d'après  le  théorème  (276),  les  trois  équations  suivantes, 
entre  les  coordonnées  de  deux  points  homologues  dans  les  deux  figures  : 


ax  -\-  hy  -\-  €z  — 

\ 

a'"x  -4-  h'"y 

-4-  c'"z 

— 

\ 

a'x  -♦-  6'y 

-4-  C'Z    - 

1 

a'"x  -4-  fc"'y 

-4-  C'"Z 

— 

1 

a"x  -♦-  V'y 

-4-  C"Z  - 

«1 

AX  -4-  BY  -4-  CZ  —  1 


(I)      .      .      .      .   \    — ^ — =  a 


A'"X  -4-  B'"Y  ^  C"'Z  —  \ 

AX-hBY^CZ-I 
A'"B  -4-  B"T  -H  C'"Z  —  1 

A"X-4-BT-i-C"Z  — 1 


V, 


o'"x  -H  6'"y  -H  c'"z  —  \  A"'X  -4-  B'"Y  ^-  C"'Z  —  \ 

*  L*expres8ion  de  la  perpendiculaire  abaissée,  d*un  point  {x\  y' y  z%  sur  le  plan  qui  a  pour 

ëqiiation 

ar-4-6y-4-c3  —  1  =  0, 
est 

<qj^-4-^y^-4-cs^— i)  r  i  —  C08.»  j.y— COS.*  jr,>  — ''cos.*y,t  4-icos.x.y.  cos.  j,5.  cos.  y.  s 
l^a* tm.*if,s+^' &in.*s,:r-4-c* 9iu.*x,y— iai»8iii.y,s.8in.s,xco».isx,{yj—iac8in. s^y. 8in.x,yco9.(yr,ys)~i^cMin. z.x. siii  .r.y cos. txs.jry ' 

97 
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De  ces  trois  équations^  on  tirera  les  valeurs  des  trois  inconnues  x,yj  z, 
qui  déterminent  la  position  du  point  m  correspondant,  dans  la  seconde 
figure  y  au  point  M  de  la  proposée. 
Ainsi  le  problème  est  résolu. 

292.  Les  trois  équations  (1)  renferment  toute  la  théorie  des  figures 
homographiques.  En  donnant  des  valeurs  convenables  aux  divers  coeflScients 
qui  y  entrent,  on  exprimera,  par  ces  formules,  les  difTérenls  modes  particu- 
liers de  transformation.  Mais  nous  n'entrerons  point  ici  dans  la  discussion  de 
ces  formules,  qui  ne  peut  offrir  aucune  difficulté,  surtout  si  Ton  prend  pour 
base  la  discussion  des  modes  de  construction  géométrique,  donnée  dans  le 
paragraphe  précédent. 

293.  La  première  figure  étant  donnée,  de  forme  et  de  position,  par  rap- 
port aux  trois  axes  coordonnés,  les  douze  coefficients  A,  B,  C,  A',  B',  C, 
A",  B",  C",  A'",  B'",  C"  sont  des  quantités  connues,  et  il  n'y  a  d'arbi- 
traires, dans  les  formules  (1),  que  les  quinze  coefficients  a,  fr,  c,  a',  6',  c',  a", 
fr'',  c",  a'",  fr'",  c''',  ly  [JL  et  y,  qui  servent  à  déterminer  la  forme  de  la 
nouvelle  figure  et  sa  position,  dans  l'espace,  par  rapport  à  la  première. 

Ainsi ,  pour  effectuer  la  construction  la  plus  générale  des  figures  homogra- 
phiques, tant  par  rapport  à  leur  forme  qu'à  leur  position  dans  r espace,  on  a 
à  disposer  de  quinze  coefficients  arbitraires. 

Mais,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  position  de  la  nouvelle  figure  par  rapport 
à  la  première,  et  qu'on  ne  considère  que  sa  forme,  on  n'aura  à  disposer  que 
de  neuf  coefficients.  Car  il  faut  six  conditions,  et  par  suite  six  coefficients 
indépendants,  pour  fixer  la  position  d'une  figure  dans  l'espace,  comme  on  le 
voit  par  les  formules  du  déplacement  d'un  corps  solide,  que  nous  avons  don- 
nées dans  la  note  de  la  page  677.  Il  s'ensuit  que,  des  quinze  coefficients  a  y 
by  Cy  etc.,  six  serviront  à  déterminer  la  position  de  la  seconde  figure  dans 
l'espace,  et  les  neuf  autres,  à  déterminer  sa  forme.  Et  en  effet,  cinq  plans 
donnés,  correspondant  à  cinq  plans  de  la  première  figure,  suffisent  pour  déter- 
miner la  seconde  figure,  quelles  que  soient  leurs  positions  dans  l'espace;  Il 
suffit  donc  de  chercher  combien  de  données  sont  nécessaires  pour  déterminer 
la  forme  de  la  pyramide  tronquée  formée  par  ces  cinq  plans.  Or,  fun  d'eux 
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coupe  les  quatre  autres  suivant  un  quadrilatère  qu'on  détermine  par  cinq 
conditions^  et  il  reste  à  déterminer  les  quatre  inclinaisons  de  ces  quatre 
plans  sur  le  premier;  ce  qui  se  fait  par  quatre  données.  Il  en  faut  donc, 
en  tout,  neuf.  Ainsi,  une  figure  étant  donnée,  pour  construire  une  figure 
homographique  de  la  forme  la  plus  générale,  en  faisant  abstraction  de  sa 
position  dans  l'espace,  on  a  à  disposer  de  neuf  coefficioits  arbitraires. 

294.  Les  valeurs  des  trois  coordonnées  x^y^z^  d'un  point  de  la  seconde 
figure,  en  fonction  des  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  correspondant  de  la 
première  figure,  tirées  des  trois  équations  (1),  seront  de  la  forme 

__      aX  -»-  6Y  -♦-  rZ  —  1 

,  a'X  -*-  6'Y  -H  r'Z  —  i 


«  =  f 


a'"X-f-r'Y-4-r"'Z—  i 

«"X-4-rY-4-y'^Z-~1 
a'"XH-6"T-f-r'"Z—  i 


Il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  les  expressions  de  ^,  y,  ^,  pour 
vérifier  qu'elles  sont  en  efîet  de  cette  forme  ;  en  voici  une  démonstration  a 
priori. 

Considérons  les  trois  plans  coordonnés  yoZy  zoXy  xoy,  comme  appartenant 
à  la  seconde  figure,  et  cherchons  les  plans  correspondants,  dans  la  première 
figure  :  soient 

ax  -4-  6y  -^  yz  —  i  =  0 , 
OLX  •+-  ^'y  ■+■  y'z  —  i  =  0, 
a"x-+-ry-4-r"x— i  =  0, 

leurs  équations. 

Concevons  qu'on  ait  cherché  le  plan  qui,  dans  la  première  figure,  corres- 
pond à  l'infini  de  la  seconde  (273);  et  soit 


a'"a;^  r'y-4-r'"^  — -1=0, 


son  équation. 

La  distance  du  point  m  (x,  y,  z)  de  la  seconde  figure,  au  plan  xoy^  sera 
proportionnelle  au  rapport  des  distances  du  point  M  (X,Y,  Z),  de  la  première 
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figure^  aux  plans  qui  correspondent^  Tun  au  plan  xoy^  et  Fautrc  à  Tinfini  ;  ce 
rapport  est 

aX  -♦-  6Y  -♦-  yZ  —  I 

X  const. 


a"'X-4-ê"'YH-r'"Z  — 1 


La  distance  du  point  m  au  plan  yoz  est  égale  à  la  coordonnée  x  multi- 
pliée par  une  constante;  on  a  donc  une  équation  de  la  forme 

_  aX  -H  6Y  -♦■  >'Z  —  i 

■^  ""  ^'  a'"X  -4-  6"T  -*-  r'"Z  —  i  * 

On  aura  des  valeurs  semblables  pour  les  valeurs  de  y  et  de  z.  C'est  ce  que 
nous  voulions  démontrer. 

Ainsi  les  formules  (2)  expriment  la  construction  des  figures  homogra- 
phiques  les  plus  générales^  quant  à  leur  forme  et  à  leur  position. 

295.  Dans  ces  formules^  les  coordonnées  des  points  des  deux  figures 
sont  comptées  sur  les  mêmes  axes  coordonnés.  Si  l'on  voulait  rapporter 
celles  de  la  seconde  figure  à  d'autres  axes  que  celles  de  la  première^  on 
pourrait  simplifier  les  formules. 

Car  regardons  les  trois  axes  ox^  oy,  ozy  comme  appartenant  à  la  seconde 
figure^  et  soient  OX,  OY,  OZ  les  trois  droites  correspondant  à  ces  axes 
dans  la  première  figure;  prenons-les  pour  trois  nouveaux  axes  coordonnés^ 
auxquels  se  rapporteront  les  coordonnées  des  points  de  la  première  figure; 
soit 

aX-f-6Y-+-rZ—  1=0 

l'équation  du  plan  de  cette  première  figure  qui  correspond  à  l'infini  de  la 
seconde;  on  aura,  d'après  le  théorème  (176),  les  trois  équations 

/  ax 

x  = 


(3).    .' y  =  -7 


aX  -4-  6Y  -4-  rZ  —  i 

mY 


a'X^6Y-f-rZ— 1 


"       ,X  -♦-  6Y  -4-  rZ  —  r 

I 

*/,  ju,  Vy  étant  trois  constantes. 
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Si  ToD  prend  les  trois  axes  coordonnés  OX^  OY^  OZ^  de  manière  que  le 
plan  ZOY  soit  parallèle  au  plan  qui^  dans  la  première  figure^  correspond  à 
Tinfini  de  la  seconde ,  Téquation  de  ce  plan  sera  simplement 


Et  les  formules  seront 


X  — A«0. 


aX 


C    =5 


X-A 
X^^ 


Telles  sont  les  formules  les  plus  simples  qui  expriment^  dans  toute  la 
généralité  possible  ^  la  construction  des  figures  homographiques. 

296.  Pour  les  figures  planes^  les  formules  les  plus  générales^  relatives  à 
un  même  système  d'axes  coordonnés^  sont 


aX^SY— i  a'x^e'Y  — i 


Ces  formules  ont  été  données^  par  Waring^  pour  transformer  une  courbe  en 
une  autre  {Transforniare  unam  curvam  in  allerani),  dans  ses  Miscellanca 
analylica  de  œqualtonibm  algebf^aicis  et  cxirvarum  proprietatibus ,  în-4**, 
Cantabrigiœ  1 762  ;  puis  dans  son  Traité  des  courbes  géométriques^  intitulé  : 
Propielafes  atgebraicarum  curvarum,  in-i.%  1772.  L^auteur  se  borne  à 
dire  que  la  nouvelle  courbe  sera  du  même  degré  que  la  proposée^  sans  faire 
entrevoir  quelles  seront  les  propriétés  communes  aux  deux  courbes^  et  quels 
pourront  être  les  usages  et  les  applications  de  ce  mode  de  transformation. 
Il  ajoute  seulement  que  la  construction  d'une  courbe  semblable,  à  une 
courbe  donnée^  et  la  construction  d'une  courbe  dont  les  coordonnées  de 
chaque  point  sont  dans  des  rapports  constants  avec  les  coordonnées  du  point 
correspondant  d'une  courbe  proposée^  sont  des  cas  particuliers  de  ses  for- 
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mules.  Dans  la  préface  du  second  ouvrage,  Waring  dît  que  ce  mode  de 
transformation  est  la  généralisation  de  la  méthode  de  Newton,  comprise  dans 
son  Lemme  20  du  l®*"  livre  des  Principes.  Mais  nous  ferons  voir,  dans  la 
suite  de  ce  paragraphe,  que  cette  généralisation  ne  porte  point  sur  la  forme 
des  figures ,  mais  seulement  sur  leurs  positions  respectives. 

Ainsi,  quoique  Waring  ait  donné,  pour  transformer  une  courbe  en  une 
autre  du  même  degré,  les  formules  mêmes  qui  expriment  la  construction  de 
nos  figures  homographiques,  nous  pouvons  dire,  néanmoins,  que  notre  théorie 
de  la  traîis formation  homographique  est  nouvelle,  tant  sous  le  rapport  des 
propriétés  des  figures  que  Ton  y  considère ,  que  sous  le  rapport  de  ses  usages 
pour  la  démonstration  et  pour  la  généralisation  des  propositions  de  Géo- 
métrie. 

297.  Reprenons  les  formules  (5);  les  coordonnées  Xy  y,  de  la  nouvelle 
figure,  sont  comptées  sur  les  mêmes  axes  que  les  coordonnées  X,  Y  de  la 
figure  proposée.  Si  Ton  veut  se  servir  de  deux  systèmes  d'axes  coordonnés 
difl*érents,  on  pourra  simplifier  les  formules,  comme  dans  le  cas  des  figures 
à  trois  dimensions,  et  les  réduire  à  la  forme 

(6) x  =  - ->    y  = 


X  — A      •"       X  — A 

Ces  formules  expriment  la  construction  des  figures  homographiques  les 
plus  générales,  de  forme  et  de  position.  Les  deux  axes  oXy  oy  étant  consi- 
dérés comme  deux  droites  appartenant  à  la  seconde  figure,  les  axes  OX,  OY 
sont  les  droites  correspondantes,  dans  la  premièra  figure;  Tune  de  ces 
droites,  OY,  est  prise  parallèle  à  la  droite  qui  correspond,  dans  la  première 
figure,  a  Finfini  de  la  seconde,  et  cette  droite  est  celle  qui  a  pour  équation 

X  —  A  =  0. 

298.  On  peut  encore  trouver  des  formules  répondant  à  toute  la  géné- 
ralité de  construction  des  figures  homographiques,  et  néanmoins  un  peu  plus 
simples  que  ces  dernières. 
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En  eiïet^  qu'on  rapporte  les  points  de  la  première  figure  à  deux  axes 
coordonnés^  dont  Tun  OX  soit  la  droite  qui  correspond^  dans  celte  figure^  à 
Tinfini  de  la  seconde^  et  dont  l'autre  OY  soit  pris  arbitrairement;  et  qu'on 
rapporte  les  points  de  la  seconde  figure  à  deux  axes  coordonnés  dont  le 
premier^  Oâ?^  soit  la  droite  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première  figure^  et 
l'autre,  oy,  soit  la  droite  correspondant  à  l'axe  OY  de  la  première  figure  ;  on 
aura,  d'après  le  théorème  (176),  les  équations 

Ainsi  ces  deux  équations,  quoique  très-simples,  expriment  les  figures 
homographiques  les  plus  générales. 

Ce  sont  précisément  les  formules  données  par.  Newton. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  les  formules  de  Newton  sont  aussi  géné- 
rales que  celles  de  Waring,  puisque  les  unes  et  les  autres  répondent  à  la 
forme  et  à  la  position,  les  plus  générales,  des  figures  homographiques.  Mais 
il  y  a  cette  difîérence  entre  les  unes  et  les  autres,  que,  dans  celles  de  Wa- 
ring, les  points  sont  rapportés  à  un  même  système  d'axes  coordonnés,  tandis 
que^  dans  celles  de  Newton,  il  y  a  deux  systèmes  d'axes  coordonnés  dif- 
férents. 

299.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé,  aux  deux  figures,  une  généralité  ab- 
solue de  position  l'une  par  rapport  à  l'autre.  Mais  une  question  se  présente 
naturellement  :  c'est  de  rechercher  quelle  position  relative  il  faut  donner 
aux  deux  figures^  pour  qu'étant  rapportées  à  un  même  système  d'axes  coor- 
donnés, elles  soient  exprimées  par  les  formules  les  plus  simples. 

Les  considérations  précédentes  conduisent  à  la  solution  de  cette  question. 
En  effet,  quelles  que  soient  les  formqjes  relatives  à  un  même  système  d'axes 
coordonnés,  ces  formules  donneront  lieu,  si  l'on  change  la  position  relative 
des  deux  figures,  à  des  formules  de  même  forme,  relatives  à  deux  systèmes 
d'axes  coordonnés.  Les  formules  relatives  à  un  même  système  d'axes  coor- 
donnés ne  pourront  donc  pas  être  plus  simples  que  les  formules  les  plus 
simples  relatives  à  deux  systèmes  d'axes  coordonnés.  Celles-ci  sont  les  for^ 
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mules  (7);  il  faut  donc  voir  si  ces  formules  conviennent  à  un  même  système 

d'axes  coordonnés^  c'est-à-dire  si  Ton  peut  placer  deux  figures  homogra- 

phiques  données^  de  manière  qu'il  existe^  dans  leur  plan^  un  système  d'axes 

coordonnés  pour  lequel  les  formules  qui  lient  entre  elles  les  deux  figures 

soient  de  la  forme 

—A      — ^ 
"^""x'  ^"^  x  ' 

Voici  la  solution  de  cette  question. 

Que  l'on  cherche  la  droite  1^  dans  la  première  figure^  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  seconde  ;  et  la  droite  J'^  de  la  seconde  figure^  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  première.  Que  Ton  place  les  deux  figures  de  manière  que  les 
deux  droites  soient  superposées  sur  une  même  droite  L.  Cette  position  y  qui 
laisse  encore  quelque  chose  d'arbitraire^  puisqu'on  peut  faire  glisser  l'une  des 
deux  droites  sur  l'autre^  satisfait  à  la  question.  On  prendra  la  droite  L  pour 
l'axe  des  y.  Voici  comment  on  déterminera  l'axe  des  x.  Il  existe  toujours , 
dans  deux  figures  homographiques  quelconques^  quelle  que  soit  leur  posi- 
tion^ une  certaine  droite  qui^  considérée  comme  appartenant  à  Tune  des 
deux  figures^  est  elle-même  son  homologue  dans  l'autre.  (Voir  ci- après ^ 
§  XXV.)  Ainsi ^  pour  la  position  que  nous  venons  de  donner  aux  deux 
figures^  il  existe  une  telle  droite.  C'est  cette  droite  qu'on  prendra  pour  l'axe 
des  X. 

De  cette  manière^  l'axe  des  y,  considéré  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière figure^  correspond  à  l'infini  de  la  seconde;  et^  considéré  comme 
appartenant  à  la  seconde  figure^  il  correspond  à  l'infini  de  la  première.  Et 
l'axe  des  x,  considéré  comme  appartenant  à  l'une  des  deux  figures^  sera  son 
homologue  dans  l'autre.  Donc,  d'après  les  théorèmes  (476  et  477),  on  aura 
les  formules  t 

^     x'  ^     x  ' 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

300.  Ainsi  nous  pouvons  dire  que,  étant  données  deux  figures  dont  les 
points  se  correspondent  un  à  un,  et  sont  liés  par  les  équations  suivantes  entre 
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les  coordonnées  \yY  de  chaque  point  de  la  première  figure  et  les  coordon- 
nées x^y  du  point  correspondant  de  la  seconde  figure,  rapportées  aux  mêmes 
axes  coordonnés  : 

aX-*-6Y  — 4  a'XH-6Y'  — 4 

a"X-*.  6"Y  —  i       ^        ^  a"X  ^  6"Y  —  i 

on  peut,  en  changeant  la  position  relative  des  deux  figures,  trouver  un  sys- 
tème d'axes  coordonnés  tel,  que  les  relatiom  entre  les  coordonnées  de  deux 
points  correspondants  soient  de  la  for^ne 

X  fxY 

X     -^       X 

Ce  théorème  est  Tun  de  ceux  dont  la  démonstration  semblerait  être  particu- 
lièrement du  domaine  de  TÂnalyse^  puisqu'il  s'agit  d'un  changement  de  sys- 
tème d'axes  coordonnés.  Mais  cette  voie  serait  longue  et  difficile^  parce  qu'il 
ne  suffit  pas  de  changer  le  système  de  coordonnées;  il  faut  encore  changer  la 
position  relative  des  deux  figures  proposées^  ce  qui  exigerait^  en  Analyse^  de 
très-longs  calculs.  Les  considérations  géométriques^  au  contraire^  procurent 
une  démonstration  extrêmement  simple  du  théorème^  et  une  solution  de  la 
question  qui  en  dépend. 

§  XVII.  Théorie  des  figures  homologiques.  —  Leur  constructigin. 

301.  Soient a^  b,  c^t/ quatre  points  d'une  figure  dans  l'espace;  formons 
une  figure  homographique^  dans  laquelle  les  quatre  points  correspondant  à 
ces  points^  respectivement^  soient  ces  points  eux-mêmes. 

Soient  un  cinquième  point  m  de  la  figure  proposée^  et  m' son  homologue  dans 
la  figure  homographique.  Soient  a.  S,  y  les  points  où  les  trois  plans  mbc,  mca, 
7/ia6  rencontrent  les  trois  arêtes^  arf,  6rf,  cd  du  tétraèdre  abcd,  et  «',  S',  /,  les 
points  où  les  trois  plans  m'bc,  m'ca,  m^ab  rencontrent  les  mêmes  arêtes; 
nous  avons  vu  qu^on  aura 


^*» T.-'û;^'    rfi-^Sc'    ^-^■-       «^^^.«.274.) 
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Le  point  m^  peut  être  pris  arbitrairement  dans  Fespace.  Supposons  qu'il 
soit  situé  sur  la  droite  dm  ;  et  soit  i  le  point  où  cette  droite  rencontre  le  plan 
abc.  On  aura 

aa   aoL       9m    9m' 
da  '  rfa'       dm  '  dm'  ' 

parce  que  Tun  et  l'autre  membre  de  celte  équation  expriment  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  plans  abCy  mbCy  m'bc,  dbc.  Comparant  cette  équa- 
tion à  la  première  des  trois  précédentes^  on  en  conclut  cette  valeur  de  X  : 

âm    9m' 


dm  '  dm' 

On  trouvera  que  /u  et  v  ont  la  même  valeur  ;  de  sorte  que  les  trois  cœffi'' 
cients  constants  y  X,  ft,  v,  sont  égaux  entre  eux. 

302.  Réciproquement^  quand  ces  trois  cœ^ients  sont  égaux,  chaque 
point  m',  de  la  seconde  figure,  est  situé  sur  la  droite  menée,  du  point  carres-^ 
pondant  m,  au  sommet  d  du  tétraèdre  abcd.  Car  soit  m''  le  point  où  le  plan 
mbc  rencontre  la  droite  dm  :  on  aura 


aa   aa       9m    9m 


II 


da  '  da'      dm  '  dm" 

Soit  m'"  le  point  où  le  plan  m^ac  rencontre  la  même  droite  dm;  on 
aura 

66    66'       9m    9m'" 
M''d^^dm'dnr' 

Les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  sont  égaux  ^  puisque  nous 
supposons^  dans  les  équations  (1)^  ^=i^;  les  seconds  membres  sont  donc 
égaux  aussi;  d'où  Ton  conclut  que  les  points  m'',  m'^'  se  confondent;  c'est- 
à-dire  que  les  deux  plans  m'bc,  m'ca  passent  par  le  même  point  de  la 
droite  dm;  on,  encore^  que  les  deux  droites  cm',  dm  se  rencontrent 

Ainsi  ^  qu4ind  X  «=»  /u^  les  deux  droites  dm^  cm^  se  rencontrent  toujours, 
quels  que  soient  les  deux  points  homologues  m,  m^ 
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Pareillement^  si  Ton  a  X  =  y^  les  deux  droites  dm  y  bin^  se  rencontreront. 
Donc  si  Ton  a  en  même  temps  X  =  ^u  =  y,  les  deux  droites  cm' y  bm'  rencon- 
treront la  droite  dm;  c'est-à-dire  que  le  point  m'  sera  sur  la  droite  dm. 

Ainsi,  quand,  dans  les  équations  (1),  on  a  >  =/ji  =  y,  deux  points  homo- 
logues quelconques,  des  deux  figures,  sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le 
point  d. 

303.  Il  suit  de  là  que  : 

Chaque  point  du  plan  abc  est  lui-même  son  homologue  dans  les  detix 
figures; 

Et,  par  conséquent  :  deux  plans  correspondants  des  deux  figures  rencon- 
trent le  plan  abc,  suivant  la  même  droite  ; 

Et  deux  droites  homologues  quelconques  percent  ce  plan  au  même 
point. 

On  reconnaît,  à  ces  propriétés  descriptives,  les  figures  homologiques  de 
M.  Poncelet.  Le  point  d  est  leur  centre  d'homologie,  et  le  plan  abc  leur  plan 
d'homologie. 

304.  Ainsi,  les  figures  homologiques  rentrent  dans  la  théorie  des  figures 
homographiques,  et  ne  sont  qu'un  cas  particulier  du  mode  général  de  con- 
struction de  celles-ci. 

Les  relations  métriques,  qui  ont  lieu  d'une  manière  générale  entre  les 
figures  homographiques,  s'appliquent  donc  aux  figures  homologiques. 

De  là,  nous  allons  conclure  difTérentes  relations  métriques  entre  ces  figures, . 
qui  n'ont  point  encore  été  remarquées,  et  sur  lesquelles  repose  une  partie 
considérable  des  applications  de  la  théorie  des  figures  homologiques. 

305.  En  général,  les  relations  métriques  des  figures  sont  encore  plus 
importantes  et  plus  utiles  à  connaître  que  leurs  relations  purement  descrip- 
tives, parce  qu'elles  sont  susceptibles  d'un  plus  grand  nombre  d'applications, 
et  que  d'ailleurs  elles  suffisent,  presque  toujours,  pour  arriver  à  la  connais- 
sance des  relations  descriptives.  Aussi  nous  regardons  comme  le  côté  faible 
de  l'école  de  Monge,  en  Géométrie  spéculative,  de  s'appuyer  spécialement,  et 
par  principe,  sur  les  propriétés  descriptives  des  figures.  La  méthode  des 
transversales  est  plus  féconde,  et  procure  des  résultats  plus  variés,  plus  gêné- 


776  MEMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE. 

raux  et  plus  complets.  Un  examen  comparatif  de  quelque  théories  géométri- 
ques^ ou  seulement  de  quelques  théorèmes  obtenus  par  les  deux  méthodes^ 
justifierait  constamment  cette  observation. 

306.  Appliquons  le  principe  du  numéro  175  aux  figures  homologiques. 
Prenons^  pour  Tun  des  deux  plans  fixes  de  la  première  figure^  un  plan  passant 
par  le  centre  d'homologie  :  ce  plan  sera  lui-même  son  homologue  dans  la 
seconde  figure;  et^  si  Ton  observe  que  le  rapport  des  distances  de  deux 
points  homologues^  a  ce  plan^  est  égal  au  rapport  des  distances  de  ces  points 
au  centre  d'homologie^  on  en  conclura  que  : 

Dans  deux  figures  homologiques ,  le  rapport  des  dislances  de  deux  points 
homologues,  au  centre  dliomologie ,  est  au  rapport  des  distances  de  ces  points 
à  deux  plans  homologues  quelconques,  mais  fixes,  dans  une  raison  con- 
stante, quels  que  soient  ces  points. 

307.  Ce  théorème  admel  deux  corollaires,  qui  sont  deux  propriétés  impor- 
tantes de  la  théorie  des  figures  homologiques. 

D'abord,  nous  pouvons  prendre,  pour  représenter  les  deux  plans  fixes 
homologues  des  deux  figures,  \mr  plan  d'homologie;  il  en  résulte  que  : 

Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  des  distances  de  deux  points 
homologues,  au  centre  d'homologie,  est  au  rapport  des  distances  de  ces  deux 
points,  au  plan  d'homologie,  dans  une  raison  constante. 

Soient  a,  a'  les  deux  points  homologues,  S  le  centre  d'homologie,  et  a  le 
|)oinl  011  la  droite  ^aa'  rencontre  le  plan  d'homologie.  Le  rapport  des  distances 
des  deux  |)oinls  a,  a',  à  ce  plan,  sera  égal  à  ^.  On  aura  donc,  d'après 
renoncé  du  théorènïe. 

Sa     ota 

—  :  —  =  coiist. 

Sa'    aa' 

Cest  la  relation  que  nous  avons  déjà  démontrée  dans  nos  applications  du 
principe  de  dualité  (§  VII). 

308.  Ainsi,  étant  donnée  une  figure,  et  étant  pris  un  point  S  et  un  plan 
fixe,  si  de  ce  point  on  mène  une  droite  à  chaque  point  a  de  la  figure,  qu'on 
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la  jYToUmge  jusqu'à  sa  rencontre  en  a  avec  le  plan  fixe,  et  qu'on  prenne  sur 
cette  droite  un  point  a'  tel  que  l'on  ait 

Sa    aa 
Sa    aa 

X  étant  une  constante  quelconque;  le  point  a'  appartiendra  à  une  figure  honio- 
logique  à  la  proposée. 

Le  point  S  et  le  plan  fixe  seront  le  centre  et  le  plan  d'homologie  des 
deux  figures. 

La  constante  X  peut  être  égale  à  Funité.  Alors  les  points  a,  a'  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  S^  <x. 

309.  Soit  I'  le  plan  de  la  seconde  figure^  qui  correspond  à  Tinfini  de  la 
première  :  ce  plan  est  parallèle  au  plan  d'homologie^  parce  que  deux  plans 
homologues  doivent  se  couper  sur  ce  plan  d'homologie. 

Le  plan  qui^  dans  la  première  figure^  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde, 
sera  pareillement  parallèle  au  plan  d'homologie. 

Le  rapport  des  distances  d'un  point  a'  de  la  seconde  figure,  à  un  plan  fixe 
mené  par  le  point  S,  et  au  plan  I',  sera  dans  une  raison  constante  avec  la 
distance  du  point  a  de  la  première  figure  au  même  plan  fixe  (176). 

Or,  le  rapport  des  distances  des  deux  points  a,  a^,  au  plan  fixe,  esl  égal 
à^.  On  a  donc,  en  appelant  a'i'  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a'  sur 
le  plan  T, 

Sa' 
Sa=  X . 


a't" 


X  étant  une  constante ,  pour  tous  les  points  des  deu^  figures. 

Ainsi  :  si  d'un  point  fixe  on  mène  un  rayon  à  chaque  point  a  d^une 
figure,  et  que,  sur  ce  rayon,  on  prenne  un  point  a'  tel,  que  le  rapport  de  ses 
distances  au  point  fixe  et  à  un  plan  fixe,  soit  au  rayon  dans  une  raison 
constante;  ce  point  appartiendra  à  une  seconde  figure,  homologique  à  la 
première. 

Le  centre  d'homologie  sera  le  point  fixe;  et  le  plan  d'homologie  sera 
parallèle  au  plan  fixe. 
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La  distance  entre  ces  deux  plans  sera  égale  à  la  valeur  inverse  de  la 
raison  constante  donnée. 

Car  pour  un  point  <x  du  plan  d'homologie^  on  aura  Sa  =  Sa',  et  1  =  ^ 
ou  al'— X;  el,  d'après  renoncé,  la  raison  constante  est-* 

310.  Ainsi,  si  une  figure  A  est  donnée,  et  que,  le  point  S  et  le  plan  V 
étant  pris  arbitrairement,  on  mène,  de  ce  point,  des  rayons  à  tous  les  points  a 
de  cette  figure;  puis,  qu'on  prenne,  sur  ces  rayons,  des  points  a'  déterminés 
par  féquation 

Sa' 
So=x 


a't'  ' 


VOS  fH)ints  a'  apfHU'tiefidront  à  une  seconde  figure  A',  homologique  à  la 
premit^re. 

Le  centre  d'homologie  sera  le  point  S,  et  le  plan  d'homologie  sera  parallèle 
au  plan  I'.  Sa  distance  à  ce  plan  sera  égale  à  la  constante  l. 

RiViproquenient,  si  la  figure  A'  est  donnée,  et  que  le  point  S  et  le  plan  l 
soitnt  pris  arbitrairement,  t équation 

Sa' 


ai 


déterminera  les  points  a  d'une  seconde  figure  A ,  qui  sera  homologique  à  la 

pnèfHksée. 

Os  théorèmes  sont  susceptibles  de  nombreuses  applications. 

3ii.  I'  étant  le  plan  de  la  figure  A',  qui  correspond  à  Tinfini  de  la 
llguro  A;  soit  J  le  plan  de  la  figure  A,  qui  correspond  à  Tinfini  de  A'; 
soiont  aj  la  distance  d'un  point  a  de  la  figure  A  au  plan  J,  et  a'i'  la  distance 
tlu  ptunt  correspondant  a'  au  plan  l.  On  aura,  d'après  le  principe  du 
numéro  177, 

aj.  a'i'  =  coost. 

Ollt^  t'H|uation  donne  une  manière  nouvelle  de  former  la  figure  homolo- 
Hiuut>  duuo  ligurt>  proposée,  au  moyen  du  centre  d'homologie  et  de  deux 
\\U\\\H,  iMiralItMos  entre  eux. 
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Lia  eonstructîon  des  figures  homologiques  serait  susceptible  d'une  plus 
ample  discussion^  dans  laquelle  nous  n'entrerons  pas  ici. 

§  XVIII.  Applications  de  la  théorie   des  figures  homologiques.  — 
Propriétés  générales  des  surfaces  géométriques. 

312.  Soient  deux  surfaces  géométriques^  d'un  degré  quelconque^  homo- 
logiques entre  elles;  et  soit  S  leur  centre  d'homologie. 

Que  par  une  droite  ^  prise  arbitrairement  dans  un  plan  fixe  P^  on  mène 
les  plans  tangents  à  la  première  surface;  soient  a,  by  c. ....  leurs  points 
de  contact.  A  ces  plans  tangents  correspondront  des  plans  tangents  à  la 
seconde  surface^  en  des  points  a',  b',  c'y....  homologues  aux  points  Uy  by 
Cy....;  et  ces  plans  tangents  passeront  par  une  même  droite^  située  dans  un 
plan  fixe  P^^  correspondant^  dans  la  seconde  figure^  au  plan  P  de  la  pre- 
mière. 

Soient  apy  a'p'y  les  perpendiculaires  abaissées^  des  points  a,  a',  sur  les 
plans  P^  P'^  respectivement;  on  aura 

Sa     ap 

^  :  :;5  =  const.  =  i (506) 

oa    ap 

Soit  a^Ti'  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a'  sur  un  plan  fixe  n'^  mené 
arbitrairement  dans  l'espace.  Mettons  l'équation  sous  la  forme 


f  f 


Sa     ap  qI'k 


Soient^  pareillement^  bpy  b'p  les  perpendiculaires  abaissées^  des  points  b^ 
Vy  sur  les  plans  P^  P'^  respectivement^  et  Vt!  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  b'  sur  le  plan  n';  on  aura  de  même 


S6^    6p^_      6V 


Et  ainsi  pour  les  autres  points. 
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Or^  les  poiots  a\  b',  ....  étant  les  points  de  contact  de  la  seconde  surface 
avec  des  plans  tangents  menés  par  une  même  droite^  prise  dans  un  plan 
fixe  P,  on  a  (218) 


a>'      by 


-♦-...  =  const. 


On  a  donc  aussi 


Sa     ap        86      bp 

r^  '"^'  "*"  ^-JT-.  •*-  -  =const., 
Sa     a  TT        So    bit 


ou 


So    Sa'       86    S6' 
ap    an         ()p    b  n 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Si  l'on  a  deux  surfaces  géométriques  homologiques,  et  que,  par  une  droite 
prise  arbitrairement  dans  un  plan  fixe,  on  mène  les  plans  tangents  à  la  pre^ 
mière  surface;  puis,  qu'on  fasse  le  rapport  des  distances  de  chaque  point  de 
contact,  au  centre  d'homologie  et  au  plan  fixe,  et  qu'on  divise  ce  rapport 
par  celui  des  distances,  du  point  homologue  dans  la  seconde  surface,  au 
même  point  et  à  un  plan  fixe  mené  arbitrairement  dans  l'espace;  la  somme 
de  tous  les  quotients  ainsi  formés  sera  constante. 

Ce  théorème  donpe  lieu  à  deux  corollaires  qui  sont  eux-mêmes  des  pro- 
priétés très-générales  des  surfaces  géométriques. 

313.  Que  Ton  suppose  un  second  plan  n''  parallèle  au  plan  n^^  et  qu^on 
fasse ^  pour  ce  second  plan^  Féquation  analogue  à  Téquation  précédente;  puis^ 
qu'on  retranche  ces  deux  équations  Tune  de  Tautre  :  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  Téquation  résultante  auront  un  facteur  commun^  qui  sera 
la  distance  entre  les  deux  plans  n'^  n";  faisant  passer  ce  facteur  dans  le 
second  membre^  on  aura  Téquation  : 

Sa   ^  ,      S6    ^,, 

—  :  Sa  -♦-  --  :  S6  H-  •  •  =  const.  ; 

ap  bp 

ce  qui  exprime  ce  théorème  : 
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Quand  deux  surfaces  géométriques  sont  hamologiques;sipar  une  droite, 
prise  dans  un  plan  fixe,  on  mène  les  plans  tangents  à  la  première;  qu'on 
fasse  le  rapport  des  distames  de  chaque  point  de  contact  au  centre  d'homo- 
logie  et  au  plan  fixe,  puis  le  quotient  de  ce  rapport  divisé  par  la  distance  du 
point  homologue,  dans  la  seconde  surface,  au  centre  d'homologie;  la  somme 
de  totis  ces  quotients  sera  constante,  quelle  que  soit,  dans  le  plan  fixe,  la 
droite  par  laquelle  on  a  mené  les  plans  tangents. 

314.  Supposons  que  le  plan  n'^  dans  le  théorème  (312)^  se  confonde  avec 
le  plan  P^  et  que  celui-ci  soit  situé  à  TinOni;  les  perpendiculaires  ap, 
bp, aV,  b'n^y  ....  seront  infinies^  et  les  rapports 

ap        bp 


î 


seront  égaux  à  Tunité;  de  sorte  que  Péquation  (1)  deviendra 

S(i        S6 
_^_^...  =  const. 

Celle-ci  prouve  que  : 

Quand  deux  surfaces  géométriques  sont  homologiques;  si  l'on  mène  à  la 
première  tou^  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même  plan  quelconque  ;  la 
somme  des  distances  des  points  de  contact,  au  centre  d'homologie,  divisées 
respectivement  par  les  distances  des  points  homologues  de  la  seconde  s^irface, 
au  même  centre  d'homologie,  sera  comtante,  quel  que  soit  le  plan  auquel  les 
plans  tangents  sont  parallèles. 

315*  Ces  trois  théorèmes  s'appliquent  à  des  courbes  géométriques  homo- 
logiques y  planes  ou  à  double  courbure.  Conséquemment  ils  s'appliquent  à 
deux  sections  planes  d'un  cône  quelconque  géométrique^  parce  que  ce  sont 
deux  courbes  homologiques^  dont  le  centre  d'homologie  esl  le  sommet  du 
cône. 

Appliquons  donc  le  théorème  (312)  à  deux  sections  planes  d'un  cône^  et 
remarquons  que  les  perpendiculaires^  abaissées  des  différents  points  d'un  plan 
sur  un  autre  plan  fixe^  sont  proportionnelles  aux  perpendiculaires  abaissées^ 

99 
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des  mêmes  points^  sur  la  droite  d'intersection  des  deux  plans;  on  aura  cette 
propriété  générale  des  surfaces  coniques  : 

Si  l'on  fait  deux  sections  planes  dam  un  cône  géométrique;  et  que,  par 
un  point  d'une  droite  fixe,  prise  dans  le  plan  de  la  première  section,  on 
mène  toutes  les  tangentes  à  cette  courbe;  quon  fasse  le  rapport  des  dis-- 
tances  de  chaque  point  de  contact,  au  sommet  du  cône  et  à  la  droite  fixe, 
et  qu^on  divise  ce  rapport  par  celui  des  distances  du  point  homologue  dans 
la  seconde  section,  au  sommet  du  côm  et  à  une  droite  fixe  menée  arbitraire- 
ment  dans  le  plan  de  cette  seconde  courbe;  la  somme  de  tous  les  quotients 
ainsi  formés  sera  constante,  quel  que  soit  le  point  de  la  droite,  prise  dans 
le  plan  de  la  première  section,  par  lequel  on  a  mené  les  tangentes  à  cette 
courbe. 

316.  Si  Ton  suppose  que  la  droite  (ixe^  dans  la  seconde  section ^  soit  à 
Tinfîni^  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Si  l'on  fait  deux  sections  planes  dans  un  cône  géométrique;  et  que,  par 
chaque  point  d'une  droite  fixe,  prise  dans  le  plan  de  la  première  section, 
on  mène  toutes  les  tangentes  à  cette  courbe  ;  la  somme  des  distances  des 
points  de  contact,  au  sommet  du  cône,  divisées  respectivement  par  les  dis- 
tances  de  ces  points  à  la  droite  fixe  et  par  les  distances,  au  sommet  du  cône, 
des  points  correspondants,  dans  la  seconde  courbe,  sera  constante. 

317.  Si  la  droite  fixe^  prise  dans  le  plan  de  la  première  section^  est  à 
Tinfini^  le  théorème  devient  le  suivant  : 

Si  l'on  fait  deux  sections  planes  dans  un  cône  géométrique,  et  que  Fon 
mène  â  la  première  courbe  toutes  ses  tangentes  parallèles  à  une  même  droite 
quelconque;  la  somme  des  distances  des  points  de  contact,  au  sommet  du 
cône,  divisées  respectivement  par  les  distances,  an  sommet,  des  points  ho- 
mologues  dans-  la  seconde  section,  sera  une  quantité  constante. 

Ces  théorèmes  s'appliquent  d'eux-mêmes  à  deux  courbes  planes  homolo- 
giques^  situées  dans  un  même  plan^  si^  au  sommet  du  cône^  on  substitue^ 
dans  leur  énoncé ,  le  centre  d'homologie  des  deux  courbes  planes. 
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§  XIX.  Surfaces  du  second  degré^  homologiques. — Propriété  fondamentale 

DES  systèmes  de  TROIS  AXES  CONJUGUÉS,  RELATIFS  A  UN  POINT. 

318.  Deux  surfaces  du  second  degré  ^  honiologiques,  sont  inscrites  à  un 
même  cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  d'homologie;  ce  cône  peut  être  ima- 
ginaire^ bien  que  son  sommet  soit  réel. 

Mais  on  ne  peut  pas  dire,  d'une  manière  absolue,  que,  réciproquement, 
quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  inscrites  à  un  même  cône,  elles 
sont  toujours  homologiques.  Par  exemple,  si  Tune  des  deux  surfaces  est 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  Tautre  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ou 
un  ellipsoïde,  il  est  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  homologie;  car  Thyperbo- 
loïde  à  une  nappe  pouvant  être  engendré  par  une  ligne  droite,  sa  figure 
homologique  ne  peut  être  aussi  qu'une  surface  sur  laquelle  on  peut  tracer 
des  lignes  droites,  c'est-à-dire  un  hy|>erboloïde  à  une  nappe,  ou  un  para- 
boloïde  hyperbolique. 

Il  est  un  autre  cas  où  deux  surfaces  du  second  degré,  inscrites  à  un  même 
cône,  ne  sont  pas  homologiques;  c'est  celui  où  l'une  des  surfaces  est  un 
hyperboloïde  à  deux  nappes,  placé  à  l'extérieur  du  cône,  et  l'autre  un  ellip- 
soïde, ou  bien  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  compris  dans  l'intérieur  du 
cône  :  dans  ce  cas,  aucune  droite  menée  par  le  sommet  du  cône  ne  peut 
rencontrer  en  même  temps  les  deux  surfaces;  par  conséquent,  aucun  point 
de  Tune  de  ces  surfaces  ne  peut  avoir  son  homologue  dans  l'autre. 

Mais  dans  les  autres  cas,  où  une  droite  menée  par  le  sommet  du  cône 
pourra  rencontrer  les  deux  surfaces  en  même  temps,  elles  seront  homolo- 
giques; et  l'on  pourra  prendre  pour  leur  plan  d'homologie,  indifféremment, 
Fun  ou  l'autre  des  deux  plans  des  courbes  d'intersection  (réelles  ou  imagi- 
naires) des  deux  surfaces.  Gela  résulte  du  théorème  général  démontré  dans 
le  paragraphe  VIII  de  nos  applications  du  principe  de  dualité  *. 


*  Généralement,  deux  surfaces  du  second  degré,  inscrites  à  un  cône,  se  coupent  suivant 
deux  courbes  planes  (réelles  ou  imaginaires).  Ce  théorème  est  connu;  mais  il  me  semble  qu  on 
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319.  Les  différents  modes  de  construction  des  figures  homologiques  ^  q^e 

renonce  d'une  manière  trop  absolue;  car  on  suppose  que,  dans  le  cas  même  où  les  deux 
courbes  sont  imaginaires,  leurs  plans  sont  toujours  réels. 

Cela  n*e$t  pas;  car  ces  plans  peuvent  être  imaginaires,  comme  il  arrive  dans  toutes  les  ques- 
tion où  les  choses  que  Ton  considère  sont  doubles^  ou  admettent  deux  solutions. 

Pour  en  donner  un  exemple,  que  Ton  conçoive  une  section  elliptique  faite  dans  uo  hyperbo- 
lolde  à  une  nappe,  et  un  cône  circonscrit  à  cette  surface,  suivant  cette  section;  qu'on  fasse  dans 
le  cône  une  seconde  section  elliptique,  qui  rencontre  la  première  en  deux  points,  et  qu'on 
inscrive  au  cône  un  ellipsoïde  qui  le  touche  suivant  cette  seconde  section.  Cet  ellipsoïde  et 
rhyperboloîde  devront  se  couper  suivant  deux  courbes  planes,  réelles  ou  imaginaires.  Dans  ce 
cas,  ces  deux  courbes  sont  imaginaires;  car  Tellipsoïde  est  renfermé  dans  l'intérieur  du  cône,  et 
rhyperboloîde  est  tout  à  fait  en  dehors.  Mais  de  plus,  leurs  plans  sont  aussi  imaginaires;  car  ils 
doivent  passer  par  les  deux  points  d'intersection  des  deux  courbes  de  contact  du  cône  et  des 
deux  surfaces  ;  et,  si  ces  plans  étaient  réels,  chacun  d'eux  couperait  réellement  les  deux  surfaces; 
ce  qui  n'est  pas  possible  puisqu'elles  n'ont  point  de  courbe  d'intersection  réelle. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  démontré  que  les  deux  plans  sont  imaginaires  :  il  n'y  a  de  réel  que 
leur  droite  d'intersection. 

L'Analyse  conduit  aux  mêmes  conclusions.  Car  soit  Fe^oréqualion  d'un  cône,  ou,  plus  géné- 
ralement, l'équation  d'une  surface  quelconque  du  second  degré;  l'équalion  d'une  seconde  surface 
du  second  degré,  inscrite  h  la  première,  sera  de  la  forme 

F-+-mP«  =  0, 

P  =  0  étant  l'équation  du  plan  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces. 

Pareillement,  l'équation  d'une  troisième  surface,  inscrite  aussi  à  la  première,  sera 

F-+-m'P'*  =  0, 

P'  =  0  étant  l'équation  du  plan  de  la  courbe  de  contact. 
On  tire,  de  ces  deux  équations, 


mP«-m'P'*  =  0; 


d'où 


Cette  double  équation  représente  les  deux  plans  sur  lesquels  se  coupent  les  deux  surfaces. 
Mais  on  voit  que  ces  plans  ne  seront  réels  que  si  les  coeffîcicnts  m  et  m'  sont  de  même  signe; 
et  qu'ils  seront  imaginaires  quand  ces  deux  coefficients  seront  de  signes  contraires.  Dans  ce 
cas,  l'équation  donne  les  deux  suivantes 

p  =  0,     F  =  0. 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  surfaces  n'ont  pas  d'autre  point  d'intersection  que  sur  la  droite 
même  sur  laquelle  se  coupent  les  deux  courbes  de  contact.  Les  deux  points  d'intersection 
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nous  avons  donnés  dans  le  paragraphe  XVII,  appliqués  aux  surfaces  du 
second  degré,  conduisent  a  différentes  propriétés  nouvelles  de  ces  surfaces, 
relatives  particulièrement  à  leurs  relations  métriques.  Nous  n'entrerons  pas 
dans  le  détail  de  ces  diverses  propriétés;  nous  allons  seulement  examiner  un 
mode  de  construction  qui  va  nous  conduire  à  une  propriété  nouvelle  et  fon- 
damentale des  systèmes  de  trois  axes  conjugués^  relatifs  à  un  point. 

320.  Soient  une  surface  du  second  degré  A,  un  point  fixe  S,  et  un  plan 
fixe  P  mené  arbitrairement.  Que,  du  point  S,  on  mène  une  droite  à  chaque 
point  a  de  la  surface;  qu'on  prenne  sur  cette  droite  un  second  point  a'  tel 
que  Ton  ait 

Sa 
Sa'  =  >  — , 

«P 

ap  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a  sur  le  plan  P,  et  X  étant  une 
constante;  le  point  a^  appartiendra  à  une  seconde  surface  du  second  degré, 
homologique  à  la  proposée.  Le  centre  d'homologie  sera  le  point  S;  et,  dans 
cette  seconde  figure,  Tinfini  correspondra  au  plan  P  de  la  première. 

Deux  plans  homologues,  dans  les  deux  figures,  auront  pour  pôles,  pris  par 
rapport  aux  deux  surfaces  respectivement,  deux  points  homologues.  Suppo- 
sons que  le  plan  P  ait  pour  pôle,  dans  la  première  surface,  le  point  S,  centre 
d'homologie;  ce  point  étant  lui-même  son  homologue,  sera  le  pôle  du  plan 
situé  à  Finfini  par  rapport  à  la  nouvelle  surface;  c'est-à-dire  que  ce  point  S 
est  le  centre  de  figure  de  la  nouvelle  surface.  Ainsi  : 

Etant  donnée  une  surface  du  second  degré;  tout  point  de  Pespace  peut  être 
pris  pour  le  centre  d'hoinologie  d'une  seconde  surface  homologique  à  la  pro- 
posée^ et  ayant  son  centre  de  figure  en  ce  point. 

321.  Cette  seconde  surface  est  indéterminée  de  grondeur,  puisque  ses 
demi-diamètres  Sa'  ont  pour  expression 

So'  =  X— > 
ap 

peuvent  être  imaginaires;  mais  eette  droite  est  toujours  réelle,  parce  qu'elle  est  i*intersection 
des  plans  des  deux  courbes  de  contact. 
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où  l  est  une  constante  arbitraire.  Mais  cette  surface  est  déterminée  d^espèce 
pour  une  position  donnée  du  point  S;  c'est-à-dire  que,  quelle  que  soit  la 
grandeur  de  cette  surface,  elle  sera  toujours  semblable  à  une  certaine  sur- 
face unique,  dont  la  nature  ne  dépendra  que  de  la  position  du  point  S,  par 
rapport  à  la  surface  proposée. 

322.  Mais  si  la  surface  A'  est  donnée,  la  surface  A  sera  indéterminée 
d'espèce  et  de  position;  parce  que,  pour  la  former,  on  disposera  arbitraire- 
ment du  plan  fixe  P.  On  construira  ses  points  par  la  formule 

—  =  - .  Sa  . 
ap       X 

323.  Si  la  surface  A'  est  une  sphère,  on  aura  ^=r  constante.  Or,  il  est 
évident  qu'à  cause  de  la  forme  symétrique  de  la  sphère,  la  surface  homolo- 
gique  A  doit  être  de  révolution,  et  avoir,  pour  axe  de  révolution,  la  perpen- 
diculaire au  plan  fixe,  menée  par  le  centre  de  la  sphère;  Téquation  —  »=  const. 
exprime  donc  une  propriété  des  surfaces  de  révolution.  Propriété  connue, 
du  reste. 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que  : 

Une  surface  du  second  degré,  de  révolutiony  et  une  sphère  qui  a  son  centre 
en  l'un  des  foyers  de  cette  surface ,  sont  deux  figures  homologiques  ;  leur 
centre  d^hotnologie  est  ce  foyer. 

324.  Il  suit  de  là  que  : 

Deux  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  qui  ont  un  foyer  commun, 
sont  homologiques,  et  leur  centre  d'homologie  est  ce  foyer. 

Car  si  Ton  conçoit  une  sphère  ayant  ce  foyer  pour  centre,  elle  sera  homo- 
logique  à  chacune  des  deux  surfaces;  d'où  l'on  conclut  que  celles-ci  sont 
homologiques  entre  elles  *. 

En  général,  quand  deux  figures  sont  homologiques  à  une  troisième,  et  ont  avec  elle  le 
même  centre  d'homologie,  elles  sont  aussi  homologiques  entre  elles,  et  ont  ce  même  point  pour 
centre  d'homologie. 

En  effet,  soient  S  le  centre  d'homologie  commun  aux  trois  figures;  a  un  point  de  la  première, 
et  a\  a"  ses  homologues  dans  la  deuxième  et  la  troisième.  Soient  P  un  plan  de  la  première  figure. 
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325.  Ces  deux  théorèmes  sont  la  source  d^un  grand  nombre  de  pro- 
priétés des  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  considérées  par  rapport 
à  leurs  foyers.  Quelques-unes  de  ces  propriétés,  particulièrement  celles  qui  ne 
concernent  que  les  relations  descriptives  des  surfaces,  sont  connues;  mais 
beaucoup  d'autres,  où  entre  la  considération  des  relations  métriques,  seront 
entièrement  nouvelles.  Nous  exposerons  celles-ci  dans  un  paragraphe  par- 
ticulier (§  XXI> 

326.  Reprenons  les  deux  surfaces  homologiques  A,  A',  dont  la  seconde 
a  son  centre  de  figure  au  centre  d'homologie. 

Considérons,  dans  la  surface  A',  trois  diamètres  conjugués;  leur  propriété 
caractéristique  est  que  le  point  situé  à  Finfîni  sur  chacun  d'eux  a  pour  plan 
polaire,  par  rapport  à  la  surface,  le  plan  des  deux  autres.  Les  trois  droites 
homologues,  dans  la  surface  A,  jouiront  donc  de  la  propriété  que  le  point 
où  chacune  d'elles  perce  le  plan  fixe  (qui  est  le  plan  polaire  du  point  S),  a 
pour  plan  polaire  le  plan  des  deux  autres.  D'où  il  suit  que  chacune  de  ces 
trois  droites  a  sa  polaire  comprise  dans  le  plan  des  deux  autres.  Ces  trois 
droites  sont  donc  ce  que  nous  avons  appelé  axes  conjugués,  relatifs  au 
points.  Or  ces  trois  droites  sont,  en  direction,  les  trois  diamètres  conjugués 
de  la  surface  A'  ;  donc 

Chaque  système  de  trois  axes  conjugués  (Tufie  surface  du  second  degré, 
relatifs  à  un  point  fixe,  forme,  en  direction,  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués  dtune  seconde  surface  du  second  degré,  qui  a  son  centre  en  ce 
point; 

et  P'y  P''  les  plans  homologues  dans  les  deux  autres.  Soient  enfin  ap,  ap\  a"p"  les  perpendi- 
culaires abaissées,  des  points  a,  a',  a'\  sur  les  plans  P,  P\  P",  respectivement.  On  aura 


Sa  ap        Sa  _        ap 

d'où  ^  —i!  ^'^ 

Sa"~"Âï^' 

Cette  équation  prouve  que  le  point  a"  appartient  à  une  figure  homologique  à  celle  à  laquelle 
appartient  le  point  a'  (306).  Les  plans  P',  P"  se  correspondent  dans  ces  deux  figures;  et  le 
point  S  est  leur  centre  d'homologie. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 
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Cette  seconde  surface  est  homologique  à  la  proposée,  et  le  centre  d'homo- 
logie  est  le  point  fixe. 

Les  demi-diamètres  de  cette  seconde  surface  se  construisent  par  la 
formule 

Sa 
Sa'  =  À  —  • 
ap 

Nous  donnerons^  plus  loin^  deux  autres  constructions  de  ces  demi-dia- 
mètres^ sans  remploi  du  plan  fixe^  qui  est  le  plan  polaire  du  point  S^  par 
rapport  à  la  proposée. 

327.  Du  théorème  précédent^  et  surtout  de  la  formule 

Sa'  =  >  —  » 
ap 

découlent  naturellement  les  propriétés  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré ^  relatifs  à  un  point;  car  ces  propriétés  seront 
des  conséquences  de  celles  des  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second 
degré. 

Ainsi  ^  Ton  en  conclut  d'abord  que^  parmi  tous  les  systèmes  de  trois 
axes  conjugués,  relatifs  à  un  point,  il  en  est  un  oii  les  trois  axes  sont  rec- 
tangulaires. 

328.  Ces  trois  axes  déterminent^  sur  la  surface^  les  points  pour  lesquels 
le  rapport  ~  a  une  valeur  maximum  ou  minimum. 

Si  Ton  demande  les  points  pour  lesquels  le  rapport  —  a  une  valeur 
donnée^  ces  points  seront  sur  une  courbe  à  double  courbure^  provenant  de 
Tintersection  de  la  surface  par  un  cône  du  second  degré ^  ayant  son  sommet 
au  point  fixe.  Les  axes  principaux  de  ce  cône  seront  précisément  les  trois 
axes  conjugués  rectangulaires  de  la  surface^  relatifs  au  point  S. 

Car  il  est  clair  que  ce  cône  passera  par  la  courbe  d'intersection  de  la 
surface  A^  et  d'une  sphère  concentrique;  ce  qui  prouve  qu'il  sera  du  second 
degré^  et  qu'il  aura  pour  axes  principaux  les  trois  diamètres  conjugués  rec- 
tangulaires de  la  surface  A'. 
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329.  Soient  trois  axes  conjugués  Sa,  Sfr,  Se,  de  la  surface  A ,  et  Stt',  Sfr',  Se' 
les  trois  demi-diamètres  conjugués  de  la  surface  A',  qui  leur  correspondent; 
on  aura 

Sa        .  S6  Se 

Srt'  =  A  —  >     S6'  =  A  7-  >    Se'  =  i  —  ' 
ap  bp  rp 

apy  bp,  cpy  étant  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points  a,  fr,  c,  sur  le 
plan  P,  qui  est  le  plan  polaire  du  point  S,  par  rapport  à  la  surface  A. 

La  somme  des  carrés  des  trois  demi-diamètres  Sa',  S6',  Se'  est  conslanle  ; 
on  a  donc  aussi 


/SaV       /S6\'       /Se\* 


ce  qui  exprime  un  tliéorème  déjà  démontré  (S2  et  191). 

330.  La  somme  des  carrés  des  projections  des  trois  demi -diamètres 
Sa',  Sfr',  Se',  sur  une  droite,  est  constante;  on  en  conclut  le  théorème  (191). 

331.  La  somme  des  carrés  des  aires  des  triangles  formés  par  les  trois 
demi-diamètres  conjugués  Sa',  S6',  Se',  pris  deux  à  deux^  est  constante;  de 
sorte  que  Ton  a 

(Sa'.  S6'.  sin.  o'S6')»-+-  (Sri'.  Sr'.  sin.  a'Sc')'-+-  (S6'.  Se',  sin.  6'Sf ')•  =  consl. 

On  a  donc 

(Sa.S6.  sin.  aS6),       (S6.Se. sin.  6Se)*       (Sr.Sa.sin.  rSa)* 

—rzr. —  -^ =mi —  -^ —n=i =  consi. 

ap.bp  bp.rp  rp,ap 

Les  numérateurs  sont  les  carrés  des  aires  des  triangles  formés  par  les  trois 
axes  Sa,  S6,  Se,  pris  deux  à  deux.  Cette  équation  exprime  donc  une  pro- 
priété de  ces  trois  triangles. 

332.  Enfin,  si  Ton  a  deux  systèmes  de  trois  demi-diamètres  conjugués 
de  la  surface  A',  le  tétraèdre  formé  par  trois  quelconques  de  ces  six  demi- 
diamètres  est  égal,  en  volume,  au  tétraèdre  formé  par  les  trois  autres.  Expri- 
mant le  volume  d'un  tétraèdre  par  le  produit  des  trois  demi-diamètres  qui  le 

100 
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forment^  multiplié  par  une  fooction  des  angles  que  ces  droites  font  entre 
elles^  on  en  conclut  que  : 

Si  Fon  a,  dans  une  surface  du  second  degré,  deux  systèmes  de  trois  axes 
conjugués,  relatifs  à  un  point;  le  volume  du  tétraèdre  formé  par  trois  quel- 
conques  de  ces  six  droites,  divisé  par  le  produit  des  perpendiculaires  abais- 
sées, des  extrémités  de  ces  trois  droites,  sur  le  plan  polaire  du  point  fixe,  sera 
égal  au  volume  du  tétraèdre  formé  par  les  trois  autres  droites,  divisé  par  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées,  des  extrémités  de  ces  trois  droites,  sur 
le  même  plan. 

333.  Si  les  trois  demi -diamètres  Sa^,  Sb',  Se'  sont  rectangulaires^  ou  a 

1         1        1 

,  — th j-*-337  =  consl.; 

Sa'        SF        Se' 

donc 

ce  qui  exprime  le  théorème  (201). 

334.  La  formule 

Sa 

(i) ^'^'^^T; 

ap 

peut  être  transformée^  de  deux  manières,  en  une  autre,  qui  donnera  les  demi- 
diamètres  Sa'  de  la  surface  homologique  A',  sans  qu'on  se  serve  du  plan  P. 
Soient  b  le  second  point  où  la  droite  Sa  rencontre  la  surface  proposée  A'; 
bp,  la  perpendiculaire  abaissée,  de  ce  point,  sur  le  plan  P;  et  6'  le  point  homo- 
logue, sur  la  surface  A'.  On  aura 

S6 
S6'=n>--. 
hp 

Mais  S6'  =  Sa^,  puisque  ce  sont  deux  demi-diamètres  de  directions  opposées  ; 


S6 
pb 

la  surface  A,  les  plans  tangents  à  cette  surface,  aux  points  a,  6,  se  coupent 


donc  Sa'  =  >.~*  Le  plan  P  étant  le  plan  polaire  du  point  S,  par  rapport  à 
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sur  ce  plan;  on  a  donc,  d'après  la  propriété  générale  des  surfaces  géomé- 
triques (219), 

i       i 

—  rfc  7—  =«  const.  ; 
ap       bp 

le  signe  +  étant  pris  quand  les  perpendiculaires  ap,  bp  seront  dirigées  dans 
le  même  sens,  et  le  signe  — ,  quand  elles  le  sont  en  sens  contraire.  Le 
premier  cas  a  lieu  quand  le  point  S  est  dans  Tintérieur  de  la  surface,  et  le 
second,  quand  ce  point  est  pris  au  dehors  de  la  surface. 
De  cette  équation,  Ton  conclut 


Sa'       Sa'  i 

— -db— =  const.=  -; 
Sa        So  fA 


d'où 


Ainsi  cette  équation  servira  à  déterminer  les  demi-diamètres  de  la  sur- 
face A^  de  même  que  Téquation  (1). 

On  prendra  le  signe  +  quand  le  point  fixe  S  sera  dans  Fintérieur  de  la 
surface,  et  le  signe  —  quand  il  sera  au  dehors. 

On  conclut,  de  cette  équation,  ce  théorème  : 

Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  droite  qui  rencontre  une 
surface  du  second  degré  en  deux  points,  et  qu'on  prenne  sur  cette  droite,  à 
partir  du  point  fixe,  un  segment  dont  la  valeur  inverse  soit  proportionnelle 
à  la  somme  des  valeurs  inverses  des  distances,  au  point  fixe,  des  deux  points 
de  la  surface,  si  ce  point  est  dam  l'intérieur  de  la  surface ,  ou  à  la  diffé- 
rence des  valeurs  inverses  des  deux  mêmes  distances ,  si  le  point  fixe  est  au 
dehors  de  la  surface;  C extrémité  de  ce  segment  sera  sur  une  seconde  sur- 
face du  second  degré,  qui  sera  homologique  à  la  proposée  ;  le  centre  d'homo- 
logie  sera  le  point  fixe;  et  ce  point  sera  aussi  le  centre  de  figure  de  la  nouvelle 
surface. 

335.  Les  différents  théorèmes  que  nous  avons  indiqués  ci-dessus,  au 
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sujet  du  rapport  —  ,  s'appliquent,  comme  on  voit,  à  l'expression 


\Sa       86/ 


Ainsi  nous  pouvons  dire  que,  si  l'on  demande  de  mener  la  droite  Sab,  de 
manière  que  cette  quantité  soit  un  maximum  ou  un  minimum  y  trois  direc- 
tions de  la  droite  satisferont  à  la  question  ;  et  ces  trois  directions  seront  à 
angle  droit.  Si  le  point  S  est  au  dehors  de  la  surface,  elles  seront  les  trois 
axes  principaux  du  cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  son  sommet  au 
point  S. 

Si  Ton  demande  que  l'expression 


VSa       86/ 


ait  une  valeur  donnée,  la  droite  Sa6  aura  pour  lieu  géométrique  un  cône 
du  second  degré  *;  et  ce  cône  aura,  pour  ses  axes  principaux,  les  trois 
directions  pour  lesquelles  cette  expression  a  une  valeur  maximum  ou  wtni- 
mum. 

Si  la  droite  Saô  prend  trois  directions  rectangulaires,  la  somme  des  carrés 
des  valeurs  correspondantes  de  l'expression 


I        I 

iSa       86; 


sera  constante.  Ëlc. 


*  Ce  sont  ces  cônes  du  second  degré  dont  M.  Legendre  s'est  servi  pour  régler  la  marche 
des  intégrales  dans  son  Mémoire  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  sur  des  points  extérieurs,  et 
dont  il  n'a  donné  que  Texpression  analytique.  Et  les  droites  qui  jouissent  d'une  propriété  de 
maximum  y  et  qui  marquent  la  limite  des  intégrales,  sont  précisément  les  nxes  conjugués  rec> 
tiingulnircs  de  rdlipsoïde  attirant,  relatifs  au  point  attiré;  ce  sont  aussi  les  axes  principaux 
communs  a  tous  ces  cônes.  Les  considérations  géométriques  précédentes  procurent  une  inter- 
prétation géométrique  de  plusieurs  autres  résultats  analytiques  obtenus  par  M.  Legendre  dans 
HOU  Mémoire,  et  font  connaître  particulièrement  la  signification  d'un  beau  théorème  relatif  a 
l'iiUraction  de  différents  ellipsoïdes,  semblables  et  concentriques,  sur  un  même  point  extérieur. 
(Voir  Mémoiren  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris;  année  1788,  p.  454.) 


MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRFE.  793 

336.  Maintenant;  écrivons  Téquation  (2)  sous  la  forme 

J /S6  rb  Sa\ 

So'""'*    \  SO.S6  /' 

On  sait;  par  une  propriété  générale  des  surfaces  du  second  degré;  que  d 
étant  le  demi -diamètre  de  la  surface  ;  parallèle  à  la  sécante  Saby  on  a 
=  const.,  quelle  que  soit  la  direction  commune  de  ce  diamètre  et  de 


Sa.S6 

cette  sécante.  Il  vient  donc 

I  .   S6zhSa 


:;  =  f* 


Sa'      "  (P 


Or,  si  le  point  S  est  dans  l'intérieur  de  la  surface,  (Sa  +  S6)  est  la  corde 
comprise  dans  la  surface,  sur  la  droite  Sab;  et,  si  le  point  S  est  au  dehors  de 
la  surface,  (S6 — Sa)  est  cette  corde;  la  désignant  par  c,  on  a  donc,  dans  les 
deux  cas, 


ou 


i 

Sa' 

1 

c 

Sa' 

1 

H' 

m 

C 

ce  qui  exprime  que  : 

Si,  autour  d'un  point  fixe^  on  fait  tourner  une  droite  qui  rencontre  une 
surface  du  second  degré  en  deux  points,  et  qu'on  porte  sur  cette  droite,  à 
partir  du  point  fixe ,  un  segment  proportionnel  au  carré  du  diamètre  de  la 
surface  qui  lui  est  parallèle,  divisé  jmr  la  corde  comprise  sur  cette  droite 
dans  la  surface;  l'extrémité  de  ce  segment  sera  sur  une  surface  du  second 
degré,  qui  sera  homologique  à  la  proposée.  Le  point  fixe  sera  le  centre 
d'homologie  des  deux  surfaces,  et  le  centre  de  figure  de  la  seconde. 

On  déduit  de  là  plusieurs  théorèmes  relatifs  à  l'expression  -,  correspon- 
dant aux  diiïérentes  propriétés,  connues,  des  diamètres  d'une  surface  du 
second  degré.  Nous  n'avons  pas  besoin  d'insister  sur  cet  objet. 
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§  XX.  Propriétés  générales,  nouvelles,  des  surfaces  du  second  degré. 

337.  Les  propriétés  générales  des  surfaces  géométriques,  démontrées 
dans  le  paragraphe  XYIII,  s'appliquent  aux  surfaces  et  aux  courbes  du 
second  degré,  et  donnent  lieu  à  de  nombreux  corollaires,  où  se  trouvent 
plusieurs  propriétés  nouvelles  de  ces  surfaces  et  de  ces  courbes.  On  y  dis- 
tinguera, particulièrement,  certaines  propriétés  concernant  leurs  foyers.  Nous 
réunirons  celles-ci  dans  le  paragraphe  suivant.  Nous  allons  présenter  d'abord 
des  propositions  d'une  plus  grande  généralité. 

Supposons,  dans  le  théorème  (3i  2),  que  les  deux  surfaces  soient  du  second 
degré  :  par  une  droite  prise  dans  le  plan  fixe  on  pourra  mener  deux  plans 
tangents  à  la  première  surface;  la  corde  qui  joindra  les  deux  points  de  contact 
passera  par  un  point  fixe,  qui  sera  le  pôle  de  ce  plan,  par  rapport  à  cette 
surface.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  centre  d' homologie  ;  si, 
autour  d'un  point  flxe^  on  fait  tourner  une  corde  de  la  première  surface, 
les  rapports  des  distances  des  extrémités  de  cette  corde  au  centre  (ThomO" 
logie  et  au  plan  polaire  du  point  fixe^  divisés  respectivement  par  les  rapports 
des  distances  des  deux  points  homologues  dans  la  seconde  surface,  au  même 
centre  d' homologie  et  à  un  plan  fixe  mené  arbitrairement,  auront  leur 
somme  ou  leur  différence  constante. 

Ce  sera  la  somme  y  si  le  point  fixe  est  pris  dans  l'intérieur  de  la  surface, 
et  la  différence  y  s'il  est  pris  au  dehors. 

Ainsi  soient  a,  b  les  extrémités  de  la  corde  de  la  première  surface; 
a',  b'  les  points  homologues  de  la  seconde;  a/>,  bp  les  perpendiculaires 
abaissées,  des  points  a,  6,  sur  le  plan  polaire  du  point  fixe,  pris  par  rapport  à 
la  première  surface;  et  a'7r,  b^Ti  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points 
a',  b'y  sur  un  plan  fixen  mené  arbitrairement;  on  aura 


Sa    Sa'       S6   S6' 

—  :  —  ±  —  :  —  =  coost. 

ap    a'n       bp    b'n 
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338.  Si  le  plan  fixe  mené  arbitrairement  est  à  Finfini^  on  conclut ,  du 
théorème  (313),  celui-ci  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  centre  d'homologie;  si,  autour 
d*un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  corde  de  la  première  surface;  la  somme 
ou  la  différence  des  rapports  des  distances  des  extrémités  de  la  corde  au 
centre  d'homologie  et  au  plan  polaire  du  point  fixe,  divisés  respectivement 
par  les  distances  des  points  ho)nologues  de  la  seconde  surface  au  centre 
d'homologie,  sera  constante. 

Ainsi  Ton  a 

Sa    ^  ,       S6      , 

—  :  Sa  dt  —  :  S/>'  =  const. 

ap  bp  " 

On  prendra  le  signe  +  quand  le  point  fixe  sera  dans  Fintérieur  de  la  sur- 
face, et  le  signe  —  quand  il  sera  au  dehors. 

339.  Si  ce  point  fixe  est  le  centre  de  la  première  surface,  son  plan  polaire 
sera  à  Finfini,  et  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  homologiques  ;  si,  du  centre 
d'homologie,  on  mène  deux  rayons  aux  extrémités  d'un  diamètre  de  la  pre- 
mière surface,  la  somme  ou  la  différence  de  ces  rayons,  divisés  respective- 
ment  par  les  rayons  menés  aux  points  homologues  de  la  seconde  surface, 
sera  constante. 

Ce  sera  la  somme  quand  la  première  surface  sei*a  un  ellipsoïde,  et  la  diffé- 
rence quand  elle  sera  un  hyperboloïde. 

Si,  dans  ce  théorème,  on  suppose  que  le  centre  d'homologie  des  deux 
surfaces  soit  le  centre  de  figure  de  la  première,  on  obtient  le  théorème  du 
numéro  (334),  que  nous  avons  démontré  directement. 

340.  Dans  les  trois  théorèmes  précédents,  on  peut  supposer  que  la 
seconde  surface  se  confonde  avec  la  première,  de  manière  que  deux  points 
de  celle-ci,  situés  en  ligne  droite  avec  le  centre  d'homologie,  seront  homo- 
logiques; et  le  plan  d'homologie  sera  le  plan  polaire  du  point  pris  pour 
centre  d'homologie.  Car  soient  a,  a'  les  points  où  une  droite,  menée  par 
le  point  fixe  S,  rencontre  une  surface  du  second  degré,  et  soit  a  le  point 
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où  elle  rencontre  le  plan  polaire  P  du  point  S;  on  aura^  comme  Fon  sait. 

Sa        aa  Sa     ota 

—  =  — .    ou  — j.— =  i  =  coDsl.; 

Sa        aa  Sa      aa 

ce  qui  prouve  que  les  points  a  et  a'  peuvent  être  considérés  conmie  apparte- 
nant à  deux  figures  homologiques  (308). 

Si  le  point  S  est  pris  au  dehors  de  la  surface^  son  plan  polaire^  qui  est  le 
plan  d'homologie^  divisera  la  surface  en  deux  nappes^  qui  pourront  être  con- 
sidérées comme  étant  les  deux  figures  homologiques. 

341  •  D'après  cela,  le  théorème  (337)  donne  le  suivant  : 
Si,  autour  d'un  point  fixe  0,  on  fait  tourner  une  corde  d'une  surface  du 
second  degré;  que,  d'un  second  point  fixe  S,  on  mètw  aux  extrémités  a,  b 
de  cette  corde,  deux  droites  qui  rencontreront  la  surface  eti  deux  autres 
points  a',  h';  et  qu'on  appelle  ap,  bp  les  perpendiculaires  abaissées,  des 
points  a,  b,  sur  le  plan  polaire  du  point  0,  et  a'n,  b'îr  les  perpendiculaires 
abaissées,  des  points  a',  b',  sur  un  autre  plan  fixe  mené  arbitrairement; 
an  aura 

Sa    Sa'       S6    S6' 

—  :  -^  q=  —  :  — -  =  consl. 
ap    ait       bp    0  n 

On  prendra  le  signe  -{-  quand  le  point  0  sera  dans  Tintérieur  de  la  sur- 
face, et  le  signe  —  quand  il  sera  au  dehors. 

342.  Si  le  plan  fixe  pris  arbitrairement  est  à  Tinfini,  Téquation  se 
réduit  à 

Sa  S6 

—  :  Sa'  db  —  :  S6'  =  consl (338) 

ap  bp 

343.  Si  le  point  0  est  le  centre  de  la  surface,  son  plan  polaire  est  à  Tin- 
fini,  et  Téquation,  d'après  le  théorème  (339),  se  réduit  à 

Sa        S6 

—  db  — -  =  consl. 

Sa'       S6' 

Donc  : 

Si,  d'un  point  fixe,  on  mène  deux  rayom  aux  extrémités  d'un  diamètre 
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d'une  surface  du  second  degré  y  ils  reficontreront  la  surface  en  deux  autres 
points;  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  rayons  divisés,  respective- 
ment,  par  les  segments  compris  entre  le  point  fixe  et  ces  deux  autres  points, 
sera  comtante. 

Ce  sera  la  somme,  si  la  surface  est  un  ellipsoïde^  et  la  différence,  si  elle 
est  un  hyperboloïde. 

344.  Si^  sur  un  diamètre  quelconque  d'une  surface  du  second  degré^  on 
prend  deux  points  fixes,  situés  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du  centre; 
les  droites  menées  de  Pun  de  ces  points  aux  extrémités  d'un  autre  diamètre 
quelconque,  seront  égales,  réciproquement,  aux  droites  menées  de  l'autre 
point  aux  extrémités  du  môme  diamètre.  D'après  cela,  on  peut  donner  au 
théorème  précédent  cet  autre  énoncé  : 

Si,  sur  un  diamètre  quelcomiue  d'une  surface  du  second  degré,  on  prend, 
de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du  centre,  deux  points  fixes,  et  que 
de  ces  jjoints  on  mène  des  rayons  à  un  point  quelconque  de  la  surface ,  la 
somme  ou  la  différence  de  ces  deux  rayons  divisés,  respectivement,  par  le 
autres  segments  faits  sur  eux  entre  les  poi^its  fixes  et  la  surface,  sera  con- 
stante. 

Ainsi  soient  F,  F'  les  deux  points  fixes  pris  sur  un  diamètre  quelconque 
d'une  surface  du  second  degré,  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du 
centre;  que,  de  ces  points,  on  mène  deux  rayons  aboutissant  à  un  même 
point  quelconque  m  de  la  surface,  et  rencontrant  cette  surface  en  deux  autres 
points  n,  n^  ;  on  aura,  quel  que  soit  le  point  m, 


Fm      F'm 

—-  rfc  — —  =  consl. 

Fn       F'n' 


Ce  sera  +  si  la  surface  est  un  ellipsoïde ,  et  —  si  elle  est  un  liyperbo- 
loîde. 

345.  Dans  les  trois  théorèmes  des  numéros  337,  338,  339,  les  deux  sur- 
faces peuvent  se  réduire  à  des  coniques  situées  sur  un  même  cône;  alors  on 

aura  diverses  propriétés  des  cônes  du  second  degré. 

101 
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Ainsi  le  théorème  (337)  donne  le  suivant  : 

Etant  fait  deux  sections  planes  dans  un  cône  du  second  degré;  si,  autour 
d'un  point  fixe ,  pris  dans  le  plan  de  la  première  section ,  on  fait  tourner 
une  corde  qui  rencontre  celle  courbe  aux  points  a,  b,  et  que  ap,  bp  soient 
les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  la  polaire  du  point  fixe , 
prise  par  rapport  à  cette  première  section^  et  dJny  b'Tr  les  perpendiculaires 
abaissées,  des  points  homologues  de  la  seconde  section,  sur  une  droite  fixe 
menée  arbitrairement  dam  le  plan  de  cette  courbe;  on  aura,  en  appelant  S 
le  sommet  du  cône. 

Sa   Sa'       86    S6' 

—  :--  zfc—  :77-  =  const. 
ap    an       bp    bit 

Ce  sera  le  signe  +  quand  le  point  fixe  pris  dans  le  plan  de  la  première 
section  sera  intérieur  à  cette  courbe^  et  le  signe  —  quand  il  sera  au 
dehors. 

346.  Si  la  droite  prise  dans  le  plan  de  la  seconde  section  est  à  TinGni^ 
Téquation  devient 

Sa  S6      . 

—  :  Sa'  zfc  —  :  S6'  =  consl. 
ap  bp 

347.  Si  le  point  fixe,  pris  dans  le  plan  de  la  première  section^  est  le 
centre  de  cette  courbe,  la  polaire  de  ce  point  est  à  Finfini,  et  Téquation 
devient 

Sa        86 

—  ifc  —  =const.; 

8a'       86'  ' 

ce  qui  exprime  que  : 

Si  l'on  fait  deux  secliom  planes  dans  un  cône  du  second  degré,  la  somme 
ou  la  différence  des  arêtes  menées  aux  extrémités  (Tun  diamètre  quelconque 
de  la  première  section,  divisées  respectivement  par  les  segments  compris 
sur  ces  arêtes,  entre  le  sommet  du  côtie  et  la  seconde  section,  sera  caW' 
stante. 

Ce  sera  la  somme,  si  la  première  section  est  une  ellipse,  et  la  différence,  si 
elle  est  une  hyperbole. 


MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE.  799 

348.  Si,  dans  le  théorème  (346),  on  suppose  que  le  cône  soit  de  révolu- 
tion ,  et  que  la  seconde  section  soit  un  cercle,  les  arêtes  Sa',  Sa'  seront  de 
longueur  constante;  on  aura  donc  Féquation 

Sa      S6 

—  ±  r-  ==  const.  ; 

ap      bp 

ce  qui  exprime  que  : 

Une  section  plane  quelconque  étant  faite  dans  un  cône  de  révolution  ;  si, 
autour  d'un  point  fixe  du  plan  de  cette  courbe,  on  fait  tourner  une  droite 
qui  la  rencontre  en  deux  points;  la  somme  ou  la  différe^ice  des  distances 
de  ces  deux  points  au  sommet  du  cône,  divisées  respectivement  par  leurs 
distances  a  la  polaire  du  point  fixe,  prise  par  rapport  d  la  courbe,  sera 
constante. 

Ce  sera  la  somme,  quand  le  point  fixe  sera  pris  à  Tintérieur  de  la 
courbe,  et  la  différence,  quand  il  sera  pris  au  dehors. 

349.  Silepoint  fixe  est  le  centre  de  la  courbe,  Péquation  devient 

Sa  d:  S6  =  const. 

D'où  Ton  conclut  que  : 

Quand  un  cône  de  révolution  passe  par  une  section  conique,  la  somme  ou 
la  différence  des  arêtes  aboutissant  aux  extrémités  d'un  diamètre  de  cette 
courbe  est  constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  la  courbe  est  une  ellipse,  et  la  différence,  si  elle  est 
une  hyperbole. 

350.  Si,  dans  le  théorème  (347),  on  suppose  que  le  cône  soit  de  révolu- 
tion; et  que  la  première  section  soit  un  cercle,  son  centre  sera  sur  Taxe  du 
cône,  et  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Quand  un  cône  de  révolution  passe  par  une  conique,  la  somme  des  va-- 
leurs  inverses  des  arêtes  comprises  dans  un  plan  quelconque,  nwié  par  Caxe 
du  cône,  est  cotistante. 
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§  XXI.  Propriétés  nouvelles  des  surfaces  du  second  degré,  de  révolution, 

ET  DES  cônes  du  SECOND  DEGRÉ. 

351.  Nous  avons  démontré  (324)  que  :  Quand  deux  surfaces  du  second 
degré^  de  révolution,  ont  un  foyer  commun,  quelle  que  soit  la  position  respec- 
tive de  ces  deux  surfaces,  elles  sont  homologiques ,  et  leur  centre  d'homo- 
logie  est  leur  foyer  commun. 

Appliquons  aux  deux  surfaces  le  Ihéorème  (337);  nous  aurons  celui-cî  : 
Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  foyer  commun  F;  si,  autour 
d'un  point  fixe  quelconque  0,  on  fait  tourner  une  corde  de  la  première  5wr- 
face,  et  que  a  et  h  en  soient  les  extrémités;  qu'on  mène  les  rayons  Fa,  Fb,  qui 
rencontrent  la  seconde  surface  aux  points  a',  b',  homologues  des  points  a,  b  ; 
que  ap,  bp  soient  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points  a,  b,  sur  te  plan 
polaire  du  point  0,  pris  par  rapport  à  la  première  surface,  et  a'ir,  b'w  les 
perpendiculaires  abaissées,  des  points  a',  b',  sur  un  autre  plan  fixe  n,  mené 
arbitrairement  dans  l'espace;  on  aura 

Sa    Sa'       86    Sb' 

—  :  -—  ih  -—  :  77-  =  consl. 
ap    an       bp    on 

FjC  signe  +  ayant  liea  quand  le  point  flxe  est  pris  à  Tintérieur  de  la 
preiniôre  surface,  et  le  signe  —  quand  il  est  pris  au  dehcfrs. 

352.  Ce  théorème  donne  lieu  à  plusieurs  conséquences. 

IVabord  on  en  conclut,  comme  nous  Tavons  fait  voir  (n°  313),  un 
théorème  où  n'entre  point  la  considération  du  plan  n,  et  qui  est  exprimé 
par  Téquation 

Sa  S6 

—  :  Sa'  ±  —  :Sb'  =  const. 
ap  bp 

3ti3.  Maintenant,  prenant  pour  le  plan  n,  dans  le  théorème  général,  le 
phin  pohiire  (hi  point  fixe  0,  par  rapport  à  la  première  surface,  et  supposant 
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ce  plan  polaire  à  Tinfini^  le  point  0  sera  le  centre  de  cette  surface;  les 
rapports 

ap       bp 
a'n      b^n 

seront  égaux  à  Tunité^  et  Téquation  deviendra 

Sa       S6 

—  ±  —  =  const. 

Sa'       Sb' 

Ce  qui  prouve  que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  ont  un  foyer  com- 
mun; si,  par  ce  point,  on  mène  deux  rayons  vecteurs  aux  extrémités  d'un 
diamètre  de  la  première  surface;  la  somme  ou  la  différence  de  ces  deux 
rayons  divisés,  respectivement,  par  les  rayons  de  la  seconde  surface  qui  ofit 
la  même  direction  queux,  est  constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  la  première  surface  est  un  ellipsoïde^  et  la  différence, 
si  elle  est  un  hyperboloïde. 

334.  Le  rayon  mené  d^un  foyer  à  un  point  quelconque  d'une  surface  de 
révolution  est  égal  au  rayon  mené  par  le  second  foyer^  parallèlement  au 
premier,  mais  en  sens  contraire.  D'après  cette  remarque,  on  voit  aisément 
que  le  théorème  peut  prendre  cet  énoncé  : 

Si  l'on  a  deux  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  placées  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace;  la  somme  ou  la  différence  des  deux  rayons 
vecteurs  menés,  des  deux  foyers  de  la  première,  à  un  point  quelconque  de 
cette  surface,  divisés  respectivement  par  les  rayons  vecteurs  de  la  seconde 
surface,  menés  respectivement  de  ses  deux  foyers ,  parallèlement  aux  deux 
pretniers,  sera  constante. 

355.  Ce  théorème  est  une  généralisation  assez  remarquable  de  la  pro- 
priété, connue,  des  foyers  d'une  surface  du  second  degré.  Car  si  Ton  suppose 
que  la  seconde  surface  soit  une  sphère ,  on  a  précisément  cette  propriété  ; 
c'esl-à-dire  que  : 

La  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  menés,  des  deux  foyers 
d'une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  à  un  point  de  la  surface,  est 
constante. 
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356.  Si  Fon  suppose^  au  contraire^  que  la  première  surface  soit  une 
sphère  y  on  aura  ce  théorème  : 

5î,  par  les  deux  foyers  d'une  surface  du  second  degrés  de  révolution,  on 
mène  deux  rayons  vecteurs  sous  une  même  direction  quelconque,  la  somme 
de  leurs  valeurs  inverses  sera  constante. 

Ce  qui  revient  à  dire  que  : 

Toute  corde  menée  par  un  foyer  d'une  surface  du  second  degré,  de  révo- 
lution, est  divisée  en  ce  point  en  deux  parties,  dont  la  somme  dès  valeurs 
inverses  est  constante. 

357.  Supposons^  dans  le  théorème  (352)^  que  la  seconde  surface  soit  une 
sphère;  les  h'gnes  Sa',  Sb',  seront  des  rayons  de  cette  sphère;  on  peut  les 
faire  passer  dans  le  second  membre  de  Téquation^  qui  devient  : 

Sa       S6 

—  =t  7"  =const. 

ap      bp 

Ce  qui  prouve  que  : 

Si,  d'un  foyer  d'une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  on  mène  deux 
rayons  vecteurs  aux  extrémités  d'une  corde  de  la  surface,  qui  tourne 
autour  d'un  point  fixe;  la  somme  ou  la  différence  de  ces  deux  rayons, 
divisés  respectivement  par  les  perpendiculaires  abaissées,  de  leurs  extré- 
mités, sur  le  plan  polaire  du  point  fixe,  pris  par  rapport  à  la  surface,  sera 
constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  le  point  Gxe  est  pris  au  dedans  de  la  surface^  et  la 
différence,  s'il  est  pris  au  dehors. 

358.  Si,  dans  le  théorème  (351),  le  point  fixe  est  le  foyer  commun  aux 
{\m\  surfaces,  on  aura 


il  roHtora  donc 


Sa       Sb 

=:7-=:C0nSt., 

ap      bp 


aV       ô'tt 
-zb-  =  const.; 


en  (|ui  prouve  que  : 

Sit  iHir  un  foyer  d'une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  on  lire  une 
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transversale  qudconque,  qui  rencontre  la  surface  en  deux  points;  la  somme 
des  distances  de  ces  points^  à  un  plan  transversal  quelconque,  divisées  res- 
pectiveme^it  par  leurs  distances  au  foyer,  sera  cmislante. 

359.  Si  Ton  prends  pour  le  plao  transversal^  le  plan  directeur  correspon- 
dant au  second  foyer  de  la  surface ,  on  en  conclut  que  : 

Si,  dun  foyer  dune  surface  du  second  degré,  on  mène  deux  rayons  aux 
extrémités  d'une  corde  passant  par  le  second  foyer;  la  somme  de  ces  deux 
rayons,  divisés  respectivement  par  les  distances  de  leurs  extrémités  au 
second  foyer,  sera  constante. 

Dans  ce  théorème^  comme  dans  le  précédent^  c^est  la  smnme  que  nous 
prenons  et  non  la  différence,  parce  que^  dans  les  deux  cas^  le  point  autoiu* 
duquel  tourne  la  corde  de  la  surface  est  dans  son  intérieur. 

360.  Quand  une  corde  d'une  sphère  tourne  autour  d'un  point  fixe^  les 
tangentes  trigonométriqucs  des  demi -angles  que  les  rayons  de  la  sphère^ 
menés  aux  extrémités  de  la  corde  ^  font  avec  le  rayon  mené  au  point  fixe^ 
ont  un  produit  constant  *.  Supposons  que  la  sphère  ait  son  centre  au  foyer 
d'une  surface  du  second  degré  de  révolution  :  ces  deux  surfaces  seront 
homologiques ,  et  le  foyer  sera  leur  centre  d'homologie.  Les  points  qui  cor- 
respondront^ dans  la  surface  de  révolution ,  aux  extrémités  de  la  corde  de 
la  sphère^  seront  sur  les  prolongements  des  rayons  menés  à  ces  extrémités; 
on  conclut  donc^  de  la  propriété  de  la  sphère^  cette  propriété  des  surfaces 
de  révolution  : 

Si,  d'un  foyer  d'une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  on  mène 
deux  rayons  aux  extrémités  d'une  corde  tournant  autour  d'un  point  fixe; 
le  produit  des  tangentes  trigonométriqucs  des  demi- angles  que  ces  deux 
rayons  feront  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  fixe,  sera  constant, 
quelle  que  soit  la  corde  menée  par  ce  point. 

*  Ce  produit  est  égal  à  ^^9  R  étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  D  la  distance  du  point  fixe  à 
son  centre. 

Ce  théorème^  considéré  dans  le  cercle,  est  dû  a  Lagrange,  qui  s'en  est  servi  pour  résoudre 
le  problème  d'inscrire,  à  un  cercle,  un  triangle  dont  les  trois  côtés  passent  par  trois  points 
donnés.  (Voir  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  année  1776,  p.  286.) 
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361*  Si  le  point  fixe  est  pris  au  dehors  de  la  surface^  et  que  la  corde  soit 
menée  tangentiellement  à  la  surface^  son  point  de  contact  sera  sur  une 
courbe  plane.  D'après  le  théorème,  le  rayon  vecteur  mené  à  chaque  point  de 
cette  courbe  fera  un  angle  constant  avec  la  droite  menée,  du  foyer,  au  point 
fixe;  d'où  Ton  conclut  ce  théorème  ; 

Le  cône  qui  a  pour  sommet  un  foyer  d'une  surface  de  révolution  et  pour 
base  une  section  plane  de  la  surface,  est  de  révolution  et  a  pour  axe  la 
droite  menée,  du  foyer,  au  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  surface  suivant 
sa  section  plane. 

362.  Si  la  corde,  en  tournant  autour  d'un  point  fixe,  reste  toujours  dans 
un  même  plan,  ses  extrémités  seront  sur  la  section  faite  par  ce  plan  dans  la 
surface  ;  et  le  cône  qui  aura  cette  section  pour  base  et  le  foyer  de  la  surface 
pour  sommet,  sera  de  révolution;  d'où  l'on  conclut  que  : 

Si  autour  d'une  droite  fixe,  menée  par  le  sommet  d^un  cône  de  révolu-- 
tiouy  on  fait  tourne?*  un  plan  transversal,  il  coupera  le  cône  suivant  deux 
arêtes  telles,  que  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des  demi-angle-s 
quelles  feront  avec  la  droite  fixe,  sera  constant. 

363.  Par  la  considération  du  cône  supplémentaire,  formé  par  les  per^ 
pcndiculaires  aux  plans  tangents  du  premier,  on  conclut,  de  ce  théorème^  le 
suivant  : 

Étant  donnés  un  cône  de  révolution  et  un  plan  fixe  mené  pardon  sommet; 
si,  par  une  droite  prise  dans  ce  plan  et  passant  par  le  sommet  du  cône,  on 
mène  deux  plans  tangents  à  cette  surface;  le  produit  des  tangentes  trigono- 
métriques des  demi-inclinaisons  de  ces  plans  tangents,  sur  le  plan  fixe,  sera 
constant. 

364  Ce  théorème  et  le  précédent  donnent  lieu  à  deux  propositions  de 
la  Géométrie  de  la  sphère,  dont  voici  l'énoncé  : 

i""  Un  petit  cercle  étant  tracé  sur  une  sphère;  si,  autour  d'un  point  fixe, 
on  fait  tourner  un  arc  de  grand  cercle  qui  rencontre  le  petit  cercle  en  deux 
points;  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des  demi-arcs  compris 
entre  ces  deux  points  et  le  point  fixe,  sera  constant. 

2°  Un  petit  cercle  étant  tracé  sur  une  sphère;  si,  par  un  point  ptis 
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arbitrairement  sur  un  arc  de  grand  cercle  fixe,  on  mène  deux  arcs  de 
grands  cet^cles,  tangents  au  petit  cercle;  le  produit  des  tangentes  trigono- 
métriques  des  demi-angles  qu'ils  feront  avec  l'arc  de  grand  cercle  fixe,  sera 
constant. 

363.  La  première  de  ces  deux  propositions  peut  être  considérée  comme 
répondant  au  théorème  de  Géométrie  plane  qui  exprime  la  propriété  des 
segments  des  cordes  qui  se  coupent  dans  le  cercle. 

La  seconde  correspond  aussi  à  un  théorème  de  Géométrie  plane ^  consis- 
tant en  ce  que  : 

Si,  de  chaque  point  d'une  ligne  droite  tracée  dans  te  plan  d'un  cercle, 
on  mène  deux  tangentes  au  cercle  ;  le  produit  des  tangentes  trigonomé- 
triques  des  demi-angles  quelles  feront  avec  la  droite  fixe,  sera  constant. 

366.  Les  deux  propositions  précédentes  peuvent  être  considérées  comme 
exprimant^  la  première,  une  propriété  de  quatre  points  pris  arbitrairement 
sur  la  circonférence  d'un  petit  cercle  de  la  sphère;  et  la  seconde,  une  pro- 
priété de  quatre  arcs  de  grands  cercles  tangents  a  un  petit  cercle.  Sous 
ce  point  de  vue,  ces  deux  propositions  seront  très- utiles  dans  la  Géo- 
métrie de  la  sphère.  Nous  en  ferons  diverses  applications  dans  un  autre 
moment. 

On  peut  dire  encore  que  la  première  exprime  une  propriété  du  quadrila- 
tère sphérique  inscrit  à  un  petit  cercle;  et  la  seconde,  une  propriété  du  qua- 
drilatère sphérique  circonscrit  à  un  petit  cercle. 


§  XXIL  Méthode  pour  les  relations  angulaires.  —  Transformation 

DE  la  sphère  en  un  SPHÉROÏDE  APLATI. 

367.  Considérons  deux  figures  homographiques,  à  trois  dimensions; 
qu'elles  soient  coupées  respectivement  par  deux  plans  homologues  quel- 
conques P,  P'  :  les  sections  seront  deux  parties  homologues  des  deux  figures, 
de  sorte  qu'elles  seront  elles-mêmes  deux  figures  planes  homographiques. 
On  pourra  placer  les  deux  corps  de  manière  que  ces  deux  figures  planes 
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soient  la  perspective  Tune  de  l'autre  ;  c'est-à-dire  de  manière  que  les  droites 
joignant  les  points  a  de  la  première  aux  points  homologues  a'  de  la  seconde^ 
concourent  en  un  même  point  0  de  Fespace.  (Cela  sera  démontré  dans  le 
paragraphe  XXVI.) 

Considérons  ce  point  0  comme  appartenant  à  la  première  figure  :  il  lui 
correspondra  un  point  0'^  dans  la  seconde  figure;  et^  aux  droites  Oa,  corres- 
pondront les  droites  O'a'.  De  sorte  que  les  deux  figures  seront  placées  de 
manière  que  toutes  les  droites  issues  du  point  0,  dans  la  première,  rencon- 
treront toutes  leurs  homologues,  respectivement,  en  des  points  situés  sur  un 
même  plan  P'. 

Et^  plus  généralement  : 

Deux  droites  homologues  quelconques  rencontrent,  respectivement,  les 
deux  plans  P,  P',  en  deux  points  a,  a',  qui  sont  en  ligne  droite  avec  le 
point  0. 

368.  Maintenant^  prenons  pour  le  plan  P'^  qui  est  arbitraire^  celui  dont 
le  correspondant^  dans  la  première  figure^  est  à  Tinfini  :  les  points  a  seront 
ù  Tinfini.  On  peut  donc  dire  que  : 

Les  deux  figures  seront  placées  de  manière  que,  si  l'on  prend  deux  droites 
homologues  quelconques,  une  parallèle  à  la  première,  menée  par  le  point  0, 
rencontrera  la  seconde  sur  le  plan  fixe  P'. 

369.  Réciproquement^  une  figure  étant  donnée^  nous  pouvons  en  con- 
struire une  seconde^  qui  ait  une  telle  forme  et  une  telle  position^  par  rapport 
à  la  première^  que  cette  relation  ait  lieu. 

En  effets  une  figure  étant  donnée^  prenons^  dans  Tespace^  cinq  points  arbi- 
traires a',  6',  e',  (/',  0',  pour  former  la  figure  homographique;  et  convenons 
que  ces  points  correspondront  à  cinq  points  de  la  première  figure^  que  nous 
allons  déterminer. 

Que  le  point  0'  corresponde  à  un  point  0  pris  arbitrairement  dans  la 
figure  proposée.  Que  les  points  a',  6',  c'  correspondent^  respectivement,  aux 
points  de  cette  figure  situés  à  Tinfini  sur  les  droites  Oa',  06',  Oc';  et  que  le 
point  rf'  corresponde  à  un  point,  de  la  première  figure,  pris  sur  la  droite 
menée  du  point  0  au  point  à'  où  la  droite  O'cf'  rencontre  le  plan  a'6'c\ 
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Nous  pourrons^  avec  ces  données^  construire  la  figure  homographique  de 
la  proposée. 

Il  est  clair  que^  dans  cette  figure^  le  plan  a'b^c'  correspond  à  Tinfini  de  la 
proposée. 

Le  point  S'  correspond  au  point  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  0^. 

Ainsi  les  quatre  points  a',  6',  e',  «^,  situés  dans  un  même  plan,  corres- 
pondent à  quatre  points  situés  sur  les  droites  Oa',  06',  Oc',  Oi.  Ce  qui 
prouve  que  la  figure  située  dans  le  plan  a'b'd  est  en  perspective  avec  son 
homologue  dans  la  première  figure.  Par  conséquent  tout  autre  point  e'  du 
pian  a'b'c'  a  son  homologue  à  Tinfini  sur  la  droite  Os'. 

Il  s'ensuit  que  : 

Toute  droite,  dans  la  seconde  figure,  aura  son  homologue,  dans  la  pre- 
mière,  parallèle  à  la  droite  menée  du  point  0  au  point  où  celle  droite  de  la 
seconde  figure  rencontre  le  plan  a'b'c'. 

Et  si  Ton  regarde  le  point  0  comme  faisant  partie  de  la  seconde  figure , 
et  qu'on  le  fasse  entrer  dans  les  propriétés  de  cette  seconde  figure,  on  voit 
qu'auo?  angles  que  différentes  droites  de  la  première  figure  font  entre  elles, 
correspondront  des  angles  égaux  ^  faits  par  les  droites  menées  du  point  0 
aux  points  où  les  droites  homologues,  dans  la  seconde  figure,  rencontrent  le 
plan  a'b'c'. 

Diverses  applications  de  cette  méthode  particulière  vont  en  faire  con- 
naître parfaitement  l'usage. 

370.  Supposons  que  la  figure  proposée  soit  une  sphère  ayant  son  centre 
au  point  0  :  la  seconde  figure  sera  une  surface  du  second  degré.  Prenons  le 
point  0',  qui  est  arbitraire,  sur  la  perpendiculaire  abaissée,  du  point  0,  sur 
le  plan  P'.  Cette  surface  sera  alors  de  révolution  autour  de  la  droite  00', 
parce  que  tout  sera  symétrique  de  part  et  d'autre  d'un  plan  mené  par  cette 
droite.  Ce  moyen  de  déformation  donnera  donc  des  propriétés  des  sur- 
faces du  second  degré,  de  révolution,  correspondant  à  des  propriétés  de 
la  sphère. 

Après  avoir  disposé  du  point  0'  et  du  plan  P',  nous  pouvons  encore 
prendre  arbitrairement  un  point  d^  pour  correspondre  à  un  point  d  de  la 
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sphère,  en  observant  cette  seule  condition  que  les  droites  Od,  O'rf'  se  rencon- 
trent sur  le  plan  P'.  Ainsi,  pour  un  point  0'  et  un  plan  P'  déterminés,  on 
pourra  former  une  inOnité  de  surfaces  de  révolution,  homographiques  à  la 
sphère;  et  les  propriétés  de  la  sphère  produiront  des  propriétés  de  ces  sur- 
faces. 

Nous  pouvons  faire  en  sorte  que  Tune  de  ces  surfaces  ait  son  centre  au 
point  0,  centre  de  la  sphère. 

En  effet,  prenons  le  point  d  de  la  sphère  sur  la  droite  00';  le  point  cor- 
respondant rf'  de  la  surface  sera  aussi  sur  la  droite  00';  et  ce  point  rf'  peut 
être  pris  arbitrairement  sur  cette  droite.  Cherchons  en  quel  lieu  il  doit  être 
placé  pour  que  la  surface  ail  son  centre  au  point  0. 

Remarquons  que  le  point  0'  correspond  au  point  0  de  la  première  figure, 
et  que  le  plan  P'  correspond  au  plan  à  Tinfini  de  cette  première  Ggure. 
Ce  plan  à  rinPini  est  le  plan  polaire  du  point  0,  par  rapport  à  la  sphère;  le 
|)lan  P'  est  donc  le  plan  polaire  du  point  0',  par  rapport  à  la  surface 
de  révolution.  Donc,  si  le  point  0  est  le  centre  de  cette  surface,  on  aura 
Ôrf^=00'.OJ'. 

On  doit  donc  prendre  le  point  rf'  de  manière  que  Ton  ait  cette  égalité  ;  et 
alors  la  surface  aura  son  centre  au  point  0. 

Pour  déterminer  un  point  m'  de  la  surface,  correspondant  à  un  point 
donné  m  de  la  sphère,  on  mènera,  par  le  point  m,  les  deux  droites  mO,  mdy 
dont  les  correspondantes  passeront  par  les  points  0'  et  rf'  respectivement, 
La  première  passera  par  le  point  où  la  droite  Om  perce  le  plan  P',  et  la 
seconde  passera  au  point  où  une  parallèle  à  la  droite  mrf,  menée  par  le 
point  0,  perce  ce  plan  P'.  Ainsi  le  point  m^  sera  détçrminé. 

Si  la  droite  Om  est  parallèle  au  plan  P',  la  droite  O'm'  sera  parallèle 
à  Om.  On  trouve  aisément,  par  une  comparaison  de  triangles  semblables, 
que  0'm'=  Orf'.  Donc,  une  corde  de  la  surface,  menée  par  le  point  0', 
perpendiculairement  à  Taxe  de  révolution ,  est  égale  au  diamètre  dirigé  sui- 
vant cet  axe.  Cela  prouve  que  ce  diamètre  est  le  plus  petit  de  la  surface; 
car  s'il  était  le  plus  grand,  on  ne  pourrait  pas  inscrire,  à  la  surface,  une 
corde  qui  lui   fut  égale.   Ainsi  la  surface  est  un  ellipsoïde  aplati.  Et  le 
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point  0'  jouit  de  cette  propriété  qu^il  est  pris  sur  Taxe  de  révolution^  de 
manière  qu'une  corde  menée  par  ce  points  perpendiculairement  à  cet  axe^ 
est  égale  au  diamètre  de  Tellipsoïde  dirigé  suivant  ce  même  axe. 

Le  plan  P'  est  le  plan  polaire  du  point  0'^  par  rapport  à  Tellipsoïde. 
Si  on  veut  le  déterminer  directement^  sans  chercher  d  abord  le  point  0'^  on 
trouve  cette  expression  remarquable  de  sa  distance  au  centre  de  Fellip- 
soïde  : 

La  valeur  inverse  du  carré  de  la  distance  de  ce  plan,  au  centre  de  Vellip- 
solde,  est  égale  d  la  différence  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  deux 
demi-axes  principaux  de  l'ellipse  génératrice  de  l'ellipsoïde. 

371.  Dans  ce  qui  va  suivre^  nous  désignerons  toujours  le  plan  en  ques- 
tion par  P'^  et  son  pôle  par  0'.  Il  est  bien  entendu  que  ce  plan  et  ce  point 
ne  sont  pas  arbitraires  ^  et  qu'ils  sont^  au  contraire^  absolument  déterminés. 
Seulement^  si  on  les  prend  à  droite  de  Péquateur  de  la  surface^  il  existera 
pareillement^  à  gauche^  un  pareil  plan  et  un  pareil  point.  Nous  regrettons  de 
n'avoir  pu  donner^  à  ce  plan  et  à  ce  points  des  dénominations  particulières. 
Ces  dénominations  pourraient  tirer  leur  origine  de  celle  de  foyer  et  de  plan 
directeur;  car  le  plan  et  \e  point  en  question  ont  une  relation  directe  avec  le 
foyer  et  le  plan  directeur  d'un  ellipsoïde  de  révolution  allongé.  Voici  cette 
relation  :  si  l'on  fait  la  transformation  polaire  de  cet  ellipsoïde^  par  rapport  à 
une  sphère  concentrique^  on  obtient  un  ellipsoïde  aplati^  dans  lequel  le  plan 
et  le  point  en  question  correspondent,  respectivement,  au  foyer  et  au  plan 
directeur  de  l'ellipsoïde  proposé. 

372.  Concevons  une  sphère  ayant  son  centre  au  point  0,  et  l'ellipsoïde 
de  révolution,  aplati,  formé  homographiquement  comme  nous  l'avons  dit; 
prenons  le  plan  P'  et  le  point  0'  de  cet  ellipsoïde;  ce  plan  correspond  à 
l'infini  de  la  première  figure;  et  ce  point  correspondra  au  point  0,  centre 
de  la  sphère. 

Nous  allons  passer  en  revue  différentes  propriétés  de  la  sphère,  qui 
s'appliqueront  à  l'ellipsoïde. 

Tout  cône  qui  a  pour  base  une  section  plane  de  la  sphère  et  pour  sommet 
le  centre  de  celte  surface,  est  de  révolution. 
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A  ce  cône  correspond^  dans  Tellipsoïde^  un  second  cône  ayant  pour 
base  une  section  plane  de  cette  surface^  et  pour  sommet  le  point  0';  et 
ce  second  cône  rencontre  le  premier  sur  le  plan  P';  d^où  Ton  conclut 
que  : 

Tout  cône,  qui  a  pour  sommet  le  point  0'  et  pour  base  une  section  plane  de 
Vellipsoïde,  rencontre  le  plan  P'  suivant  une  conique  qui,  vue  du  centre  de 
la  surface,  parait  être  un  cercle. 

373.  Un  cône  circonscrit  à  la  sphère  est  de  révolution.  A  ce  cône  corres- 
pond un  cône  circonscrit  à  rcllipsoïde^  qui  rencontre  le  plan  P'  suivant  une 
conique  correspondant  à  Tinfini  du  premier  cône.  Si  donc  par  cette  conique 
on  fait  passer  un  cône  qui  ait  son  sommet  au  centre  de  Tellipsoïde^  il  sera 
parallèle  au  cône  circonscrit  à  la  sphère;  donc 

Tout  cône,  circonscrit  à  l'ellipsoïde,  rencontre  le  plan  P'  suivant  une 
conique  qui  y  vue  du  centre,  parait  être  un  cercle. 

374.  Un  plan  tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  au  rayon  qui  aboutit 
au  point  de  contact;  donc 

Un  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  et  la  corde  moiée  du  point  0'  au  point  de 
contact,  rencontrent  le  plan  P'  suivant  une  droite  et  en  un  point  qui  sont  tels, 
que  la  droite  menée  du  centre,  à  ce  point,  est  perpendiculaire  au  plan  mené 
par  le  centre  et  par  cette  droite. 

375.  Deux  plans  tangents  à  la  sphère  font  des  angles  égaux  avec  la  corde 
qui  joint  les  points  de  contact;  donc 

Etant  menés  deux  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  et  la  corde  qui  joint  les 
points  de  contact;  si,  par  les  droites  suivant  lesquelles  ces  deux  plans  ren- 
contrent le  plan  P',  on  mène  deux  plans  passant  par  le  centre  de  la  surface, 
ils  seront  également  inclinés  sur  la  droite  menée  du  centre  au  point  oit  la 
corde  qui  joint  les  points  de  contact  rencontre  le  plan  P'. 

376.  Dans  la  sphère^  deux  droites  polaires  réciproques  sont  à  angle  droit; 
donc 

Deux  droites,  polaires  réciproques  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  rencontrent 
le  plan  P'  en  deux  points  qui  sont  tels,  que  les  droites,  menées  de  ces  points 
au  centre  de  l'ellipsoïde,  sont  à  angle  droit. 
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377.  Trois  diamètres  conjugués  de  la  sphère  sont  rectangulaires;  donc 
Trois  axes  conjugués  de  l'ellipsoïde,  relatifs  au  point  0'^  rencontrent  le 

plan  P'  en  trois  points  tels,  que  les  droites  menées  du  centre  de  l'ellipsoïde,  à 
ces  trois  points,  sont  rectangulaires. 

378.  Beaucoup  d'autres  propriétés  de  la  sphère  s'appliqueraient  avec  la 
même  facilité  à  rellipsoïde  aplati.  Il  est  inutile  de  nous  étendre  davantage 
sur  cet  objet. 

Gomme  nous  Tavons  dit  ci-dessus^  la  théorie  des  polaires  réciproques^ 
ou  plus  généralement^  le  principe  de  dualité^  établit  une  relation  très- 
simple  entre  Tellipsoïde  de  révolution ,  allongé  ou  aplati ,  et  peut  servir  à 
passer  des  propriétés  de  Tun  aux  propriétés  de  l'autre  ;  de  sorte  que  nous 
aurions  pu  déduire  les  théorèmes  précédents  des  propriétés ^  connues  ^  de 
rellipsoïde  allongé.  Mais  ce  n'était  pas  là  notre  but.  Nous  avons  voulu 
donner  une  méthode  qui  servit  à  tirer  directement^  des  propriétés  de  la 
sphère^  les  propriétés  de  l'ellipsoïde  aplati^  de  même  que,  par  la  théorie 
des  figures  homologiques,  on  peut  démontrer  celles  de  l'ellipsoïde  allongé. 
(Foir§§XIXetXXL) 


§  XXIII.  Méthode  propre  pour  toutes  sortes  de  relations  de  longueurs, 


d'aires  et  de  volumes. 


379.  Dans  la  transformation  homographique  d'une  figure,  le  plan  situé 
à  rinfini  peut  être  pris  pour  son  homologue  dans  la  nouvelle  figure. 

Dans  ce  cas,  les  formules  générales,  qui  nous  ont  servi  à  la  construction 
des  figures  bomographiques  [§  XV,  équations  (a)],  se  sont  simplifiées  et  sont 
devenues 

{i) ad  =  i.a'd',    6(/ ==  fx . 6'rf',    rd  =  v.r'd'.    (Éq.  (d), n« 283.) 

Ces  formules  expriment  que  : 

Étant  pris  trois  axes  coordonnés  quelconques  Ox,  Oy,  Oz,  dans  la  pre- 
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mière  figure;  et,  dans  la  seconde,  trois  axes  coordonnés  O'x',  O'y',  O'z',  qui 
soient  précisémefit  les  droites  correspondant  aux  premiers  axes;  si  x,  y,  z 
désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  m  de  la  première  figure, 
rapportée  aux  trois  premiers  axes,  et  x',  y',  z',  les  coordonnées  du  point 
correspondant  de  la  seconde  figure,  rapportée  aux  trois  autres  axes,  on 
aura 

(2) .r=Ax',    y  =  i»-y\    z  =  yz\ 

y^fiyv  étant  trois  constantes. 

Réciproquement^  quand ^  entre  les  points  de  deux  figures  rapportées  à 
deux  systèmes  d'axes  coordonnés  quelconques^  on  a  ces  relations^  ces  deux 
figures  sont  homographiques  y  et  ont  cela  de  particulier^  que  le  plan  situé  à 
Tinfini^  considéré  comme  appartenant  à  Tune  d'elles^  est  lui-même  son 
homologue  dans  Tautre. 

380.  Des  formules  (2)^  nous  déduirions  aisément  toutes  les  propriétés  des 
deux  figures^  et  notamment  celles  sur  lesquelles  vont  reposer  les  applica- 
tions que  nous  allons  faire  de  ce  mode  de  transformation  ;  mais  nous  préfé- 
rons^ pour  ne  point  nous  écarter  de  la  voie  purement  géométrique  que  nous 
avons  suivie  jusqu'ici^  déduire  ces  propriétés^  particulières  aux  deux  figures^ 
de  la  théorie  générale  des  figures  homographiques. 

381.  Soient  donc  deux  figures  homographiques  telles  ^  que  le  plan  situé  à 
TinGni  dans  la  première  soit  lui-même  son  homologue  dans  la  seconde.  Les 
propriétés  caractéristiques  des  deux  figures  sont^  sous  le  rapport  des  rela- 
tions descriptives,  que,  à  deux  droites  parallèles  dans  l'une,  correspofidefit 
deux  droites  parallèles  dans  P autre;  et,  conséquemment,  à  deux  plans  paral- 
lèles dans  l'une,  corresponde^it  deux  plans  parallèles  dans  t autre;  cela  est 
évident ; 

Et,  sous  le  rapport  des  relations  métriques,  que  deux  droites  homologues 
sont  divisées  en  parties  prpportionnelles  par  des  points  hofnologues;  c'est-à- 
dire  que  a,  6,  c,  of ,...«  étant  des  points  de  la  première  figure^  situés  en  ligne 
droite,  et  a',  6',  &,d^, les  points  correspondants,  de  la  seconde  figure, 


MEMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE.  8i3 

les  segments  ab,  cd^....  sont  proportionnels  aux  segments  a'b'y&d'y  ....  En 
effet  ^  on  a 

6a    da      b'a'    d'à' 


bc    de      b'c'    d'c' 

Supposons  le  point  d  à  Tinfini  :  le  point  d*  sera  aussi  à  riufini;  et  Téquatiou 
deviendra 

ba  _  b'a' 

Ainsi  les  segments  ab^  bc  sont  proportionnels  aux  segments  a^b',  b'&. 

382.  Il  suit  de  là  que^  quand  une  droite  de  la  première  figure  est  divisée 
en  parties  égales^  la  droite  homologue^  dans  la  seconde  figure^  est  aussi  divisée 
en  parties  égales  par  les  points  correspondant  aux  points  de  division  de  la 
première  droite. 

383.  Les  deux  sortes  de  relations^  descriptives  ou  métriques^  que  nous 
venons  de  reconnaître  à  nos  fîgures  homographiques^  donnent  lieu  à  trois 
propriétés  principales  de  ces  figures;  propriétés  sur  lesquelles  reposent  les 
applications  auxquelles  ce  mode  de  déformation  est  propre. 

Ces  trois  propriétés  sont  les  suivantes  : 

1**  Le  rapport  de  deux  segments,  pris  sur  deux  droites  jmrallèles  quel- 
conques ^  dans  la  première  figure,  est  égal  au  rapport  des  deux  segments 
correspondants,  dans  la  seconde  figure. 

2°  Le  rapport  des  aires  de  deux  polygones  plam  quelconques,  situés  dans 
deux  plans  parallèles,  appartetiant  à  la  première  figure,  est  égal  au  rapport 
des  aires  des  deux  polygones  correspondants,  dans  la  seconde  figure. 

3^  Les  volumes  de  deux  parties  correspondantes  des  deux  figures  sont 
dans  un  rapport  constant. 

384.  Nous  allons  démontrer  successivement  ces  trois  propositions. 
Soient  ab,  cd  deux  lignes  parallèles  dans  la  première  figure  ^  el  a'b^,  cUV 

les  deux  lignes  correspondantes^  de  la  seconde  figure.  Il  faut  prouver  que 

a6  _  a'b' 
cd'^Vd' 

1(K5 
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Les  deux  lignes  ac^  bd  se  coupent  en  un  pointe^  et  Ton  a 

ab       ea 
cd       ec 

Pareillement^  les  lignes  a'e',  6'rf'  se  coupent  en  un  point  e';  et  Ton  a, 
parce  que  les  lignes  a'6'^  &d'  sont  parallèles^ 


a'b'       e'a 


'— » 


cd'       e'c' 

Or, 


ea      e'a* 

»     #  » 

ce      c  c 


(381) 


donc  les  premiers  membres  des  deux  équations  sont  égaux;  c'est-à-dire 
que 

ab       a'b' 

385.  Soient  deux  aires  planes  T^  U,  situées  dans  deux  plans  parallèles, 
et  appartenant  à  la  première  figure;  et  soient  T',  U',  les  aires  correspon- 
dantes^ dans  la  seconde  figure;  elles  seront  aussi  dans  deux  plans  parallèles 
entre  eux. 

Quelles  que  soient  les  formes  des  deux  polygones  T,U,  on  peut  les  décom- 
poser chacun  en  un  certain  nombre  de  petits  parallélogrammes^  tous  égaux 
entre  eux,  et  ayant  leurs  côtés  parallèles  à  deux  axes  fixes.  T  contiendra  m 
de  ces  parallélogrammes^  et  U  en  contiendra  n.  Le  rapport  des  aires  des  deux 
polygones  sera  ^.  Tous  ces  petits  parallélogrammes  auront  pour  correspon- 
dants, dans  la  seconde  figure,  d'autres  parallélogrammes,  et  ceux-ci  seront 
aussi  égaux  entre  eux  (382);  de  sorte  que  les  deux  polygones  T',  U'  seront 
divisés  en  autant  de  parallélogrammes,  respectivement,  que  T,  U;  par 
conséquent  le  rapport  de  leurs  aires  sera  aussi  ^.  Il  sera  donc  égal  au 
rapport  des  aires  des  deux  premiers  polygones. 
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386.  II  nous  reste  à  démontrer  la  troisième  proposition  :  deux  parties 
correspondantes  des  deux  figures  homographiques  ont  leurs  volumes  dans 
un  rapport  constant. 

Soient  V,  V  les  volumes  de  deux  polyèdres  correspondants  :  il  faut 
démontrer  que  le  rapport  ^  est  constant,  quels  que  soient  les  deux  polyè- 
dres, c'est-à-dire  que,  v  et  v'  étant  les  volumes  de  deux  autres  polyèdres  cor- 
respondants, on  aura 

jy      V 

î/""v^' 

En  effet,  que  l'on  divise  chacun  des  deux  corps  V,  v  en  un  certain 
nombre  de  petits  rhomboïdes  égaux  entre  eux,  en  menant  trois  séries  de 
plans  parallèles,  dont  les  plans  de  chaque  série  soient  également  éloignés 
entre  eux;  supposons  que  les  deux  corps  contiennent,  le  premier  m  rhom- 
boïdes, et  le  second  n;  le  rapport  de  leurs  volumes  sera  ^* 

Les  deux  corps  correspondants  V,  r',  dans  la  seconde  figure,  seront 
divisés  aussi  en  m  et  n  rhomboïdes,  différents  des  premiers,  mais  qui  seront 
aussi  égaux  entre  eux.  De  sorte  que  le  rapport  des  volumes  de  ces  deux 
corps  sera  ~ .  II  est  donc  égal  au  rapport  des  volumes  des  deux  premiers 
corps.  C.  Q.  F.  P. 

387.  Les  trois  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  serviront  pour 
faire  la  transformation  des  relations  de  distances,  d'aires  et  de  volumes,  d'une 
figure. 

La  transformation  des  relations  de  volumes  se  fera  immédiatement, 
puisque  les  volumes  des  différentes  parties  de  la  nouvelle  figure  sont  pro- 
portionnels aux  volumes  des  parties  correspondantes  de  la  figure  pro- 
posée. 

388.  Pour  opérer  la  transformation  des  relations  de  distances  et  des  rela- 
tions de  surfaces,  concevons  qu'une  sphère  fasse  partie  de  la  figure  proposée. 
Il  lui  correspondra,  dans  la  nouvelle  figure,  un  ellipsoïde. 

Soient  une  ligne  quelconque  ÂB  de  la  figure  proposée,  et  R  le  rayon 
qui  lui  est  parallèle.  Il  y  aura,  dans  la  nouvelle  figure,  une  ligne  A^B'  et 
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un  demi-dramètre  D'  de  Tellipsoïde,  parallèle  au  rayon  R,et  Ton  aura 

AB       A'B' 

d'où 

„       A'B 
AB  =  — .R. 

Donc  : 

Pour  faire  la  transformation  dune  relation  entre  certaines  lignes  d'une 
figure  proposée,  il  suffit  de  remplucer,  dans  cette  relation,  ces  lignes  par 
les  lignes  correspondait  tes  de  la  figure  homographique ,  divisées ,  respective^ 
ment,  par  les  demi-diamètres  d'un  ellipsoïde  quelconque,  qui  leur  seront 
parallèles,  et  multipliées  par  une  constante. 

Si  la  relation  proposée  est  homogène ^  on  prendra  cette  constante  égale  à 
Tunité. 

389.  Pour  les  relations  d'aires^  concevons  toujours  une  sphère  faisant 
partie  de  la  figure  proposée.  Soient  S  une  aire  plane,  et  2  la  surface  du  carré 
construit  sur  deux  rayons  rectangulaires  de  la  sphère,  compris  dans  un 
plan  diamétral  parallèle  au  plan  de  Faire  S.  Il  y  aura,  dans  la  seconde  figure, 
une  aire  plane  S'  et  la  surface  2'  du  parallélogramme  construit  sur  deux 
demi-diamètres  conjugués  de  Fellipsoïde  correspondant  à  la  sphère,  ces  demi- 
diamètres  étant  compris  dans  le  plan  diamétral  parallèle  au  plan  de  Taire  S^; 
f'i  Ton  aura 

s      S' 

-=7; r>83) 

d'oii 

S' 
8  =  — .  :i. 

2' 

£  (»st  une  constante,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  de  Taire  S. 
Oinnéq uemment  : 

Pour  faire  la  transformation  d'une  relation  entre  des  aires  planes  d'une 
figura,  il  suffit  de  substituer,  dans  cette  relation,  à  ces  aires,  les  aires  cor- 
rttêpoiidantes  de  la  figure  homographique,  divisées  respectivement  par  les 
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surfaces  des  parallélogrammes  constfniits  sur  deux  demi-diamètres  conju- 
gués d'un  certain  ellipsoïde^  compris  dans  les  plans  parallèles  à  ceux  de 
ces  aires,  et  multipliées  par  une  constante. 

Si  la  relation  proposée  est  homogène^  on  prendra  cette  constante  égale  à 
Tunité. 

390.  Enfin,  nous  pouvons  énoncer  tout  de  suite  cette  troisième  règle  : 
Pour  faire  la  transformation  d'une  relation  entre  les  volumes  de  diff^é- 

rentes  parties  d' mie  figure,  il  suffit  de  substituer  à  ces  volumes,  dans  cette 
relation ,  les  volumes  des  parties  correspondantes  de  la  seconde  figure,  mul- 
tipliés respectivennent  par  une  comtante. 

Si  la  relation  proposée  est  homogène,  on  prendra  cette  constante  égale  à 
Tunité. 

391.  On  voit  que  ces  principes  de  transformation  introduiront  générale- 
ment, dans  la  nouvelle  figure,  la  considération  d'un  ellipsoïde. 

Gela  donne  lieu  aux  observations  suivantes,  dont  l'application  se  présen- 
tera dans  beaucoup  de  questions  : 

1"  Get  ellipsoïde  auxiliaire  est  indéterminé  de  position;  et  généralement 
il  est  indéterminé  de  forme; 

2°  S'il  se  trouve  une  sphère  dans  la  première  figure,  on  doit  prendre 
dans  la  seconde  figure,  pour  Tellipsoïde  auxiliaire,  Tellipsoïde  même  corres- 
pondant à  la  sphère,  ou  du  moins  un  ellipsoïde  homothétique  (semblable  et 
semblablement  placé);  parce  que  deux  corps  homothétiques,  dans  la  première 
figure,  donnent  lieu,  dans  la  nouvelle  figure,  à  deux  corps  qui  sont  aussi 
homothétiques  entre  eux  ; 

3""  Dans  les  théorèmes  qui,  par  leur  nature,  sont  susceptibles  de  l'appli- 
cation du  principe  des  relations  contingentes,  on  pourra  substituer,  à  l'ellip- 
soïde auxiliaire,  une  autre  surface  du  second  degré. 

392.  Nous  allons  faire  diverses  applications  de  ce  mode  de  déformation 
homographique. 

Prenons  d'abord  une  sphère  :  le  principe  de  déformation  donnera  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux;  et  les  propriétés  de  la  sphère  se  convertiront 
immédiatement  en  propriétés  de  Tellipsoïde.  Il  est  évident  qu'au  centre  de 


818  MÉMOIRE  DE  GEOMETRIE. 

la  sphère  correspond  le  centre  de  Tellipsoïde;  et  qu'à  trois  diamètres 
rectangulaires  de  la  sphère  correspondent  trois  diamètres  conjugués  de 
Fellipsoïde. 

393.  Le  cube  construit  sur  trois  rayons  rectangulaires  quelconques  a  tou- 
jours le  même  volume;  donc 

Le  rhomboïde  construit  sur  trois  demi-diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde a  toujours  le  même  volume,  quel  que  soit  le  système  de  ces  trois  dia- 
mètres. 

Soient  a^byC  les  trois  demi-diamètres  principaux  de  Fellipsoïde  :  le  volume 
du  rhomboïde  construit  sur  trois  autres  demi-diamètres  conjugués  sera  tou- 
jours égal  à  abc. 

394.  Le  volume  de  la  sphère  est  égal  au  cube  construit  sur  le  rayon  ^ 
multiplié  par  I  tt;  donc 

Le  volume  de  P ellipsoïde  est  égal  au  volume  du  rhomboïde  construit 
sur  trois  demi-diamètres  conjugués,  multiplié  par  |  tt,  c  est-à-dire  égal  à 
\  TT  abc. 

395.  Quand  deux  sphères  sont  concentriques^  les  plans  tangents  à  la 
plus  petite  retranchent  de  la  plus  grande  des  segments  égaux;  donc  : 

Quand  deux  ellipsoïdes  sont  concentriques  et  homothétiques ,  les  plans 
tangents  au  plus  petit  retranchent,  du  plus  grand,  des  segments  équivalents. 

Les  secteurs  correspondant  à  ces  segments  sont  aussi  équivalents. 

Les  cônes  circonscrits  à  Tellipsoïde,  suivant  les  bases  des  segments^  ont 
donc  des  volumes  égaux. 

396.  Prenons  ce  beau  théorème  d'Archimède  :  Un  segment  de  sphère 
est  au  cône  qui  a  même  base  et  même  hauteur,  comme  le  rayon  de  la  sphère^ 
plus  la  hauteur  de  Fautre  segment^  est  à  la  hauteur  de  cet  autre  segment. 
[De  la  sphère  et  du  cylindre;  livre  II,  proposition  3.) 

On  en  conclut  immédiatement  cet  autre  théorème,  démontré  aussi  par 
Archimède,  pour  Tellipsoïde  de  révolution  seulement  (Des  sphéroïdes  et  des 
conoïdes,  proposition  32)  : 

Un  segment  d'ellipsoïde  quelconque  est  au  cône  qui  a  même  base  et 
mé^ne  sommet,  comme  la  moitié  du  diamètre  qui  aboutit  à  ce  sommet,  plus 


MÉMOIRE  DE  GEOMETRIE.  819 

la  partie  de  ce  diamètre^  non  comprise  dam  le  segment ,  est  à  cette  même 
partie. 

Nous  appelons  sommet  du  segment  Textrémité  du  demi-diamètre  qui 
passe  par  le  centre  de  la  base  du  segment 

397.  La  surface  de  la  sphère  est  égale  à  quatre  fois  celle  d'un  grand 
cercle;  donc 

Si  l'on  considère  un  ellipsoïde  comme  un  polyèdre  d'une  infinité  de  faces 
infiniment  petites,  l'intégrale  double  qui  donnera  la  somme  de  toutes  ces 
faces,  divisées  respectivement  par  les  aires  des  sections  faites ,  dans  l' ellip- 
soïde, par  des  plans  diamétraux  parallèles  à  ces  faces,  sera  égale  à  4. 

398.  Soient  une  sphère  et  deux  plans  fixes  menés  par  son  centra.  Si^ 
autour  de  ce  point ^  on  fait  tourner  un  troisième  plan^  de  manière  que  la 
somme  des  angles  dièdres  qu'il  fait  avec  les  deux  plans  fixes ^  soit  con- 
stante, ce  plan  enveloppera  un  cône  du  second  degré;  et  le  produit  des 
sinus  des  angles  que  chaque  arête  de  ce  cône  fait,  avec  les  deux  plans  fixes, 
sera  constant  *. 

L'aire  du  triangle  sphérique  déterminé,  sur  la  sphère,  par  les  deux  plans 
fixes  et  par  le  plan  mobile  est  constante ,  puisque  la  somme  des  trois  angles 
de  ce  triangle  sera  toujours  la  même;  conséquemment  le  volume  de  la 
pyramide  sphérique,  comprise  sous  ces  trois  plans,  est  aussi  constant.  Le 
cône  percera  la  sphère  suivant  une  conique  sphérique.  Le  produit  des 
distances  de  chaque  point  de  cette  courbe,  aux  deux  plans  fixes,  est 
constant;  ce  qui  prouve  que  cette  courbe  est  sur  un  cylindre  hyperbo- 
lique, dont  les  deux  plans  fixes  sont  les  plans  asymptotes.  On  conclut  de  la 
que  : 

Etant  donnés  un  ellipsoïde  et  deux  plans  fixes  menés  par  son  centre;  si, 
autour  de  ce  point,  on  fait  tourner  un  troisième  plan ,  de  manière  que  la 
portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dam  l'angle  trièdre  formé  par  ces  trois 
plans  ait  son  volume  comtant,  le  plan  mobile  enveloppera  un  cône  du  second 
degré;  et  la  courbe  d^ intersection  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  par  ce  cône 

*  J'ai  démontré  ces  deux  propositions  dans  mon  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des 
c&nes  du  second  degré^  art.  34  et  â6. 
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sera  située  sur  un  cylindre  hyperbolique,  dont  les  plans  asymptotes  setwit 
les  deux  plans  fixes. 

399.  Si^  par  un  point  fixe  S  ^  on  mène  une  transversale  qui  rencontre  une 
sphère  en  deux  points  a,  a' y  on  aura 

So .  Sa'  =  const. 

Donc 

Si,  par  un  point  fixe  S,  on  mène  une  t7'ansvef*sale  qui  rencontre  un  ellip- 
soïde en  deux  points  a,  a',  on  aura 

Sa.  Sa 
^,     =  const.;  • 

D  étant  le  demi-diamètre  de  l'ellipsoïde,  parallèle  à  la  transversale. 

400.  Si^  par  un  point  fixe^  on  mène  des  droites  aux  extrémités  a,  b  d'un 
diamètre  quelconque  de  la  sphère,  on  aura 

a       — a 

Sa  -4-  S6  =  const. 

Donc 

5/^  d'un  point  fixe ,  on  mène  des  droites  aux  extrémités  d'un  diamètre 
quelconque  d'un  ellipsoïde ,  la  somme  de  leurs  carrés,  divisés  respective- 
ment par  les  carrés  des  demi-diamètres  parallèles  à  ces  droites,  est  con- 
stante. 

Ainsi  Ton  a 


-T  H =  const. 

D*       D* 


Par  le  théorème  précédent  : 


Sa .  Sa'                               S6 .  Sb' 
: —  =  const.  =  > ,      =  X. 

On  conclut  de  là 

Sa        Sb 
-^-=const. 


C'est  le  théorème  du  numéro  343  (§  XX). 
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401.  La  somme  des  carrés  des  droites  menées,  des  extrémités  d'un  dia- 
mètre, à  un  point  quelconque  de  la  sphère,  est  constante  et  égale  au  carré  de 
ce  diamètre  ;  donc 

La  somme  des  carrés  des  droites  menées,  des  extrémités  d'un  diamètre 
de  l'ellipsoïde,  à  un  point  quelconque  de  celte  surface,  divisés  respective- 
ment  par  tes  carrés  des  diamètres  parallèles  à  ces  droites,  est  constante  et 
égale  à  l'unité. 

Ainsi  soient  A,  B  les  extrémités  d'un  diamètre  de  Tellipsoïde,  et  m  un 
autre  point  quelconque  de  cette  surface;  soient  D,  D^  les  diamètres  paral- 
lèles aux  deux  droites  mA,  mB;  on  aura 

i  « 

mA       mB 

402.  Si,  sur  un  diamètre  d'une  sphère  et  sur  son  prolongement,  on 
prend  deux  points,  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  extrémités  du 
diamètre,  le  rapport  des  distances  de  ces  deux  points,  à  un  point  quelconque 
de  la  sphère,  sera  constant;  donc 

Si,  sur  un  diamètre  d'un  ellipsoïde,  on  prend  deux  points,  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  extrémités  de  ce  diamètre  ;  les  distances  de  chaque 
point  de  F  ellipsoïde  à  ces  deux  points,  divisées  respectivement  par  les  demi- 
diamètres  parallèles  aux  droites  sur  lesquelles  se  mesurent  ces  distances , 
ont  un  rapport  constant. 

403.  Si  Ton  a  un  système  de  points  dans  Tespace,  et  leur  centre  des 
moyennes  distances;  puis  que,  de  ce  point,  comme  centre,  on  décrive  une 
sphère;  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  quelconque  de  cette 
sphère,  à  tous  les  points  du  système,  sera  constante;  donc 

Si  Von  a  un  système  de  points  dans  l'espace,  et  un  ellipsoïde  qui  ait  son 
centre  de  figure  au  centre  des  moyennes  distances  de  tous  ces  points;  la 
somme  des  carrés  des  droites  menées,  d'un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde,  à 
tous  les  points,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  demi-diamètres 
parallèles  à  ces  droites,  sera  constante. 
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404.  Soient  un  cercle  y  et  deux  axes  coordonnés  rectangulaires^  menés  par 
son  centre.  Qu'on  mène  deux  rayons  quelconques  rectangulaires  :  soient  ;r',  y' 
les  coordonnées  de  Textrémité  du  premier,  et  a?",  y"  les  coordonnées  de 
l'extrémité  du  second.  On  aura,  évidemment, 

Faisons  la  déformation  homographique  :  nous  aurons  une  ellipse,  deux 
axes  coordonnés  Ox^Oy^  dirigés  suivant  deux  diamètres  conjugués,  puis  deux 
autres  diamètres  conjugués.  On  en  conclut  ce  théorème  :  . 

L équation  d'une  ellipse,  rapportée  à  deux  axes  conjugués,  étant 


X*  X* 


1"^  M^^' 

ar       0 

si  l'on  représente  par  x',  y',  x",  y"  les  coordonnées  des  extrémités  de 
deux  demi-diamètres  conjugués  quelconques,  on  aura 

a  b 

0  a 

Ces  relations  entre  les  coordonnées  des  extrémités  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  sont  très-simples,  et  peuvent  servir  à  démontrer  rapidement  les 
diverses  propriétés,  connues,  de  ces  diamètres.  Elles  pourraient  être  intro- 
duites avec  avantage  dans  la  théorie  analytique  des  sections  coniques,  où  on 
les  démontrerait  directement. 

405.  Que  Ton  prenne  le  théorème  de  Cotes,  et  qu'on  le  transporte  à  l'el- 
lipse, en  observant  qu'à  des  secteurs  égaux  dans  le  cercle,  correspondront 
des  secteurs  équivalents  dans  l'ellipse;  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  mène  dans  F  ellipse  2n  demi-diam.ètres ,  qui  divisent  sa  surface 
en  2n  secteurs  équivalents,  et  qu'on  appelle  mo,  m,,  m^y...  les  points  de  di^ 
vision  consécutifs;  que,  d\in  point  0,  pris  à  volonté  sur  le  demi-diamètre 
Cmo,  ou  sur  son  prolongement,  on  mène  des  droites  à  tous  les  points  de 
division  : 
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1®  Zc  produit  des  droites  menées  à  tous  les  points  de  division  de  rang 
pair,  divisé  par  le  produit  des  demi-diamètres  parallèles  à  ces  droites,  sera 
égal  à 

co 


CfWf 


2*"  Le  produit  de  toutes  les  droites  menées  aux  points  de  division  de  rang 
impair^  divisé  par  le  produit  des  demi-diamètres  parallèles  à  ces  droites , 
sera  égal  à 

M 

CO 


-4-1. 


C?/lo 


Nous  pourrions  dire  que  les  points  de  division  m^^y  m^,  ....  sont  pris  do 
manière  que  Tintégrdle  de  Télénient  de  Tare  d'ellipse^  divisé  par  le  demi- 
diamètre  parallèle  à  la  direction  de  cet  élément^  a  la  môme  valeur  entre  deux 
points  de  division  consécutifs  quelconques. 

On  pourrait  généraliser  de  même  le  théorème  de  Moivre. 


§  XXIV.  Suite  du  précédent.  —  Démonstration  géométrique  des  diverses 

PROPRIÉTÉS  des  diamètres  CONJUGUÉS  d'uNE  SURFACE  DU  SECOND  DEGRÉ. 

406.  Soient  trois  rayons  rectangulaires  r,  r',  r"  d'une  sphère,  et  trois 
autres  rayons  rectangulaires  p,  /o',  p";  le  sinus  de  Tangle  que  le  rayon  /o" 
fait  avec  le  plan  des  deux  rayons  r,  r\  est  égal  au  sinus  de  Tangle  que  le 
rayon  r"  fait  avec  le  plan  des  deux  rayons  p,  p'  ;  donc  le  rhomboïde  con- 
struit sur  les  trois  rayons  r,  r',  /o"  a  le  même  volume  que  le  rhomboïde 
construit  sur  les  trois  rayons  r",  p,  p\  On  conclut  de  là  que  : 

Quand  on  a  deux  systèmes  de  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface 
du  second  degré,  le  rhomboïde  construit  sur  deux  diamètres  du  premier  sys- 
tème et  un  diamètre  du  second,  est  égal  au  volume  du  rhomboïde  construit 
sur  les  trois  autres  diamètres. 

Nous  avons  déjà  démontré  (393)  que  le  rhomboïde  construit  sur  trois 
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diaiiièlres  conjugués  quelconques  a  toujours  le  même  volume;  on  peut  donc 
dire  que  : 

Étant  donnés  deux  systèmes  quelconques  de  trois  diamètres  conjugués,  le 
rhomboïde  construit  sur  trois  quelconques  d'entre  eux  a  le  même  volume 
que  le  rhomboïde  construit  suj^  les  trois  autres. 

407.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  les  trois  rayons  r, 
r\  r^'  font  avec  le  rayon  py  est  égale  à  Tunité;  donc  la  somme  des  carrés 
des  projections  orthogonales  des  trois  rayons  r,  r',  r",  sur  le  rayon  /o,  est 
constante  ;  quel  que  soit  le  système  des  trois  rayons  rectangulaires  r,  r',  r''  ; 
on  en  conclut  que  : 

Si  l'on  projette  trois  diamètres  conjugués,  d'une  surface  du  second  degré, 
sur  un  axe  fixe,  par  des  plans  parallèles  au  plan  conjugué  à  cet  axe;  la 
somme  des  carrés  des  projections  sera  constante,  quel  que  soit  le  système 
des  trois  diamètres  conjugués. 

408.  Si  Ton  mène  une  droite  perpendiculaire  aux  plans  projetants^  la 
projection  orthogonale  d'un  diamètre,  sur  cette  droite,  sera  égale  à  sa  pro* 
jection  sur  le  diamètre  fixe ,  multipliée  par  le  cosinus  de  Tangle  que  ce  dia- 
mètre fait  avec  la  droite;  on  en  conclut  que  : 

La  somme  des  carrés  des  projections  orthogonales  de  trois  diamètres  con-- 
jugués,  sur  une  droite  fixe,  est  constante  ^  quel  que  soit  le  système  des  trois 
diamètres  conjugués. 

409.  Si  Ton  fait  les  projections  sur  trois  droites  rectangulaires,  et  qu'on 
fasse  la  somme  de  leurs  carrés,  on  aura  pour  résultat,  que  : 

La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  est  constante. 

410.  Appliquant  à  ce  théorème  le  principe  du  numéro  388,  on  le  géné- 
ralise de  cette  manière  : 

Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  quelconques,  la  somme  des  carrés  de  trois 
diamètres  conjugués  du  premier,  divisés  par  les  carrés  des  diamètres  du 
second,  qui  leur  sont  parallèles  respectivement,  est  constante. 

411.  Et  si  la  première  surface  est  une  sphère,  on  en  conclut  que  : 

La  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  trois  diamètres  rectangu- 
laires d'un  ellipsoïde  est  constante. 
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41 3.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées,  des  (extrémités 
de  trois  rayons  rectangulaires  de  la  splière,  sur  un  diamètre  fixe,  est  coq- 
stante^  donc 

Sif  des  extrémités  de  trois  demi-diamètres  conjugués  quelconques  d'un 
eUipsoïde,  on  abaisse,  sur  un  diamètre  fixe,  des  obliques  parallèles  au  plan 
conjugué  à  ce  diamètre;  la  somme  des  carrés  de  ces  obliques ,  divisés  res- 
pectivement par  les  carrés  des  demi-diamètres  qui  leur  sont  parallèles,  sera 
constante. 

4i3.  Soient  les  trois  rayons  rectangulaires  r,  r',  r";  la  somme  des 
carrés  des  cosinus  des  angles  que  les  trois  plans  qu'ils  déterminent  deux 
à  deux  font  avec  un  plan  donné,  est  égale  à  Tunité;  on  en  conclut  que 
la  somme  des  carrés  des  projections  orthogonales  des  parallélogrammes 
construits  sur  ces  rayons  deux  à  deux,  sur  le  plan  donné,  est  constante; 
donc 

Un  rhomboïde  étant  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde, si  l'on  projette  ses  faces  sur  un  plan  fixe,  par  des  droites  paraUètes 
au  diamètre  conjugue  à  ce  plan  ;  la  somme  des  carrés  des  projections  sera 
çonstifnte,  quel  que  soit  le  système  des  trois  diamètres  conjugués. 

414.  Si  l'on  mène  un  plan  perpendiculaire  aux  droites  projetantes,  on 
aura  les  projections  orthogonales  des  faces  du  rhomboïde  sur  ce  plan;  elles 
seront  égales  aux  projections  sur  le  premier  plan,  multipliées  par  le  cosinus 
de  l'angle  des  deux  plans;  d'où  il  suit  que  : 

Les  faces  du  rkondmde  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  quel- 
conques, d'un  ellipsoïde,  étant  projetées  orthogotialemetit  sur  un  plan  fixe;  la 
somme  des  carrés  de  leurs  projections  est  constante,  quel  que  soit  le  système 
des  trois  diamètres  conjugués. 

415.  Faisant  les  projections  sur  trois  plans  rectangulaires,  et  ajoutant 
leurs  carrés,  on  en  conclut  que  : 

La  somme  des  carrés  des  faces  du  rhomboïde  construit  sur  trots  diamètres 
conjugués  est  constante. 

416.  Substituant,  dans  ce  théorème,  au  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués,  Paire  de  ta  seclion  faite,  dans  l'ellipsoifde,  par  le 
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plan  de  ces  deux  diamètres^  et  appliquant  au  théorème  le  principe  de  trans- 
formation du  numéro  389,  on  a  le  suivant  : 

Etant  donnés  deux  ellipsoïdes  concentriques;  la  somme  des  carrés  des 
aires  des  sections  faites,  dans  le  premier,  par  trois  plans  conjugués,  divisés 
respectivement  par  les  carrés  des  aires  des  sections  faites,  par  les  mêmes 
plans,  dans  le  second  ellipsoïde ^  est  constante. 

417.  Si  la  première  surface  est  une  sphère,  il  s'ensuit  que  : 

Dans  un  ellipsoïde,  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  sec^ 
lions  faites  par  trois  plans  rectangulaires,  est  constante. 

Pour  appliquer  ce  théorème  et  le  précédent  aux  hyperboloïdes,  on  substi- 
tuera, aux  aires  des  sections  diamétrales,  les  aires  des  rhombes  construits  sur 
deux  diamètres  conjugués,  compris  dans  les  plans  de  ces  sections. 

4i8.  On  voit,  par  les  théorèmes  précédents,  que  les  propriétés  des  faces 
des  rhomboïdes  construits  sur  trois  diamètres  conjugués,  sont  analogues  aux 
propriétés  relatives  aux  longueurs  de  ces  diamètres.  Et,  en  effet,  les  unes 
se  peuvent  déduire  des  autres  facilement,  au  moyen  du  théorème  suivant  : 

Si,  par  le  centre  d'une  surface  du  second  degré,  on  élève,  sur  chaque  plan 
diamétral,  une  perpendiculaire  proportionnelle  à  l'aire  du  parallélogramme 
construit  sur  deux  diamètres  conjugués,  compris  dans  ce  plan  ;  F  extrémité  de 
cette  perpendiculaire  sera  sur  une  seconde  surface  du  second  degré. 

Soient  Oa,  06,  les  deux  demi-diamètres  conjugués  pris  dans  le  plan  dia- 
métral, et  Oy  la  perpendiculaire  élevée  sur  leur  plan,  laquelle  est  égale  à 
Faire  du  parallélogramme  construit  sur  Oa  et  06.  Concevons  le  demî-dia- 
mètre  Oc  qui  forme,  avec  les  deux  premiers,  un  système  de  trois  demi-dia- 
mètres conjugués;  menons  le  plan  tangent  à  la  surface,  au  point  c,  et  la 
perpendiculaire  Op  sur  ce  plan.  Cette  perpendiculaire  sera  en  raison  inverse 
de  Taire  du  parallélogramme  construit  sur  Oa  et  06,  d'après  le  théo- 
rème (393).  Donc  Oy  est  en  raison  inverse  de  Op.  Donc  le  point  y  appartient 
à  la  surface  polaire  réciproque  de  la  proposée,  prise  par  rapport  à  une 
sphère  auxiliaire  concentrique.  Cette  surface  polaire  est  du  second  degré; 
le  théorème  est  donc  démontré. 

419.   Reprenons  une  sphère,  et  soient  r,  r',  r"  trois  rayons  rectan- 
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gulaires;  menons  un  diamètre  fixe  p.  Le  plan  tangent  à  Textrémité  du 
rayon  r  rencontre  le  diamètre  p  en  un  point  dont  la  distance  au  centre 
de  la  sphère  a  sa  valeur  inverse  égale  au  cosinus  de  Tangle  que  le  rayon  r 
fait  avec  le  diamètre  p  :  donc  les  plans  tangents  aux  extrémités  des  trois 
rayons  r,  r',  r"  font,  sur  le  diamètre  /o,  trois  segments  dont  les  valeurs 
inverses  ont  la  somme  de  leurs  carrés  constante.  Ainsi 

Les  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  aux  extrémités  de  trois 
demi-diamètres  conjugués,  rencontrent  un  diamètre  fixe  en  trois  points,  dont 
les  distances  au  centre  de  la  surface  ont  la  somme  des  carrés  de  leurs 
valews  inverses  constante. 

420.  Soient  les  trois  rayons  rectangulaires  r,  r\  r",  et  un  plan  fixe  P. 
Projetons  sur  ce  plan,  par  des  droites  parallèles  au  rayon  r",  le  parallé- 
logramme construit  sur  les  deux  premiers  rayons  r,  r'  :  la  projection 
sera  égale  à  ce  parallélogramme,  divisé  par  le  cosinus  de  Fangle  que  son 
plan  fait  avec  le  plan  P;  donc  la  valeur  inverse  de  cette  projection  sera 
égale  à  la  valeur  inverse  du  parallélogramme,  multipliée  par  le  cosinus. 
Si  Ton  projette  de  même ,  sur  le  plan  P,  les  deux  autres  parallélogrammes 
construits,  Tun  sur  r  et  r",  Fautre  sur  r',  r",  on  ^ura  trois  projections 
dont  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  sera  égale  à  une  constante. 
On  en  conclut,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  une  propriété  que  nous 
pouvons  énoncer  ainsi  : 

Les  faces  du  rhomboïde  construit  sur  trois  demi^iamètres  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré,  rencontrent  un  plan  fixe  suivant  six  droites 
qui  sont  parallèles  deux  à  deux,  et  qui,  prises  quatre  à  quatre,  déterminait 
trois  parallélogrammes;  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  ces 
trois  parallélogrammes  a  une  valeur  constante,  quel  que  soit  le  système  des 
trois  diamètres  conjugués. 

On  peut  exprimer  ce  théorème  de  cette  manière  : 

Un  rhomboïde  étant  construit  sur  trois  demi-diamètres  conjuguées  quel- 
conques  d'une  surface  du  second  degré  ;  si  ton  projette  chacune  de  ses  faces 
sur  un  plan  fixe,  par  des  droites  parallèles  au  diamètre  conjugué  au  plan 
de  la  face  projetée;  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  projec* 
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tiom  sera  constante^  quel  que  soit  le  système  des  trois  demi-diamètres  con- 
jugues. 

421.  Si^  d'un  point  de  Tespace^  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  trois 
plans  rectangulaires  quelconques^  menés  par  un  point  fixe^  la  somme  des 
carrés  de  ces  perpendiculaires  sera  constante^  et  égale  au  carré  de  la 
distance  des  deux  points;  donc 

Si,  d'un  point  m  de  l'espace,  on  abaisse,  sur  trois  plans  diamétraux  con- 
jugues quelconques  d'un  ellipsoïde ,  trois  obliques  parallèles  respectivement 
aux  trois  diamètres  conjugués  à  ces  plans  ;  la  somme  des  carrés  de  ces  obli- 
ques y  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  demi-diamètres  qui  leur 
sont  jmraUèles,  sera  constante,  et  égale  au  carré  de  la  droite  menée  du 
point  m  au  centre  de  l'ellipsoïde,  divisé  par  le  carré  du  demi-diamètre  conn- 
pris  sur  cette  droite. 

Ainsi  soient  a,  b,  c  trois  demi -diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde; 
prenons  leurs  directions  pour  celles  de  trois  axes  coordonnés  Oa?,  Oy,  Oz; 
et  soient  x^y^z  les  coordonnées  d'un  point  m  de  l'espace;  soit  Orf  le  demi- 
diamètre  de  la  surface^  compris  sur  la  droite  Om.  On  aura  l'équation 

x'       y'      J3*       Ôm 
~  H-  —  -4-  --= ' 

quel  que  soit  le  système  des  trois  demi-diamètres  conjugués  a,  by  c. 
Cette  équation  fait  voir  que  la  quantité 


X*        V*       V* 

h  — -4-  ~ 

a'       fe«        c« 


est  plus  grande  ou  plus  petite  que  l'unité^  suivant  que  le  point  m  est  pris 
au  dehors  ou  au  dedans  de  Tellipsoïde;  et  qu'elle  est  égale  à  l'unité^  quand 
le  point  m  est  pris  sur  la  surface;  c'est-à-dire  que  l'équation 


x«       y,       2* 

— k-  - — I —  =  1 
a«       6*       c' 


appartient  à  tous  les  points  de  la  surface. 
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422.  Soient  deux  droites  fixes  menées  par  le  centre  de  la  sphère  :  la 
somme  des  produits  des  cosinus  des  angles  qu'elles  font  avec  trois  rayons 
rectangulaires  est  égale  au  cosinus  de  Fangle  qu'elles  font  entre  eUes; 
ainsi  cette  somme  est  constante^  quel  que  soit  le  système  des  trois  rayons 
rectangulaires.  On  conclut  de  là  que  la  somme  des  produits  des  projections 
orthogonales  des  trois  rayons,  sur  les  deux  droites,  est  constante.  Et  si  Ton 
conçoit  deux  plans  diamétraux,  respectivement  perpendiculaires  aux  deux 
droites  fixes,  on  peut  dire  que  la  somme  des  produits  des  perpendiculaires 
abaissées,  des  extrémités  des  trois  rayons  rectangulaires,  sur  les  deux  plans, 
est  constante. 

A  ces  trois  perpendiculaires  correspondront,  dans  la  figure  homogra- 
phique,  les  obliques  abaissées  des  extrémités  de  trois  demi-diamètres,  conju- 
gués à  ces  plans.  Ces  obliques  seront  proportionnelles,  respectivement,  aux 
perpendiculaires  abaissées  des  mêmes  points  sur  les  deux  plans  fixes.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Etant  menés  deux  plans  fixes  par  le  centre  d'un  ellipsoïde;  la  somme 
des  produits  des  perpendiculaires  abaissées,  des  extrémités  de  trois  detni-dia- 
mètres  conjugués,  sur  ces  deux  plans,  sera  constante. 

Si  les  deux  plans  sont  conjugués,  cette  somme  est  égale  a  zéro. 

423.  Si  Ton  conçoit  deux  droites,  respectivement  perpendiculaires  aux 
deux  plans ,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  plans  seront  égales  aux 
projections  orthogonales  des  demi-diamètres  sur  ces  droites;  on  peut  donc 
dire  que  : 

La  somme  des  produits  des  projections  de  trois  demi-diamètres  conjugués, 
sur  deux  droites  fixes ,  est  constante. 

Si  les  deux  droites  se  confondent,  on  aura,  comme  simple  corollaire,  le 
théorème  (408). 

424.  Soient  deux  plans  fixes  et  trois  plans  rectangulaires  quelconques, 
menés  par  le  centre  de  la  sphère  :  la  somme  des  produits  des  cosinus  des 
angles  que  ces  trois  plans  feront  avec  les  deux  plans  fixes  sera  constante 
et  égale  au  cosinus  de  Fangle  des  deux  plans.  Il  s'ensuit  que  si  Ton  conçoit 
trois  rayons  rectangulaires,  la  somme  des  produits  des  projections,  sur  les 

i05 
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deux  plans  ^  des  rhombes  construits  sur  ces  rayons  pris  deux  à  deux^  sera 
constante. 

On  conclut  de  là  un  théorème  semblable^  à  Fégard  des  projections  des 
parallélogramnoes  faits  sur  trois  demi-diamètres  conjugués  pris  deux  à  deux; 
ces  projections  étant  faites  sur  deux  plans  fixes^  par  des  droites  parallèles 
aux  diamètres  conjugués  à  ces  plans;  et  si  Ton  conçoit  deux  autres  plans ^ 
respectivement  perpendiculaires  à  ces  deux  droites^  les  projections  ortho- 
gonales^ sur  ces  plans ^  seront  égales  aux  premières  projections^  multipliées 
par  les  cosinus  des  angles  que  les  premiers  plans  font^  respectivement^ 
avec  les  deux  nouveaux.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

'Un  rhomboïde  étant  construit  sur  trois  demi-diamètres  conjugués  d'un 
ellipsoïde;  si  l'on  projette  orthogonalement  chacune  de  ses  faces  sur  deux 
plans  fixes ,  et  qu'on  fasse  le  produit  de  ces  deux  projectiom  ;  la  smnme  de 
ces  produits  est  constante ,  qu£l  que  soit  le  st/stême  des  trois  demi^diamètres 
conjugués. 

Si  les  deux  plans  se  confondent^  on  a  le  théorème  (414). 

425.  Si^  par  un  point  Gxe^  on  mène  dans  la  sphère  trois  cordes  rectangu- 
laires, la  somme  de  leurs  carrés  sera  constante  (Géométrie  de  position, 
p.  166);  donc 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  dans  un  ellipsoïde  trois  cordes  parallèles  à 
trois  diamètres  conjugués  quelconques;  la  somme  de  leurs  carrés,  divisés 
respective^nent  par  les  carrés  de  ces  diamètres  ;  est  constante. 

Le  point  fixe  peut  être  pris  sur  la  surface  de  Tellipsoïde. 

426.  Si,  par  un  point  pris  dans  Fintérieur  d'une  sphère,  on  mène  trois 
plans  rectangulaires,  la  somme  des  aires  des  trois  sections  est  constante 
(Géométrie  de  position  y  p.  167);  donc 

Si,  par  un  point  fixe,  pris  dans  l'intérieur  d*un  ellipsoïde,  on  mène  trois 
plans  parallèles  à  trois  plans  conjugués  quelconques;  la  somme  des  aires  des 
trois  sections j  divisées  respectivement  par  les  aires  des  sections  diamétrales 
faites  par  les  plans  conjugés,  sera  constante. 
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§  XXV.   Réflexions  sur  la  théorie  des  figures  iiomographiques.  — 
Démonstration  de  quelques-unes  de  leurs  propriétés  générales. 

427.  Nous  n^avons  considéré^  dans  ce  Mémoire^  la  théorie  des  figures 
homographiques  que  comme  méthode  de  transformation^  propre  à  la  démon- 
stration et  à  la  généralisation  des  propositions  de  Géométrie.  Mais  cette 
théorie  est  susceptible  de  développements  d'une  autre  nature.  Deux  Ggures 
homographiques,  situées  d'une  manière  quelconque  dans  Tespace,  donnent 
lieu  à  un  ensemble  de  propositions  assez  nombreuses,  qui  appartiennent  à 
la  théorie  propre  de  ces  figures;  et  ces  propositions  pourront,  soit  dans 
leur  généralité,  soit  dans  divers  cas  particuliers,  être  utiles  et  offrir  des 
résultats  intéressants.  Par  exemple^  deux  corps  semblables,  ou  deux 
corps  égaux,  quelles  que  soient  leurs  positions  dans  Fespace,  forment 
un  système  de  deux  figures  homographiques  :  les  propriétés  générales  de 
ces  figures  appartiendront  donc  aux  deux  corps.  La  théorie  des  figures 
homographiques  conduira  ainsi  aux  propriétés  générales  du  déplacement 
fini  quelconque,  ou  du  mouvement  infiniment  petit,  d'un  corps  solide  dans 
l'espace. 

On  voit  donc  que  cette  théorie  mérite  d'être  étudiée  pour  elle-même, 
indépendamment  de  ses  usages  pour  la  transformation  des  figures.  Aussi 
nous  comptons  revenir  sur  cet  objet. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  moment,  à  faire  connaître  seulement  deux 
propriétés  générales  des  figures  homographiques,  qui  trouveront  des  appli- 
cations fréquentes  dans  diverses  recherches  géométriques.  Elles  justifieront 
la  forme  des  énoncés  que  nous  avons  donnés  à  deux  propriétés  des  coniques, 
dans  nos  Notes  XV  et  XVÏ;  et  nous  en  déduirons  une  propriété  particulière 
à  deux  figures  homographiques  planes,  dont  nous  avons  fait  usage  précé- 
demment (§  XVI,  n«  299). 

Ensuite  nous  appliquerons,  dans  le  paragraphe  suivant,  la  théorie  des 
figures  homographiques  à  la  Perspective,  particulièrement  à  une  question 
dont  nous  avons  parlé  au  sujet  de  la  Perspective  de  Stevin  (Note  XVIII)  ; 
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question  dont  ce  savant  Géomètre  hollandais  n'a  résolu  que  des  cas  particu- 
liers^ et  qui  depuis  n'a  jamais  reçu  une  solution  complète. 

428.  Quand  on  prends  dans  deux  figures  homographiques^  trois  droites 
qui  se  correspondent;  aux  points  a,  6,  c,  d,  ....  de  la  première,  correspon- 
dent des  points  a',  6',  c',  d'y  ....  de  la  seconde;  et  quatre  quelconques  des 
premiers  points  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
qui  leur  correspondent. 

Nous  dirons  que  les  deux  droites  sont  divisées  hoinographiquement  par 
les  points  a,  6,  c,  ....  et  a',  6',  c',  .... 

Pareillement,  aux  plans  A,  B,  C,  ....  menés  par  une  droite  de  la  première 
figure,  correspondent  des  plans  A',  B',  C,  ....  passant  par  la  droite  corres- 
pondante de  la  seconde  figure.  Et  le  rapport  anharmonique  de  quatre  quel- 
conques des  plans  A,  B,  C,  ....  est  égal  à  celui  des  quatre  plans  correspon- 
dants. Nous  dirons  que  les  premiers  plans  forment  un  faisceau,  que  les 
plans  correspondants  fornient  un  second  faisceau,  et  que  ces  deux  faisceaux 
de  plans  sont  homographiques.  . 

Si  les  figures  étaient  planes,  au  lieu  de  faisceaux  de  plans,  nous  considé- 
rerions des  faisceaux  de  droites  ;  et  nous  dirions  que  deux  faisceaux  corres- 
pondants sont  homographiques. 

Ainsi ,  en  résumé  : 

Deux  droites  sont  divisées  homographiquement ,  quand  le  rapport  anhar- 
monique de  quatre  points  quelconques  de  la  première  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde; 

Deux  faisceaux  de  droites,  compris  dans  un  même  plan  ou  dans  deux 
plans  difl^érents,  sont  homographiques,  quand  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  droites  quelconques  du  premier  faisceau,  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique des  quatre  droites  correspondantes  du  secoiid  faisceau; 

Et  deux  faisceaux  de  plans  sont  homographiques,  quand  le  rapport  anhar- 
monique de  quatre  plans  quelconques  du  premier  faisceau,  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  plans  correspondants  du  second  faisceau. 

429.  Les  deux  propriétés  générales  du  système  de  deux  figures  homo- 
graphiques, que  nous  allons  démontrer,  sont  les  suivantes  : 
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Première  proposition.  Q^iand  deux  droites ,  placées  d'une  manière  quel-^ 
conque  dans  C espace^  sont  divisées  homographiquetnent ^  les  droites  qui  joi- 
gnent deux  à  deux  les  points  de  division  correspondants,  forment  un  hypef^ 
bolo'ide  à  une  nappe. 

En  efTet^  quatre  points  de  division  a,  b,  c,  d,  de  la  première  droite^  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants  a', 
b'y  &y  d'y  do  fô  sccondo  droite.  Il  s'ensuit  (ainsi  que  nous  Favons  démontré 
dans  notre  Note  IX ^  page  306)  qu'une  droite  quelconque^  qui  s'appuiera 
sur  trois  des  quatre  droites  aa',  bb',  c&y  dd',  s'appuiera  nécessairement  sur 
la  quatrième;  d'où  il  suit  que  ces  quatre  droites  appartiennent  à  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe. 

430.  Seconde  proposition.  Quand  on  a,  dans  l'espace ,  deux  faisceaux  de 
phiis  homographiques ,  les  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  deux  à  deux 
les  plans  correspondants,  forment  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Cette  proposition  résulte  directement  de  la  précédente.  Car  soient  L^  L^ 
les  axes  des  faisceaux;  Â^  B^  C^  D^  ....  les  plans  du  premier  faisceau^ 
et  A',  B',  C,  D', ....  les  plans  correspondants  du  second  :  les  plans  A,  B,  C, 
D,  ....  rencontreront  la  droite  L'  en  des  points  a,  b,  c,  rf,  ....  ;  et  les 
plans  A',  B',  C,  D', ....  rencontreront  la  droite  L  en  des  points  a',  6',  c',  d', .... 
Les  quatre  points  a,  by  Cy  d  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  plans  A,  B,  C,  D;  les  quatre  points  a',  6',  c',  rf'  ont  leur  rap- 
port anharmonique  égal  à  celui  des  plans  A'^  B'^  C'^  D'.  Mais^  par 
hypothèse^  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  plans  est  égal  à  celui 
des  quatre  plans  correspondants  A^  B^  C^  D.  Donc  le  rapport  anharmo- 
nique des  points  a,  b,  Cy  d  esl  égal  à  celui  des  points  a',  b',  c'y  d'. 
Donc  les  quatre  droites  aa',  66',  c&y  dd'  appartiennent  à  un  hyperboloïde 
à  une  nappe.  Or  :  la  droite  aa'  est  l'intersection  des  plans  A^  A';  bb'  est 
l'intersection  des  plans  B,  B',  et  ainsi  des  autres;  donc^  etc. 

431.  Les  deux  propositions  précédentes  ont  leurs  analogues  dans  la  Géo- 
métrie plane,  et  celles-ci  exigent  des  démonstrations  particulières. 

Première  proposition.  Quand  deux  droites,  situées  dans  un  même  plan,  sont 
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divisées  homographiquement ,  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points 
de  division  correspondants,  enveloppent  une  conique,  tangente  aux  deux 
droites  proposées. 

Gela  résulte  évidemment  de  la  propriété  anharmonique  des  tangentes  d'une 
conique^  que  nous  avons  démontrée  dans  la  Note  XVI. 

432.  Seconde  proposition.  Quand  on  a,  dans  un  plan,  deux  faisceaux 
homographiques ,  les  droites  de  tun  rencontrent  respectivement  les  droites 
correspondantes  de  Vautre  en  des  points  situés  sur  une  conique  qui  passe 
par  les  centres  des  deux  faisceaux. 

Gela  résulte  de  là  propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique^ 
démontrée  dans  notre  Note  XV. 

433.  Getle  proposition  et  la  précédente  conduisent  à  une  propriété  remar- 
quable du  système  de  deux  figures  homographiques^  situées  dans  un  même 
plan ,  dont  voici  Ténoncé  : 

Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  homographiques  dans  un  niéme 
plan,  il  existe  généralement  trois  points  qui ,  considérés  comme  appartenant 
à  la  première  figure ,  sont  eux-mêmes  leurs  homologuas  dans  la  seconde  ;  et 
trois  droites  qui,  coiisidérées  comme  appartenant  à  la  première  figure ,  sont 
elles-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde; 

Deux  des  trois  points  peuvent  être  imaginaires,  le  troisième  est  toujours 
réel; 

Et  deux  des  trois  droites  peuvent  être  imaginaires,  et  la  troisième  est 
toujours  réelle  *. 

Il  est  évident  que^  quand  les  trois  points  sont  réels  ^  les  trois  droites  sont 
précisément  celles  qui  joignent  deux  à  deux  ces  trois  points. 

Pour  démontrer  le  théorème ,  concevons ,  dans  les  deux  figures^  deux  fais- 
ceaux correspondants,  dont  les  centres  soient  0,  0';  les  droites  de  l'un 
rencontreront  respectivement  les  droites  correspondantes  de  Fautre  en  des 
points  situés  sur  une  conique.  Pour  deux  autres  faisceaux  ayant  leurs 
centres  en  deux  points  correspondants  Q,  Q',  on  aura  pareillement  une 

*  Ccsi  celle  proposilion  donènous  avons  fail  usage  dans  un  paragraphe  précédenl(n*'299). 
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seconde  conique.  Les  deux  coniques  passeront  par  le  point  d'intersection 
des  deux  droites  Où,  O'û',  parce  que  ces  deux  droites  sont  des  rayons 
correspondants,  dans  les  premiers  faisceaux,  ainsi  que  dans  les  deux  autres. 
Soient  Â,  B,  C  les  trois  autres  points  d'intersection  des  deux  coniques; 
je  dis  que  chacun  de  ces  points ,  considéré  comme  appartenant  à  Tune  des 
deux  figures,  est  lui-même  son  homologue  dans  Tautre.  En  effet,  les 
droites  O'A,  Û'A  de  la  seconde  figure,  correspondent  respectivement  aux 
droites  OÂ,  ÛÂ  de  la  première;  donc  le  point  d'intersection  des  deux 
premières  correspond  au  point  d'intersection  des  deux  autres;  c'est-à-dire 
que  le  point  A,  considéré  comme  appartenant  à  l'une  des  deux  figures,  est 
lui-même  son  homologue  dans  l'autre. 

Maintenant,  les  deux  coniques  ayant  toujours  un  point  d'intersection 
réel,  point  de  concours  des  deux  droites  Où,  O'û',  elles  auront  un 
second  point  d'intersection  réel;  donc  l'un  des  trois  points  À,  B,  G  est  tou- 
jours réel. 

Quand  les  points  À,  B,  G  sont  réels,  chacune  des  trois  droites  AB,  BG, 
GA,  considérée  comme  appartenant  à  l'une  des  deux  figures,  est  évidem- 
ment sa  correspondante  dans  l'autre  figure  ;  de  sorte  qu'on  peut  dire  que, 
dans  deux  figures  homographiques  situées  dans  un  même  plan,  il  existe, 
généralement,  trois  droites  dont  chacune  est  elle-même  son  homologue 
dans  les  deux  figures;  et  de  là  on  peut  conclure  que,  de  ces  trois  droites, 
l'une  est  toujours  réelle,  parce  qu'une  question  qui  admet  trois  solutions  en 
a  toujours  une  réelle;  mais  on  démontrera  cela  directement,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  démontrer  la  réalité  d'un 
des  trois  points.  Au  lieu  de  prendre  des  faisceaux  correspondants,  on  pren- 
dra des  droites  divisées  homographiquement,  et  l'on  considérera  les  coniques 
enveloppées  par  les  droites  joignant  les  points  de  division  correspondants. 
D'après  ce  qui  précède,  cette  démonstration  est  sans  difliculté. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  dans  toutes  ses  parties. 

434.  Quand  on  sait,  a  priori ^  que  deux  des  trois  points  A,  B,  G  sont 
réels,  ou  en  conclut  que  le  troisième  est  réel  aussi,  parce  qu'alors  les 
deux  coniques  qui  servent  à  déterminer  ces  points  ont  trois  points  d'in- 
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tersectioD  réels;  par  conséquent^  leur  quatrième  point  d'intersection  est 
réel. 

Pareillement^  quand  deux  des  trois  droites  en  question  sont  réelles^  la 
troisième  est  nécessairement  réelle. 


§  XXVI.  Application  de  la  théorie  des  figures  homographiques^ 

A  LA  perspective  ET  A  LA  CONSTRUCTION  DES  BAS-RELIEFS. 

435.  Une  figure  plane ^  et  sa  perspective  sur  un  plan^  sont  deux  figures 
bomographiques  ;  car  elles  satisfont  à  la  condition  constitutive  des  figures 
homographiques^  savoir  que^  à  chaque  point  et  à  chaque  droite  de  Cime, 
correspondeut  un  point  et  um  droite  dans  Vautre. 

Il  suit  de  là  que  les  relations  générales^  descriptives  et  métriques,  de 
deux  figures  bomographiques^  et  les  propriétés  qui  en  dérivent^  s'appliquent 
à  deux  figures  planes  qui  sont  la  perspective  Tune  de  Fautre. 

De  ces  propriétés,  on  n'a  considéré,  généralement,  que  celles  qui  sont 
purement  descriptives  ;  et  c'est  sur  elles  qu'ont  reposé  la  plupart  des  appli- 
cations que  Ton  a  faites  de  la  Perspective  en  Géométrie  spéculative,  depuis 
que  Desargues  et  Pascal,  il  y  a  deux  cents  ans,  ont  introduit  cette  métbode 
dans  la  tbéorie  des  coniques.  En  fait  de  relations  métriques,  on  s'est  borné 
généralement  aux  relations  harmoniques;  et  quoique  Pascal,  dans  son  Essai 
pour  les  coniques,  ait  mis  au  nombre  des  propositions  principales  qui  lui 
servaient ,  dans  son  Traité  complet  de  ces  courbes,  la  propriété  que  nous 
appelons  égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  groupes  de  quatre 
points  correspondants,  on  n'a  pas  tiré  de  cette  proposition,  si  simple  et  si 
féconde ,  tout  le  secours  qu'elle  pouvait  apporter  dans  les  applications  de  la 
Perspective,  en  Géométrie  rationnelle.  Aussi  ces  applications  nous  parais- 
sent n'avoir  pas  reçu  tout  le  développement  dont  elles  étaient  susceptibles. 
L'élément  le  plus  important  et  le  plus  indispensable  en  Géométrie,  les  rela- 
tions métriques ,  manquaient  à  cette  théorie. 

Ces  relations  métriques  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  démon- 
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trées  pour  les  figures  homographiques  les  plus  générales.  Elles  dérivent, 
comme  celles-là,  de  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  groupes 
de  quatre  points  correspondants.  Nous  allons  les  reproduire  ici,  en  adaptant 
leur  énoncé  aux  figures  particulières  que  Ton  considère  dans  la  Perspec- 
tive. 

436.  1**  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre, 
le  rapport  des  distances  d'une  droite  quelconque  de  la  première,  à  deux  points 
fixes  de  cette  figure,  est  au  rapport  des  distances  de  la  droite  correspon- 
dante, dans  la  seconde,  aux  deux  points  correspondant  à  ces  deux  points 
fixes,  dans  une  raison  constante. 

437.  2**  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre, 
le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  première,  à  deux 
droites  fixes  de  cette  figure,  est  au  rapjwrl  des  distances  du  point  homo- 
logue de  la  seconde,  aux  deux  droites  correspondantes ,  dans  une  raison 
constante. 

438.  Dans  ce  second  principe,  une  droite  de  chacune  des  deux  figures 
peut  être  située  à  Tinfini;  ce  qui  donne  lieu  aux  deux  corollaires  suivants, 
qui  seront  utiles  dans  beauooup  de  questions  : 

Premier  corollaire.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  l'une 
de  l'autre,  la  distance  d^un  point  quelconque  de  la  première,  à  une  droite 
fixe  prise  dans  le  plan  de  cette  figure,  est  dans  une  raison  constante  avec 
le  rapport  des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde  figure,  à  deux 
droites  fixes  :  la  première  correspond  à  la  droite  prise  dans  le  plan 
de  la  premièi^e  figure,  et  la  seconde  est  l'intersection  du  plan  de  la  se- 
conde  figure  avec  le  plan  mené  par  Vœil,  parallèlement  à  celui  de  la  première 
figure. 

439.  Second  corollaire.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspec- 
tive l'une  de  l'autre,  si  l'on  mène,  dans  le  plan  de  la  première,  la  droite  cor- 
respondante à  l'infini  de  la  seconde  (c'est-à-dire  la  droite  qui  est  Tintersec- 
tion  du  plan  de  la  première  figure  avec  le  plan  mené  par  Tœil,  parallèlement 
à  celui  de  la  seconde),  et,  dans  le  plan  de  la  seconde  figure,  la  droite  qui 
correspond  à  Finfinide  la  première;  les  distances  de  deux  points  homologues 
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second,  en  quatre  points  qui  seront  sur  une  même  droite,  intersection 
des  plans  des  deux  figures.  Et  Ton  sait  que  si^  autour  de  cette  droite^ 
on  fait  tourner  le  plan  d'une  des  deux  figures^  pour  l'appliquer  sur  Fautre, 
les  deux  figures  se  trouveront^  sur  ce  plan^  dans  les  mêmes  conditions 
que  dans  Fespace^  c'est-à-dire  que  les  droites  joignant  les  sommets  du 
premier  quadrilatère^  respectivement  aux  sommets  correspondants  du 
second  ^  concourront  encore  en  un  même  point.  (C'est  l'un  des  théorèmes  de 
Desargues.  Voir  Deuxième  Époque^  §  28.) 

443.  D'après  cela^  le  problème  se  ramène  à  cette  question  de  Géométrie 
plane  : 

Etant  donnés  dans  un  plan  deux  quadrilatères  quelconques^  dont  les  som- 
mets de  run  correspondent  un  à  un  aux  sommets  de  l'autre ,  on  demande  de 
les  placer,  dans  leur  plan,  de  manière  : 

1  **  Que  les  droites  joignant  les  sommets  de  l'un  aux  sommets  correspond 
pondants  de  l'autre,  concourent  en  un  même  point; 

Et  2**  que  les  côtés  correspondants  se  rencontrent,  un  à  un,  en  quatre  points 
situés  en  ligne  droite. 

Solution.  On  regardera  les  quatre  sommets  a  ^  by  Cy  d  du  premier  quar 
drilatère^  comme  appartenant  à  une  première  figure  quelconque^  et  les 
quatre  sommets  a' y  b'y  &y  d'  du  second^  comme  appartenant  à  une  seconde 
figure^  qui  doit  être  homographiqu£  à  la  première.  Nous  savons  construire 
cette  seconde  figure;  c'est-à-dire  que  nous  savons  trouver  tous  ses  points 
correspondant  à  des  points  donnés  de  la  première;  et^  réciproquement^  nous 
savons  déterminer  à  quels  points  de  la  première  figure  correspondent  des 
points^  désignés^  de  la  seconde.  La  construction  des  points  des  deux  figures 
sert  à  déterminer  leurs  droites  correspondantes  (§  XV,  n**  272). 

On  cherchera  la  droite  I  qui,  dans  la  première  figure,  correspond  à  l'infini 
de  la  seconde;  et  la  droite  J'  qui,  dans  la  seconde  figure,  correspond  à  l'in- 
fini de  la  première. 

On  placera  les  deux  figures  de  manière  que  les  droites  I^  J'  soient 
parallèles  entre  elles.  Le  côté  ab  de  la  première  figure  rencontre  la  droite  I 
en  un  point  e  qui  correspond  au  point  e'  situé  à  l'infini ,  dans  la  seconde 
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figiire,  sur  la  droite  a'6'.  A  une  droite  quelconque  eg^  menée  par  ce  point  e , 
correspondra,  dans  la  seconde  figuré,  une  droite  e^g*  parallèle  à  là  droite a'6'. 
Menons  eg  parallèle,  elle-même,  à  la  droite  a'6';  et  supposons  qu'on  ait 
déterminé  la  droite  e^g^  qui  lui  correspond. 

Pareillement,  par  le  point  /",  où  le  côté  cd  rencontre  la  droite  I,  menons 
une  parallèle  fh  à  la  droite  c'rf'  ;  et  soit  /"'A'  la  droite  correspondante  dans 
la  seconde  figure  (le  point  /"'  étant  à  Finfini). 

Les  droites  eg^  fh  se  rencontreront  en  un  point  S,  et  les  droites  &g^y  f^lV 
se  rencontreront  en  un  second  point  S'. 

O9  placera  les  deux  figures  de  manière  que  les  angles  eS/",  e'Sy, 
qui  sont  égaux,  soient  superposés  Fun  sur  Fautre;  et  le  problème  sera 
résolu. 

Démonstration.  Remarquons  d'abord  que  les  deux  droites  I,  J'^  dans 
cette  position  des  figures,  seront  encore  parallèles  entre  ellesj  ce  qui  est 
évident. 

Maintenant,  les  droites  Se,  S/"  de  la  première  figure,  ont  pour  cor- 
respondantes, dans  la  seconde,  les  droites  S'e',  Sy  ;  les  points  S  et  S' 
se  correspondent  donc.  Par  conséquent,  quand  Fangle  e'Sy  est  superposé 
sur  Fangle  eS/",  le  point  S  est  lui-même  son  correspondant  dans  la  secondé 
figure;  et  les  droites  Se,  S/"  sont  elles-mêmes  aussi  leurs  correspondantes 
dans  la  seconde  figure.  Il  existe  donc  une  troisième  droite  qui  est  elle- 
même  sa  correspondante  dans  les  deux  figures  (paragraphe  précédent, 
n«  434). 

Le  point  situé  à  Finfini,  sur  la  droite  I,  considéré  comme  appartenant  à 
la  première  figure ,  est  à  Finterseclion  de  la  droite  I  et  de  la  droite  située 
à  Finfini;  son  homologue  est  donc,  dans  la  seconde  figure,  à  Fintersection 
de  la  droite  située  à  Finfini  et  de  la  droite  Vi  c'est-à-dire  que  ce  point  est 
lui-même  son  homologue  dans  les  deux  figures.  Par  conséquent  la  droite  Si, 
menée  par  le  point  S,  parallèlement  aux  droites  I,  J',  est  elle-même  son 
homologue  dans  les  deux  figures,  de  même  que  les  deux  droites  Se,  S/l 
Il  suit  de  là  qu'une  quatrième  droite  quelconque  SA:  sera  aussi  son  homo- 
logue dans  les  deux  figures,  parce  que  les  quatre  droites  Se,  S/,  Si,  SA-, 
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considérées  comme  appartenant  à  la  première  figure^  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes  dans  la 
seconde  figure.  Les  trois  premières  de  celles-ci  sont  Se,  Sf  et  Si  elles- 
mêmes;  la  quatrième  est  donc  aussi  la  quatrième  du  premier  groupe^ 

Il  suit  de  là  que  deux  points  homologues  quelconques  a,  a' y  des  deux 
figures,  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  S;  ce  qui  est  Tune  des  deux  con- 
ditions du  problème. 

Il  reste  à  prouver  que  deux  droites  homologues  quelconques  se  rencon- 
trent sur  une  droite  fixe. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  homologues  ab,  a^b'  ;  si 
Ton  considère  ce  point  comme  appartenant  a  la  première  figure,  son  homo- 
logue sera  sur  la  droite  SE  et  sur  la  droite  a'b';  ce  sera  donc  le  point  E 
lui-même.  Soient  e  et  9'  les  points  011  la  droite  SE  rencontre  les  deux 
droites  I  et  P.  Considérons,  sur  la  droite  SE,  les  quatre  points  de  la  pre- 
mière figure  qui  sont  S,  e,  E  et  finfini;  et  les  quatre  points  homologues 
de  la  seconde  figure,  lesquels  sont  S,  finfini,  E  et  f'.  Égalant  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  premiers  points  à  celui  des  quatre  autres,  on  a 

ES       ES 

d'où 

Ee  =  f 'S. 

Cette  équation  fait  voir  que  le  point  E  est  sur  une  droite  parallèle  aux 
deux  droites  I,  J',  et  distante  de  la  première,  I,  d^une  quantité  égale  à 
la  distance  du  point  S  à  la  seconde,  J'.  C'est  sur  cette  droite  que  se  cou- 
peront, deux  à  deux,  toutes  les  droites  correspondantes  des  deux  figures. 
Ainsi  la  seconde  condition  de  la  question  sera  remplie.  Ce  qu'il  fallait 
prouver. 

444.  Maintenant  si  Ton  veut  placer  les  deux  figures  dans  Tespace,  de 
manière  qu'elles  soient  la  perspective  Tune  de  l'autre ,  il  suffira  de  faire 
tourner  l'une  d'elles,  la  seconde  par  exemple,  autour  de  la  droite  sur 
laquelle  se  coupent  les  droites  correspondantes.  Pour  chaque  position  de 


843  MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE. 

cette  figure  il  y  aura  perspective  :  le  lieu  de  l'œil  variera  de  position;  et 
Ton  démontre  aisément^  par  des  comparaisons  de  triangles  semblables , 
que,  dans  toutes  ses  positions,  Fœil  se  trouve  toujours  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle,  dont  le  centre  est  sur  la  droite  I,  et  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  cette  droite.  Quand  le  plan  de  la  seconde  figure  aura 
fait  une  demi -révolution,  il  se  retrouvera  abattu  sur  le  plan  de  la  pre- 
mière figure.  Cette  position  des  deux  figures,  comprises  encore  dans  un 
même  plan,  présentera  une  seconde  solution  de  la  question  que  nous 
avons  résolue  :  Placer  deux  quadrilatères  dam  un  même  plan  y  de  ma- 
nière, etc. 

Nous  aurions  pu  obtenir  directement  cette  seconde  solution,  comme  la 
première;  mais  pour  cela  il  aurait  fallu  retourner  le  plan  du  second  quadri- 
latère et  rappliquer  de  nouveau  sur  celui  du  premier. 

445.  Puisque  deux  quadrilatères,  dont  les  sommets  se  correspondent  un 
à  un,  peuvent  être  mis  en  perspective,  on  en  conclut  que  deux  figures  planes 
hùMographiques  quelconques  peuvent  être  placées  de  manière  à  être  la  per- 
spective l'une  de  l'autre. 

446.  //  suit  de  là  que  deux  figures  qui  sont  des  perspectives  différentes 
d'une  même  figure  plane,  peuvent  être  placées  de  manière  à  être  la  perspec- 
tive l'une  de  l'autre. 

Ou,  en  d'autres  termes  : 

Quand  deux  cônes  passent  par  une  même  courbe  plane,  de  quelque  ma^ 
nière  qu'on  les  coupe  respectivement  par  deux  plans,  les  deux  courbes  d'in^ 
tersection  pourront  être  placées  sur  un  troisième  cône. 

Donc,  si  Ton  fait  la  perspective  B  d'une  figure  plane  A,  puis  la  perspec- 
tive C  de  la  figure  B,  puis  la  perspective  D  de  la  figure  C,  et  ainsi  de 
suite,  toutes  ces  perspectives  étant  faites  sur  des  plans  quelconques  et  pour 
des  positions  différentes  de  l'œil,  la  dernière  figure  pourra  être  produite 
direA^tement  par  une  perspective  de  la  première. 

447.  Le  problème  que  nous  avons  résolu  au  sujet  de  deux  quadrilatères 
plans  donne  lieu  naturellement  à  cette  autre  question  : 

Étant  donnés  deux  pentagones  gauches  quelconques,  dont  les  sommets  de 
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l'un  correspondent,  un  à  un,  aux  sommets  de  Vautre,  peut-on  les  placer  dans 
l'espace  de  manière  que  leurs  sommets  correspondants  soient  sur  des  droites 
concourant  en  un  même  point,  et  que  leurs  côtés  correspondants  se  coupent 
en  des  points  situés  sur  un  même  plan  ? 

Le  premier  pentagone  étant  regardé  comme  appartenant  à  une  figure 
quelconque^  le  second  déterminera  une  figure  homographique ;  la  question 
revient  donc  à  celle-ci  : 

Deux  figures  homographiques  quelconques,  à  trois  dimensions,  peuvent- 
elles  être  placées  de  manière  à  être  homobgiques  ? 

La  réponse  à  cette  question  est  négative^  ainsi  que  nous  allons  le 
démontrer. 

Que  Ton  cherche^  dans  la  première  figure^  le  plan  I  qui  correspond  a 
rinfini  de  la  seconde;  et^  dans  celle-ci^  le  plan  J'  qui  correspond  à  Finfini 
de  la  première. 

Que^  par  un  point  m  de  la  première  figure^  on  mène  une  droite  ma 
parallèle  au  plan  I;  et  qu'on  cherche  la  droite  homologue  m^a^  de  la 
seconde  figure  :  elle  sera  parallèle  au  plan  J'  ;  car  le  point  Jy  où  elle  ren- 
contrera ce  plan^  correspondra  au  point  a,  situé  à  Finfini^  sur  la  droite  ma 
de  la  première  figure;  mais  ce  point  a  y  situé  à  Finfini^  est  sur  le  plan  I^ 
puisque  m4i  est  parallèle  à  ce  plan;  donc  son  correspondant  J^  dans  la 
seconde  figure^  est  à  Finfini.  Donc  la  droite  m^a^  est  parallèle  au  plan  V. 
Ainsi  toutes  les  droites  ma,  mb,  me, ...,  menées  par  le  point  m,  parallèle- 
ment au  plan  I^  ont  leurs  homologues  m^a* ,  m^b^ ,  m^& ,  ...,  parallèles 
au  plan  J'.  Si  les  deux  figures  étaient  placées  homologiquement^  les 
deux  plans  I^  J'  seraient  parallèles  entre  eux^  et  les  droites  ma,  mb,  inc, ..., 
seraient  parallèles^  respectivement,  aux  droites  m'a',  m'b',  m'd,  ...  Or, 
on  peut  bien  placer  les  deux  figures  de  manière  que  les  plans  I,  J' 
soient  parallèles  entre  eux,  et  que  deux  droites  correspondantes  ma, 
m'a'  soient  parallèles  entre  elles;  alors  deux  autres  droites  correspondantes 
mb,  mb"  seront  aussi  parallèles  entre  elles;  mais  aucune  des  autres  droites 
me,  md,  ...  de  la  première  figure,  ne  sera,  en  général,  parallèle  à  sa 
correspondante. 
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En  eiïct^  prenons  deux  figures  liomograpliiques  quelconques;  plaçons- 
les  (le  manière  qu'une  droite  quelconque  ab  de  la  première  coïncide  avec 
son  homologue  a'6'  dans  la  seconde,  et  que,  de  plus,  les  deux  points  corres- 
pondants a,  a'  coïncident;  il  existera  sur  ces  droites  un  second  point  b 
qui  coïncidera  avec  son  homologue  b^;  et  il  n'en  existera  pas  un  troi- 
sième, sans  quoi  les  deux  droites  seraient  divisées  en  parties  égales  *  ; 
ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  division  homographique  de  deux 
droites. 

Supposons  donc  les  deux  points  a,  6,  de  la  première  droite,  superposés 
sur  les  deux  points  a',  b'  de  la  seconde.  Soient  m,  m'  deux  points  homolo- 
gues quelconques  des  deux  figures;  menons  du  premier,  aux  points  a,  6, 
c,  ....  de  la  première  droite,  les  rayons  ma,  mô,  me,  ....;  et,  du  second, 
aux  points  correspondants  de  la  seconde  droite,  les  rayons  m'a',  m'6', 
m^&y  ....  Menons  par  la  droite  ab  (a^b^)  un  plan  transversal  quelconque; 
regardons-le  comme  appartenant  à  la  première  figure,  et  soit  Q'  son  homo- 
logue dans  la  seconde;  puis,  regardons-le  comme  appartenant  à  la  seconde 
figure,  et  soit  P  son  homologue  dans  la  première. 

Maintenant,  faisons  la  transformation  homographique  du  système  des  deux 
figures,  de  manière  que  le  plan  transversal  passe  à  Finfîni,  c'est-à-dire  que 
son  homologue,  dans  les  nouvelles  figures,  soit  à  l'infini  :  les  deux  plans  P,  Q', 

*  Soit  i  le  point  de  la  droite  ab  qui  correspond  à  Tinfîni  de  la  droite  a'b\  et  soit/  le  point 
de  celle-ci  qui  correspond  à  Tinfîni  de  la  première.  Considérons,  sur  abj  les  quatre  points 
a,  6,  t,  et  rinfini,  et  sur  a'b'  les  quatre  points  correspondants,  a\  (ou  a,  puisque  ces  deux 
points  sont  superposés),  b',  Tinfini,  ci  j\  Égalant  les  rapports  anharmoniques  de  ces  deux 
groupes  de  quatre  points,  on  aura 

ba        h'a 

bî  ^  Jâ' 

Cette  équation  fait  voir  que  si  les  points  b  et  b'  coïncident,  on  a  b%=j'a;  condition  qui 
détermine  la  position  commune  des  points  6,  6', 

Les  deux  points  a',  6',  coïncidant  avec  leurs  homologues  a,  6,  deux  autres  points  homo- 
logues c,  c',  ne  peuvent  pas  coïncider,  à  moins  qu*il  n*en  soit  de  même  de  tous  les  autres 
points  rf,  d',  etc.  Car  si  les  quatre  points  a,  6,  r,  «/  correspondent,  respectivement,  aux  quatre 
points  a,  6,  c,  d',  on  trouve,  en  égalant  les  rapports  anharmoniques,  que  les  points  d,  d'  coïn- 
cident. 
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deviendront  parallèles  entre  eux;  ce  seront  les  deux  plans  que  nous  avons 
désignés  ci-dessus  par  I  et  J'.  Les  droites  ma,  mb  deviendront  parallèles, 
respectivement,  aux  droites  m'a',  m'6'  ;  mais  les  autres  droites,  me,  mrf,  .... 
ne  deviendront  pas  parallèles  à  leurs  correspondantes.  Les  deux  figures  ne 
seront  donc  pas  homologiques. 

448.  Ainsi  nous  pouvons  dire  que  : 

Deux  figures  honwgraphiques ,  à  trois  dimemimis ,  ne  peuvent  pas ,  en 
général,  être  placées  de  manière  à  être  homologiques. 

Il  suit  de  là  que  les  figures  homographiques  sont  d'une  forme  plus  géné- 
rale que  les  formes  homologiques. 

449.  Toutes  les  propriétés  des  figures  homographiques  s'appliquent  aux 
figures  homologiques;  conséquemment  elles  doivent  s'observer  dans  la  con- 
struction des  bas-reliefs.  Ainsi  les  diverses  relations  métriques  qui  existent 
entre  deux  figures  homographiques,  ont  lieu  aussi  entre  une  figure  à  trois 
dimensions  et  sa  perspective-relief  de  même  qu'entre  une  figure  plane  et  sa 
perspective  sur  un  plan.  Et  si,  au  lieu  de  supposer  qu'un  relief  est  fait  pour 
une  position  unique  de  l'œil ,  de  même  qu'une  perspective  plane ,  on  le  consi- 
dère plus  généralement  comme  une  représentation  d'un  objet,  dans  laquelle 
des  points  correspondent  à  des  points  et  des  surfaces  planes  correspondent  à 
des  surfaces  planes;  alors  la  théorie  des  reliefs  ne  serait  autre  que  la  théorie 
générale  des  figures  homographiques;  il  y  aurait  simplement  à  prescrire 
certaines  règles  générales  à  observer  dans  la  disposition  des  données  de  la 
question  pour  produire,  selon  la  destination  du  relief,  la  plus  parfaite  illu- 
sion pour  telle  et  telle  place  dû  spectateur.  Mais  ces  règles  d'ordonnance  ne 
pourraient  point  être  absolues,  et  dépendraient,  dans  chaque  question,  de 
l'expérience  et  du  sentiment  de  l'prtiste  ;  après  quoi  il  resterait  à  construire 
géométriquement  le  relief,  considéré  comme  figure  homographique  de  l'objet 
qu'on  veut  représenter. 
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§  XXVII.  Note  (§  XI ,  n°  228).  —  Construction  graphique  des  tangentes 

ET  DES  CERCLES  OSCULATEURS  DES  COURBES  GÉOMÉTRIQUES. 

450.  Que  Ton  applique  le  théorème  du  paragraphe  XI  à  une  courbe  plane 
géométrique;  et  que  Ton  prenne  le  point  m  infiniment  voisin  du  point  de 
la  courbe  où  Ton  veut  mener  la  tangente;  que  les  trois  transversales  mi  y 
mjy  ij  soient  menées  arbitrairement;  et  que  les  points  a,  b  soient  ceux 
où  les  deux  premières  rencontrent  Tare  de  la  courbe  duquel  le  point  m  est 
infiniment  voisin;  cet  arc  sera  pris  pour  la  tangente^  et  le  rapport  ^  sera 
égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  mjy  mi  font 
avec  cette  tangente.  Après  avoir  remplacé  le  premier  rapport  par  le 
second,  on  pourra  supposer  que  le  point  m  soit  sur  la  courbe  même;  alors 
en  substituant,  dans  l'équation  du  numéro  227,  au  rapport^ le  rapport 
des  sinus  des  angles  6,  a  que  les  deux  droites  m/,  mi  font  avec  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  ^n,  on  aura  Téquation 

sin.6      fw6'.  m6"....      im.  to'.to"....      jc.je\j&\... 
sm.a      ma\ma  ..,,      jm.jb  ,jo  .„.      te. te. ic  .... 

Tous  les  facteurs  du  second  membre  sont  des  segments  faits  sur  les  trois 
transversales  arbitraires  mi  y  mj\  ij\  de  sorte  que  le  second  membre  est 
connu.  Conséquemment  la  direction  de  la  tangente  est  déterminée. 

Ainsi  ce  problème  des  tangentes ,  qui  a  eu  une  si  grande  célébrité  il  y  a 
deux  cents  ans,  qui  était  «  le  plus  beau  et  le  plus  utile  »  que  Descartes  ait 
désiré  savoir,  se  trouve  résolu  géométriquement,  d'une  manière  tout  à  fait 
générale  et  très-simple,  pour  les  courbes  mêmes  auxquelles  s'appliquaient  les 
deux  solutions  analytiques  de  ce  philosophe. 

Si  Ton  applique  l'Analyse  à  cette  solution,  on  obtiendra  la  formule  em- 
ployée en  Géométrie  analytique. 

451.  L'équation  (2)  conduit,  avec  la  même  facilité,  à  la  solution  d'un  pro- 
blème d'un  ordre  plus  élevé  que  celui  des  tangentes,  du  problème  des  cercles 
osculateurs  aux  différents  points  d'une  courbe  géométrique. 
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En  efTet^  soient  pri$^  sur  une  courbe  géométrique  ^  trois  points  consécu- 
tifs b^  a  y  b'y  inOniment  voisins.  Par  le  point  a  soit  menée  ^  arbitrairement^  une 
droite  rencontrant  66'  en  w,  et  la  courbe  aux  points  a',  a",  •.,.  Soient  6", 
6'", ....  les  points  où  la  corde  66'  rencontre  la  courbe;  et  menons  une  trans- 
versale quelconque  qui  rencontrera  ma  en  i,  mb  en  j^  et  la  courbe  en  c^ 
c'y  c",  ....  On  aura  Féquation 

ma,ma',ma!\..        jb,jb\jb'\.,        icic.ic".** 
ta . ta . ta  ...        mh . ma. mo  ...     je ,jc  .je  .,. 

Concevons  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  6^  a^  6'  ;  et  soit  e  le  point 
où  la  droite  ma  le  rencontre  ;  on  aura 

ma .  nti-  =^  mb .  mb'  ; 

d'où 

mb.mb' 

me  = ) 

ma 

et,  d'après  Téquation  ci-dessus, 

ma\ma'\.,.      jh.jb'.jb'^^.       ic.ic'.ic"... 

me  = X  -r-^ — X 

mb  ....  ta .  ta  .  ta  ...      je  .je  .je  ..• 

Pour  chaque  transversale  menée  par  le  point  a,  on  aura  une  équation  sem- 
blable. Ainsi  Ton  déterminera  autant  de  points  qu'on  voudra  du  cercle  pas- 
sant par  les  trois  points  6,  a,  6'.  Et  si  Ton  suppose  que  ces  trois  points  se 
confondent,  on  aura  le  cercle  osculateur  à  la  courbe.  Alors  la  droite  66' 
devient  la  tangente  à  la  courbe,  au  point  m;  et  ce  point  m  se  confond  avec  le 
point  de  réunion  des  trois  points  6,  a,  6'.  La  formule  devient  donc 


fwo'.mo"....         jm.j6"....         tc.tc'.fc".. . 

me  = X  ~ — -r~ X  •; — : — : 

mb  ....  tut  .ta',  ta"....      je  .je'  .je"  ,,„ 

La  tangente  au  point  m  étant  connue ,  il  suffira  de  déterminer  un  seul  point  e, 
pour  que  le  cercle  osculateur  soit  connu.  Si  Ton  veut  calculer  son  diamètre , 
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on  mènera  la  transversale  mi  perpendiculaire  à  la  tangente;  alors  l'expres- 
sion de  me  sera  la  longueur  du  diamètre  du  cercle. 

Oii  convertira  aisément  cette  solution  graphique  en  la  formule  analytique 
connue. 

432.  Il  est  important  d'observer  que  ^  pour  ce  genre  de  solution  graphique 
des  deux  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre,  la  courbe  doit  être  tracée 
complètement,  de  manière  que  les  transversales  menées  la  rencontrent  en 
autant  de  points  réels  que  la  courbe  en  comporte;  c'est-à-dire,  en  autant  de 
points  réels  qu'il  serait  indiqué  par  le  degré  de  l'équation  de  la  courbe, 
exprimée  dans  le  système  de  cordon  nées  en  usage. 


ERRATA. 


Page  348,  ligne  16,  au  lieu  de  :  Sirigatt,  lisez  :  Sirigati. 
~    445,    ~      8,        —  depuis  Simon  Jabob ,  lisez  :  depuis  Simon  Jacob. 

—   405,   —      â,  en  remontant,  au  lieu  de  :  urne  grande  importance ,  lisez  :  une  grande  importance. 
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